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PETER   GiniRlE  TAIT 

par  Jdiix  S.  Mackay,  M.  A.,  LL.  D. 


Petek  Guthhië  Tait  naquit  dans  la  petite  ville  de  Dalkeith, 
près  d'Edimbourg,  le  28  avril  1831.  Au  mois  d'octobre  1841, 
il  entrait  comme  élève  de  première  (c'est-à-dire  de  la  classe 
la  moins  avancée)  à  Academy  d'Edimbourg.  Il  y  resta  six 
ans,  et  les  archives  scolaires  attestent  qu'il  fut  un  brillant 
élève  ;  que,  dans  les  cours  d'humanités,  il  remporta  toujours 
les  premiers  prix,  et  que  dans  l'étude  des  mathématiques  il 
surpassa  non  seulement  les  élèves  de  sa  classe,  mais  encore 
ceux  des  classes  supérieures.  Parmi  ces  derniers  se  trouvait 
James  Glerk  Maxwell,  avec  qui  Tait  se  lia  d'une  amitié  qui 
devait  durer  jusqu'à  la  mort  de  Maxwell.  Les  deux  jeunes 
gens,  quoique  ne  suivant  pas  les  mêmes  cours,  avaient  les 
mêmes  goûts  scientifiques,  et  prirent  de  bonne  heure  l'habi- 
tude d'échanger  des  notes  sur  les  mathématiques.  Quelques- 
unes  de  ces  notes,  dont  la  famille  Tait  a  bien  voulu  se  des- 
saisir, sont  restées  à  l'école,  et  il  est  intéressant  de  compa- 
rer la  belle  et  claire  écriture  de  Tait  avec  le  griffonage  de 
son  illustre  condisciple  ^ 

A  celte  époque,  le  cycle  des  éludes  de  Academy  compre- 
nait sept  années  ;  mais  à  la  fin  de  sa  sixième  année  Tait 
quitta  Academy^  et  se  fit  inscrire  comme  étudiant  de  l'Uni- 
versité d'Edimbourg  pour  la  session  de  1847-48  pendant  la- 
quelle il  suivit  les  conférences  de  Kelland  (Mathématiques) 
et  de  FoRBES  (Physique).  Ses  aptitudes  mathématiques  étaient 
telles  qu'après  avoir  passé  quelques  semaines  dans  la  pre- 
mière, ou  classe  initiale,  il  fut  envoyé  par  Kelland  en  se- 
conde, et  peu  après  en  troisième,  la  classe  finale.  Tait  regretta 
plus  tard  cette  promotion  si  rapide. 


*  Plu9teor«  traUK  caraet4'Ti»tîqiies  et  amiiiiaDts  de  la  classe  de  Tait  ot  de  808  professeurs, 
ooCamment  du  professeur  do  inatliëmatiqiies,  D'  Gloao,  ont  été  notées  par  le  Colonel 
Fergusson  dans  un  volume  intitulé  •  Tht  Cnmming  Club.  « 

L'Enseignement  inathéiii.  7'  année  ;  1905.  1 


6  J.'S.  MACKA  Y 

En  1848  Tait  entra  au  S*-Peter's  Collège,  Cambridge,  où  il 
fit  la  connaissance  de  W.  J.  Steelk  son  plus  redoutable  com- 
péliteur  pour  les  suprêmes  honneurs  académiques.  En  1852 
Tait  obtint  les  titres  de  Senior  Wrangler  et  First  Smith's 
Prizemann,  et  Steele  arrivait  immédiatement  après  lui.  Aussi- 
tôt après,  les  deux  amis  se  mirent  à  écrire  un  livre  sur  le  su- 
jet Dynamics  of  a  Parlicle;  mais  une  mort  prématurée  priva 
Tait  de  son  collaborateur  avant  que  Touvrage  n'eut  fait  grand 
progrès.  Le  livre  parut  en  1856.  Il  a  eu  une  vingtaine  d'édi- 
tions, et  quoique  enrichi  par  maintes  investigations  nou- 
velles, et  de  nombreuses  additions,  toutes  de  la  main  de 
Tait,  il  porte  encore  sur  son  titre  les  noms  des  deux  amis. 

Après  avoir  pris  ses  grades,  Tait  remplit  pendant  deux  ans 
les  fonctions  de  maître  de  conférences  au  S*-Peter's  Collège, 
et  en  1854  il  fut  nommé  professeur  de  mathématiques  au 
Queen's  Collège,  Belfast.  De  cette  époque  date  sa  liaison  avec 
le  docteur  Andhkws  le  chimiste,  «  dans  le  laboratoire  du- 
quel »,  dit  Tait,  «  j'ai  appris  pour  la  première  fois  à  bien 
manier  les  appareils  scientifiques.  Ses  sages  avis  me  firent 
sentir  l'importance  suprême  de  la  précision,  et  surtout  celle 
de  l'honnêteté  scientifique.  » 

En  1853  fut  édité  le  volume  de  Lectures  on  Quaternions 
par  Sir  W.  R.  Hamilton,  et  bientôt  après  Tait  enthousiasmé 
se  lançait  avec  ardeur  dans  l'étude  de  ce  nouveau  sujet.  Il 
publia  d^nsle  Messenger  of  Mathemalics  et  le  Quarterly  Jour- 
nal quelques  mémoires  dans  lesquels  il  faisait  l'application  des 
idées  de  Hamilton  à  la  Physique  mathématique.  Quelque  douze 
ans  plus  tard  Tait  fit  paraître  son  Elementary  Treatise  on  Qua- 
ternions dont  il  avait  longtemps  retardé  la  publication,  pour 
ne  pas  devancer  Hamilton  qui  travaillait  à  son  chef-d'œuvre 
Eléments  of  Quaternions, 

En  1860  quand  J.  D.  Forbes,  dont  le  nom  est  si  connu, 
grâce  à  sa  théorie  des  glaciers,  fut  promu  «  Principal  »  de 
l'Université  de  S*-Andrews,  ses  élèves  Tait  et  Clerk  Maxwell 
posèrent  tous  deux  leur  candidature  à  sa  chaire.  Le  choix 
tomba  sur  Tait,  on  peut  ajouter  heureusement,  car  si  Max- 
well savait  instruire  l'élite  des  étudiants.  Tait,  lui,  était  aussi 
habile  avec  les  intelligences  ordinaires  qu'avec  les  esprits 
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supérieurs.  L'homme  était  digne  de  la  chaire,  et  la  chaire 
coavenait  admirablement  à  Thomme.  Sa  nouvelle  situation 
lui  permit  de  répandre  ses  doctrines  parmi  la  jeunesse  stu- 
dieuse de  différents  pays,  de  lui  inspirer  son  enthousiasme 
pour  les  sciences  exactes,  et  de  lui  donner  l'exemple  d'un 
chercheur  qui  sans  relâche  poursuit  la  vérité.  «  La  plus 
grande  partie  de  mon  temps  »,  a-t-il  dit,  «  a  été  affectée  à 
renseignement  et  aux  travaux  indispensables  qui  s'y  ratta- 
chent. »  Il  consacra  les  loisirs  qui  lui  restaient  à  des  recher- 
ches mathématiques  et  expérimentales,  et  aux  affaires  de  la 
Société  Royale  d'Edimbourg. 

Il  s'était  lié,  avant  sa  nomination  à  la  chaire  de  TUniversité, 
avec  le  professeur  William  Thomson  de  Glascow  (aujour- 
d'hui lord  Kelvin).  Les  deux  savants  prirent  la  résolution 
d'écrire  ensemble  un  Treaiise  on  Natural  Philosophy  en 
quatre  tomes.  Le  premier  tome  (le  seul  qui  ait  paru)  vit  le 
jour  en  1867,  et  produisit  une  révolution  dans  le  mode  d'en- 
visager le  sujet.  Comme  ouvrage  classique  il  a  la  même  im- 
portance pour  la  Physique  moderne  que  les  Principia  de 
Newton  pour  l'Astronomie.  On  lui  a  donné  le  sobriquet  de 
T  and  T  (Thomson  et  Tait),  la  notation  prolongée  T''  ser- 
vant, chez  les  amis  de  Tait,  à  désigner  le  professeur  Tyndall. 
Le  récit  suivant  de  la  marche  et  de  la  fin  de  leur  collabora- 
lion  est  donné  par  Lord  Kelvin,  dans  sa  notice  nécrolo- 
gique sur  Tait,  lue  devant  la  Société  Royale  d'Edimbourg. 

«  La  composition  de  la  première  partie  de  T  et  T'  fut  trai- 
tée en  manière  de  divertissement  perpétuel  pour  tout  ce  qui 
€*oncerne  les  détails  ennuyeux  (échange  de  brouillons,  «  co- 
pie »,  changements  typographiques),  aussi  bien  que  la  cor- 
rection finale  des  épreuves.  Elle  fut  égayée  par  un  échange 
de  visites  entre  Greenhill  Gardens,  Drummond  Place,  ou 
(ieorge  Square  [demeures  de  Tait],  et  Largs,  Arran,  ou  l'an- 
cien ou  encore  le  nouveau  collège  de  Glascow  [demeures  de 
Thomson]. 

«  En  1878  nous  arrivâmes  à  la  fin  de  notre  Division  II  sur 
la  Dynamique  Abstraite.  Selon  notre  programme  initial  nous 
aurions  du  passer  aux  propriétés  de  la  matière,  à  la  chaleur, 
à  la  lumière,  à  l'électricité,  et  au  magnétisme;  mais,  au  lieu 
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de  suivre  ce  programme,  nous  convînmes  d'éludier,  à  l'avenir, 
chacun  de  notre  côté,  librement,  des  sujets  variés,  sans  nous 
astreindre  à  fournir  simultanément  le  plus  de  matière  pos- 
sible, et  sans  avoir  en  vue  un  traité  complet.  Aussi  notre 
livre,  une  fois  terminé,  ne  fit-il  que  jeter  les  bases  de 
Tédifice  que  nous  nous  étions  d'abord  proposé  de  cons- 
truire. » 

En  1860  Tait  fut  élu  membre  de  la  Société  royale  d'Edim- 
bourg, en  1864  il  fut  associé  au  professeur  J.  H.  Balfouh 
comme  secrétaire,  en  1879  il  devint  secrétaire  général,  le 
fonctionaire  le  plus  important  et  le  plus  influent  de  l'associa- 
tion. Dès  son  élection  il  avait  commencé  ses  contributions 
aux  Transactions  et  Proceedings  et  ces  contributions  furent 
continuées  chaque  année  jusqu'à  la  fin  de  sa  laborieuse  exis- 
tence. Pour  reconnaître  la  valeur  de  ses  mémoires,  la  Société 
lui  a  décerné  deux  fois  (1869,  1874)  la  médaille  Keith,  et  en 
1900  le  prix  «  (îunning  Victoria  Jubilee  ».  La  Société  royale 
de  Londres,  bien  qu'il  ne  fut  pas  un  de  ses  membres,  lui 
présentait  en  1886  une  de  ses  médailles  royales.  La  plupart 
de  ces  mémoires  et  d'autres  insérés  dans  le  Messenger  ofMa^ 
thematics^  le  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  le  Philoso- 
phical  Magazine^  les  Proceedings  of  the  Edinburgh  Mathe- 
niaiical  Society  ont  été  réimprimés  à  l'université  de  Cam- 
bridge dans  deux  grands  volumes  in-quarto. 

Il  serait  difficile  de  classer  des  mémoires  si  nombreux  (il 
y  en  a  plus  de  cent  trente),  si  variés,  et  de  les  ranger  par 
ordre  d'importance.  Il  suffira  d'attirer  l'attention  sur  les  mé- 
moires relatifs  aux  Quaternions,  aux  principes  de  la  théorie 
cinétique  des  gaz,  aux  observations  de  température  faites 
par  l'expédition  du  Challenger^  et  à  la  théorie  des  nœuds,  le 
développement  le  plus  intéressant  et  le  plus  beau  qui  ait  été 
fait  jusqu'ici  de  la  Geometria  Situs.  Ceux  qui  désirent  savoir 
ce  que  Tait  entendait  par  les  termes  knottiness,  knotfulness, 
et  beknottedness  (termes  d'une  nomenclature  nouvelle  impo- 
sées par  un  sujet  nouveau),  devront  consulter  ses  mémoires, 
car  ces  mots  sont  intraduisibles  en  français. 

Il  serait  injuste  de  passer  sous  silence  les  autres  contribu- 
tions fournies   par  Tait  à  la  littérature  scientifique  du  dix- 
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neuvième  siècle,  car  elles  sont  nombreuses,  variées  et  im- 
portantes. On  peut  citer  ses  articles  dans  la  North  British 
/îec«fK' (1864-6),  Sketch  ofTkermodynamics  (1868),  Introduc- 
tion ta  Quateniions  en  collaboration  avec  le  professeur  Kel- 
land  (1873),  Tappréciation  de  Toeuvre  scientifique  de  son  pré- 
décesseur J.  D.  Forbes  (1873),  Récent  Advances  in  Physical 
Science  (1876;,  Liglit  (1884),  Heat  (1884),  Properties  ofMatter 
1885),  Thennodynamics  (1888),  Dynamics  (1895),  Newton's 
Lmvs  a f  Motion  (1899'. 

En  collaboration  avec  Balfour  Stewart  il  fit  paraître  en 
1875  un  livre  intitulé  «  The  Unseen  Universe  ».  Le  but  prin- 
cipal de  cette  œuvre  extraordinaire,  que  le  public  ne  parait 
pas  avoir  bien  comprise,  élait  de  montrer  les  limites  de  la 
science  humaine,  et  de  réfuter  celte  assertion  que  la  science 
est  incompatible  avec  la  religion.  Un  autre  volume  «  Para* 
doxical  Philosophy  »  qui  le  suivit,  et  qui  fut  du  à  Tait  seul, 
ne  semble  pas  avoir  eu  le  même  retentissement. 

Tait  avait  des  opinions  très  arrêtées  sur  beaucoup  de  sujets, 
et  quoiqu'il  soit  vrai  qu'il  n'en  fit  jamais  parade,  il  est  égale* 
nient  vrai  qu'il  ne  prit  jamais  la  peine  de  les  cacher.  Sa  fran- 
chise Tentraina  une  ou  deux  fois  dans  des  controverses, 
comme  celle  qu'il  eul  avec  le  professeur  Tyndall  sur  l'éta- 
blissement de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Les  dé- 
tails de  ces  discussions  seraient  déplacés  ici,  mais  ceux  qui 
s'intéressent  à  ces  polémiques  scientifiques  sont  renvoyés 
aux  tomes  du  Philosophical  Magazine  et  de  Nature, 

Les  récréations  physiques  des  savants  sont  aussi  intéres- 
santes pour  leurs  confrères  qu'elles  le  sont  pour  le  grand  pu- 
blic. La  seule  récréation  de  ce  genre  élait  pour  Tait  le  jeu 
de  «  golf».  A  notre  époque  presque  tout  le  monde,  depuis 
le  premier  ministre  de  l'Ëtat  jusqu'au  plus  humble  gamin, 
sait  jouer  au  «golf»;  mais  bien  rares  sont  ceux  qui  ont 
étudié  ce  jeu  scientifiquement.  C'est  Tait  qui  a  inauguré 
cette  étude,  et  tout  ce  que  nous  savons  de  la  science  (par 
opposition  à  Fart)  du  «  golf»  vient  de  lui.  Un  de  ses  fils,  le 
très  regretté  Freddie,  qui  (ut  tué  dans  la  guerre  sud-afri- 
caine, était  un  des  meilleurs  «  golfeurs  »  qui  aient  jamais 
existé,   et  il  aida  son  père  dans  les  expériences  entreprises 
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pour  déterminer  la  vitesse  initiale  d'une  balle  habilement 
frappée. 

Quoique  robuste  et  «  fort  »  dans  toute  Tacception  du  mot, 
Tait  ressentit,  un  an  ou  deux  avant  sa  mort,  les  effets  du  tra* 
vail  incessant  et  ardu  auquel  il  s^était  livré  sans  mesure.  Il 
n'en  garda  pas  moins,  presque  jusqu'à  son  dernier  jour,  la 
force  de  s'acquitter  de  ses  fonctions  professorales.  Il  est 
mort  le  4  juillet  1901  dans  la  maison  de  son  élève  et  ami  sir 
John  Murray. 

Il  avait  épousé  en  1857  Miss  Margaret  Porter,  jeune  (îlle 
issue  d'une  famille  très  distinguée,  et  qui  lui  survit.  Il  a 
laissé  trois  fils  et  deux  filles. 

Plusieurs  tributs  ont  été  payés  à  la  mémoire  de  Tait  par 
ses  amis  et  ses  élèves.  Parmi  les  uns  il  faut  citer  les  notices 
de  Lord  Kelvin,  des  professeurs  Chrystal  et  Flint,  et  de 
M..J.  D,  Hamilton  Dickson  ;  parmi  les  autres  les  notices  des 
professeurs  Knott,  Macfarlane,  Macgregor  et  du  docteur 
G.  A.  GiBSON.  Tous  ces  écrits  sont  des  témoignages  élo- 
quents de  l'affection,  de  l'estime,  et  de  la  vénération  que  le 
caractère  ouvert,  loyal  et  courageux  de  Tait  n'a  jamais  man- 
qué d'inspirer. 

En  1879,  dans  sa  notice  nécrologique  sur  Clerk  Maxwell 
Tait  s'exprime  ainsi  : 

«  L'Ecosse  a  bien  raison  d'être  fière  de  la  pléiade  de  grands 
hommes  de  science  qu'elle  compte  parmi  ses  fils  récemment 
décédés  ;  mais  même  dans  la  compagnie  de  Brewster,  de 
Forbes,  deGraham,  de  Rowan  Hamtlton,  de  Rankine  et  d'Ar- 
chibald  Smith,  elle  décernera  une  place  au  premier  rang  à 
James  Clerk  Maxwell.  » 

Le  nom  de  Peter  Guthrie  Tait  sera  aussi,  croyons-nous, 
enregistré  dans  cette  illustre  compagnie,  et  restera  toujours 
associé  à  celui  de  son  condisciple  de  l'Academy  d'Edim- 
bourg. 

John  S.  Mackay  (Edimbourg), 


SUR  L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHEMATIQUES 
ÉLÉMENTAIRES  EN  ITALIE^ 


Les  traditions  géométriques  de  l'Italie  sont  euclidiennes  ; 
dès  que  les  ténèbres  du  moyen  âge  furent  dissipées,  des  édi- 
tions, des  traductions,  des  commentaires  des  Eléments  d'Eu- 
clide  commencèrent  à  paraître  et  elles  se  succédèrent  sans 
cesse  en  portant  les  signatures  de  personnalités  éminentes, 
telles  que  Tartaglia,  Gommandino,  Viviani,  Borelli,  Grandi, 
Sacheri,  FAG^'ANO,  Flauti.  Cette  brillante  série  est  une 
preuve  du  culte  sans  bornes  que  Tltalie,  pendant  bien  des 
siècles,  paya  au  grand  Alexandrin.  Toutefois,  lorsqu'elle 
devint  enfin  libre,  et  put  jouir  d'un  bout  à  Tautre  d'un 
gouvernement  national,  elle  conservait  encore  dans  son  orga- 
nisation scolaire  des  traces  déplorables  et  évidentes  de  son 
séculaire  servage.  Dans  l'ancien  Piémont,  par  exemple,  cer- 
tainement à  cause  de  l'influence  française,  on  préférait  la 
méthode  demi-arithmétique  de  Legendre  aux  rigoureux  pro- 
cédés géométriques  d'Euc|.iDE  ;  tandis  que  dans  les  provinces 
qui  venaient  de  secouer  le  joug  autrichien  se  trouvaient  ré- 
pandus des  manuels  écrits  uniquement  dans  un  but  commer- 
cial ;  ils  étaient  si  peu  satisfaisants  que  Gremona,  devenu 
professeur  dans  un  gymnase  de  la  Lombardie,  n'en  voulut 
adopter  aucun  comme  livre  de  texte  et  salua,  comme  signal 
d'une  amélioration  et  point  de  départ  de  nouveaux  progrès, 
la  traduction  d'un  ouvrage,  aujourd'hui  presque  oublié  ;  je 
veux  parler  du  Traité  de  géométrie  de  Amiot.  Ghargé  en  18G7 
par  son  Gouvernement  de  tracer  les.  lignes  générales  d'une 
réforme  de  l'enseignement  géométrique  dans  les  écoles  clas- 
siques italiennes,  Gremona  n'hésita  pas  un  seul  instant  à 
proposer  comme  remède  le  retour  pur  et  simple  aux  Elé- 


*  Extrait  d'uoo  communication  piH'fieiitëe  au  3*«  Congrès  international  dos  mathématicien» 
à  Heiddberg,  le  9  août  1904. 
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ments  (VEuclide.  Si  cette  mesure,  que  le  gouvernement  s'em- 
pressa d'adopter,  peut  paraître  aujourd'hui  un  peu  trop  draco- 
nienne, lorsqu'on  tient  compte  du  but  qu'elle  se  proposait 
(et  qu'elle  atteignit  en  effet),  c'est-à-dire  d'extirper  de  nos 
écoles  les  mauvaises  habitudes  introduites  par  certains  livres, 
elle  doit  être  considérée  comme  un  des  actes  du  grand 
mathématicien  qui  le  signalent  à  la  reconnaissance  éter- 
nelle de  ses  concitoyens.  Il  est  juste  d'ajouter  que  dans  sa 
courageuse  entreprise  il  eut  comme  alliés  deux  autres  grands 
savants,  BaioscHi  et  Betti,  dont  l'excellente  édition  d'Eu- 
CLiDK  rendit  non  seulement  possible,  mais  relativement 
aisée,  la  réforme  proposée  par  Cremona. 

Le  retour  à  la  source  pure  de  la  géométrie  grecque,  ayant 
comme  résultat  immédiat  des  préjudices  matériels,  provoqua 
une  opposition  vive,  mais  qui  ne  pouvait  durer  longtemps 
et  par  bonheur,  finit  bientôt  par  s'éteindre.  Toutefois  les 
grands  mathématiciens  qui  introduisirent  les  Eléments  d'Eu- 
clide  dans  les  écoles  italiennes  ne  niaient  pas  que  ce  livre, 
après  vingt-deux  siècles,  n'eut  pas  besoin  de  retouches; 
aussi  le  Gouvernement  italien  ouvrit-il  un  concours  pour 
un  traité  inédit  de  Géométrie  élémentaire,  et  un  peu  plus  tard 
adoucit  la  disposition  que  nous  avons  citée  tout  à  l'heure,  en 
se  bornant  à  demander  que  l'enseignement  classique  lut  fait 
d'après  la  méthode,  mais  non  sur  le  texte  même  d'EucuDE. 
Voilà  une  décision  qu'on  ne  saurait  trop  louer;  c'est  elle,  en 
effet,  qui  permit  Tadoplion  dans  nos  écoles  de  bons  traités, 
par  exemple  de  ceux  de  Sannia  et  d'Ovinio  et  de  Faifofer  ; 
c'est  elle  qui  invita  en  quelque  sorte  les  géomètres  à  cher- 
cher si  les  théories  exposées  par  le  grand  maître  se  prêtaient 
à  des  améliorations  didactiques  et  scientifiques,  et  donna 
l'essor  à  des  recherches  qui  conduisirent  à  des  résultats 
d'une  importance  considérable;  tels  sont  ceux,  ayant  trait  à 
la  théorie  de  l'équivalence  des  polygones  et  des  polyèdres, 
qui  parvinrent  à  corriger  un  défaut  existant  dans  les  Elé- 
ments d'Euclide,  que  Legendre  lui-même  ne  parvint  pas  à 
supprimer. 

Ce  régime  de  liberté  toujours  croissante,  si  conforme  au 
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naturel  du  peuple  italien,  encouragea  des  savants  de  premier 
ordre,  vivant  en  dehors  des  écoles  moyennes,  à  porter  leur 
attention  du  côlé  des  éléments  de  la  géométrie. 

Le  premier  des  géomètres,  qui  entrèrent  dans  cette  voie, 
est  notre  regretté  De  Paolis,  qui,  par  un  excellent  manuel, 
tout  à  fait  original,  non  seulement  rendit  populaire  dans 
nos  écoles  Tidée  d'abattre  Fancienne  séparation  de  la  Géo- 
métrie en  Géométrie  plane  et  en  Géométrie  de  l'espace, 
mais,  par  de  nombreux  exemples,  prouva  Futilité  théorique 
de  cette  innovation. 

Non  moins  radicale  est  la  réforme  que  proposa  plus  tard 
M.  Vkronkse,  en  poursuivant  le  cours  des  idées  qui  carac- 
térisent ses  remarquables  recherches  de  Géométrie  à  plu- 
sieurs dimensions  ;  bornons-nous  à  signaler  ses  efforts  cou- 
ronnés de  succès,  pour  déterminer  le  rôle  de  Tidée  de  mou- 
vement dans  les  démonstrations  géométriques  et  la  conclu- 
sion à  laquelle  il  parvint,  qu'il  est  scientifiquement  possible 
et  utile,  au  point  de  vue  pédagogique,  de  bannir  tout  à  fait 
ce  concept.  L'importance  de  Faction  de  M.  Veronesk  a  été 
accrue  par  les  nombreuses  discussions  soulevées  par  ses 
propositions. 

Moins  révolutionnaires  ont  été  les  derniers  de  ceux  des 
savants  italiens  qui  s'occupèrent  de  Géoniélrie  élémenlaire; 
en  effet,  MM.  Enriqies  et  Amaldi,  en  se  rattachant  de  nou- 
veau à  la  tradition  euclidienne,  se  proposèrent,  dans  un  livre 
récent,  de  refaire  les  FAémeuts  d'Euclide,  en  les  exposant 
sous  une  forme  adaptée  à  l'état  actuel  de  la  science  et  aux 
besoins  de  nos  écoles.  La  question  des  postulats  fondamen- 
taux de  la  Géométrie  et  la  théorie  de  l'équivalence  attirèrent 
leur  attention  d'une  manière  tout  à  fait  spéciale,  dans  le  but 
de  satisfaire  à  la  fois  aux  exigences  do  l'enseignement  et  à 
celles  de  la  science  d'aujourd'hui. 

De  nature  bien  différente  est  enfin  Fessai  d'introduire  la 
logique  mathématique  dans  l'enseignement  élémentaire  de 
la  Géométrie  et  aussi  de  l'Algèbre  ;  cet  essai  doit  être  cité, 
car  il  se  base  sur  une  méthode  qui  compte  en  Italie  des 
adhérents  nombreux  et  habiles;  mais,  ceux-là  même  qui 
considèrent  favorablement  le  Calcul  logique  dans  ses  appli- 
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cations  à  Tanalyse  microscopique  des  idées  fondamentales 
des  mathématiques,  ne  croient  pas  en  général  qu'il  soif 
destiné  à  nous  fournir  la  solution  définitive  du  problème  de 
renseignement  élémentaire. 

Ayant  eu  l'occasion  de  citer  des  travaux  didactiques  ayant 
trait  au  calcul,  il  ne  m'est  pas  permis  de  passer  sous  silence 
des  maîtres  tels  que  MM.  Arzela,  Capelli  et  Pincherle  qui, 
pîir  des  ouvrages,  qui  eurent  un  grand  succès,  ont  affranchi 
leur  pays  de  la  nécessité  de  recourir  à  l'étranger  pour  avoir 
des  bons  manuels  d'arithmétique  et  d'algèbre. 

Les  élèves  des  savants  que  nous  venons  de  nommer,  dès 
qu'ils  occupèrent  une  chaire  dans  l'enseignement  moyen,  se 
proposèrent,  par  des  efforts  qui  les  honorent,  de  meltre  à 
l'épreuve  ces  nouveaux  procédés  didactiques  ;  par  cela  ils 
réussirent  à  les  rendre  plus  parfaits  dans  les  détails  et  plus 
adaptés  à  l'intelligence  des  jeunes  gens.  En  conséquence 
l'ancien  type  de  nos  écoles  subit  une  modification  radicale; 
car  les  jeunes  professeurs,  essayant  avec  un  enthousiasme 
communicatif  les  méthodes  nouvelles,  ramenèrent  de  la  vie 
et  de  la  lumière  dans  les  mornes  salles  où  auparavant 
quelque  vieux  maître,  tout  en  bâillant,  exposait  l'ancienne 
démonstration  du  théorème  de  Pythagore,  en  présence  d'un 
auditoire  sommeillant.  Le  grand  public,  en  général  enclin 
à  se  méfier  des  nouveautés,  suit  avec  crainte  ce  changement, 
appuyé  en  cela  par  les  maîtres  de  l'a  ancien  régime  »,  qui 
considèrent  tout  ce  mouvement  par  le  même  œil  que  certains 
anciens  méde(!ins  jugent  les  nouveaux  procédés  curatifs; 
mais  ceux  qui  ont  foi  dans  le  progrès  indéfini  du  savoir  ne 
peuvent  que  saluer  avec  joie  ces  changements  que  fait  la 
méthode  d'enseignement  de  la  Géométrie,  tout  en  procé- 
dant toujours  sur  la  roule  indestructible  frayée  par  Euclide. 

La  Société  Mathésis^  fondée  il  y  a  quelques  années  en 
vue  de  grouper  ceux  qui  enseignent  les  sciences  exactes 
dans  les  écoles  movennes,  met  en  lumière  d'une  manière 
éclatante  toute  cette  vie  dont  sont  animés  nos  professeurs  de 
mathématiques  :  son  noble  programme  a  été  résumé  en  d'ex- 
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cellents  termes  par  un  de  ses  présidents  en  écrivant  que  son 
but  est  de  tourner  les  progrès  de  la  science  à  Vavantage  de 
l'école.  En  attirant  Taltention  des  savants  sur  des  thèmes  dé- 
terminés, en  dirigeant  les  discussions  relatives,  en  fixant  des 
réunions  partielles  et  des  congrès  généraux,  Mathésis  tient 
allumé  ce  feu  sacré  qui  nous  parait  nécessaire  pour  que  les 
professeurs  des  écoles  moyennes  soient  dignes  de  la  haute 
fonclion  que  la  société  leur  a  confié;  si  elle  a  soin  de  main- 
tenir le  contact  continuel  de  ses  sociétaires  avec  les  membres 
du  corps  universitaire,  elle  contribuera  à  développer  de  plus 
en  plus  cet  échange  d'idées  entre  les  professeurs  de  tous  les 
degrés,  qui  nous  semble  indispensîible,  si  l'on  veut  assu- 
rer cette  continuité  dans  l'enseignement  de  la  même  branche 
du  savoir,  qui  parait  nécessaire  à  tous  ceux  qui  se  rappellent 
que  natura  abhorret  a  saltus. 

Parmi  les  questions  qu'on  a  discutées  au  sein  de  Mathésis^ 
il  y  en  a  deux  qui  par  leur  importance  méritent  que  nous  en 
disions  quelques  mots. 

La  première  a  été  soulevée  par  la  publication  du  Traité  de 
Géométrie  de  De  Paolis  et  consiste  dans  la  recherche  des 
avantages  que  peut  tirer  l'enseignement  si  Ton  détruit  l'an- 
cienne séparation  élevée  par  Euclide  entre  la  Géométrie  du 
plan  et  celle  de  Tespace.  Dès  1825  Gergonne  observait  «  qu'il 
est  raisonnablement  permis  de  se  demander  si  notre  manière 
de  diviser  la  Géométrie  en  Géométrie  plane  et  Géométrie 
de  l'espace,  est  aussi  naturelle  et  aussi  exactement  conforme 
à  l'essence  des  choses,  que  vingt  siècles  d'habitude  ont  pu 
nous  le  persua<ler;  »  c'est  la  même  idée  que  soutint,  une 
quinzaine  d'années  après,  un  obscur  géomètre  français,  de 
Mahistre,  dont  M.  Laisant  a  récemment  opéré  l'exhuma- 
tion '\ 

La  2*  édition  de  l'ouvrage  de  de  Mahistre  parut  dans  la  même 
année  (1844)  où  fut  publié  le  Lehrgebàude  der  niedern  Géo- 
métrie de  Cari  Anton  Bretschneider,  dans  lequel  la  fusion 
entrevue  par  Gergonne  est  effectuée  ;  car  au  lieu  de  l'ancienne 
division  de  la  géométrie,  on  trouve  celle  en  géométrie  de 


^  l.'Enseigncnunt  mathématique,  T.  III.  1901,  p.  98  et  siiiv. 
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position,  géométrie  de  la  forme,  géométrie  de  la  mesure.  Si 
nous  ne  nous  trompons  pas,  Brbtschneider  en  Allemagne, 
pas  plus  que  Gergonne  en  France,  ne  trouva  des  imitateurs, 
(|uoique  Sghlomilgh  ait  franchement  proclamé  que  «  la 
prééminence  de  la  planimétrie  est  une  erreur,  le  ton  devanl 
élre  donné  par  la  stéréométrie  ».  Quant  à  Tltalie,  il  est  bien 
remarquable  que  dans  les  programmes  officiels  pour  nos 
Instituts  techniques,  publiés  en  octobre  1871,  on  lit  les  lignes 
suivantes,  dues  sans  doute  à  Brioschi  :  «  Se  servir  de  l'es- 
pace à  trois  dimensions,  même  dans  les  questions  de  géo- 
métrie plane,  est  un  des  artifices  d'investigation  géométri- 
que, que  même  les  anciens  ont  connu,  et  qui  contribue  à 
donner  bientôt  aux  élèves  l'habitude  de  voir  par  les  yeux  de 
l'esprit  les  figures  géométriques  de  l'espace  idéal.  »  Et  peu 
après  Cremona  ajoutait  dans  un  ouvrage  célèbre  :  «  Les 
considérations  stéréomélriques  donnent  bien  souvent  le 
moyen  de  rendre  facile  et  intuitif  ce  qui  en  géométrie  plane 
serait  compliqué  et  de  démonstration  difficile  :  d'ailleurs  elles 
aiguisent  l'intelligence  et  aident  le  développement  de  cette 
imagination  géométrique  qui  est  ujie  qualité  essentielle  de 
l'ingénieur  pour  qu'il  puisse  concevoir  les  figures  de  l'espace 
même  sans  l'aide  d'un  dessin  ou  d'un  modèle  '.  »  Presque  au 
même  instant  où  le  grand  maître  italien  écrivit  ces  lignes, 
\\n  éminent  géomètre  français,  M.  Méray,  en  s'inspirant  aux. 
idées  de  Gergonne,  effectuait  la  fusion  des  deux  géométries 
par  ses  excellents  Nouveaiur  éléments^  publiés  à  Paris  en 
1873.  Mais  il  semble  qu'à  ce  moment-là  ses  idées  ne  furent 
guère  goûtées  par  ses  compatriotes,  ni  à  l'étranger  ;  en 
tout  cas  elles  n'étaient  pas  connues  par  De  Paolis  lorsqu'il 
conçut  le  plan  de  ses  Elementi  di  geometria  (Torino  1884). 
G'est  par  la  publication  de  ce  livre  (bientôt  suivi  par  celle 
d'un  traité  analogue  de  MM.  Lazzeri  e  Bassani)  que  com- 
mencèrent en  Italie  les  longues  discussions  entre  fusionnistes 
et  séparatistes  ;  et  il  est  digne  d'être  noté  que  l'écho  de  ces 
débats,  étant  arrivé  jusqu'à  Dijon,  par  l'organe  de  celui  qui  a 
l'honneur  de  vous  parler,   M.  Méray  fut  encouragé  à  reve- 


*  HUtnenti  di  geometria  projcttiva  (Torino,  1873).  Avanl-pi*opo8. 
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iiir  sui*  ses  anciennes  méthodes  et  à  les  perfectionner:  nn 
brillant  succès,  constaté  par  des  docuiuents  oUiciels,  a  cou- 
ronné ces  nouveaux  efforts!  —  On  s'est  plu  à  me  peindie 
comme  un  fusionniste  ardent;  c'est  une  exagération;  aimant 
en  général  toute  nouveauté,  j'ai  considéré  avec  une  vive  sym- 
pathie l'apparition  d'une  méthode  nouvelle  pour  considérer 
l'ensemble  des  vérités  géométriques.  D'ailleurs,  lorsqu'un 
procédé  a  été  imaginé  par  des  penseurs  distingués  de  na- 
lionalités  et  d'époques  différentes,  et  lorsqu'il  s'est  mon- 
tré capable  d'applications  très  vastes  et  très  variées  ',  il  me 
semble  qu'il  ne  mérite  pas  d'être  relégué  parmi  des  pro- 
duits artificiels  destinés  à  mourir,  même  si  ses  résultats 
n'autorisaient  pas  encore  à  trancher  la  question  en  sa  faveur. 
Ola  étant,  il  est  naturel  que  j'exprime  le  vœu  que  la  ques- 
tion de  la  fusion  de  la  planimétrie  et  de  la  stéréométrie  soit 
étudiée  d'une  manière  large  et  complète,  en  essayant  de 
la  résoudre  en  se  servant  tout  aussi  bien  de  considérations 
théoriques  et  des  résultats  des  expériences  qu'on  a  déjà  fait^ 
et  qu'on  est  en  train  de  faire. 

L'autre  des  questions  traitées  au  sein  de  l'Association 
Mathesis,  auxquelles  je  fis  allusion  ini  peu  plus  haut,  est  la 
recherche  des  moyens  pour  augmenter  le  profit  de  l'ensei- 
gnement des  éléments  des  mathématiques.  Or,  cet  enseigne- 
ment donne-t-il  en  général  des  résultats  moindres  que  les  au- 
tres enseignements  parallèles,  scientifiques  ou  littéraires  ?  Je 
ne  saurais  l'affirmer.  Toutefois  je  trouve  belle  et  digne  de 
considération  la  question  que  je  viens  de  signaler,  car  le 
maître  doit  s'eflbrcer  d'accroître  l'eflicacilé  de  son  ensei- 
gnement, quel  que  soit  le  degré  qu'il  a  déjà  atteint.  On  ne 
peut  s'attendre  à  obtenir  une  solution  définitive  et  (*omplète 
(le  la  question  énoncée  ;  les  observations  générales  qui 
suivent  ne  sont  destinées  qu'à  l'éclaircir  un  peu.  Je  vais 
commencer  par  une  remarque  faite  par  IIkrmïtk,  presque  à 


'  On  pi'ut  par  exemple  rapplicfiier  aussi  dans  rcnsci*;nemeiit  de  la  groinétrio  aualvliquo, 
roinine  l'a  prouvé  Biot  depuis  1802. 

■  Il  est  bon  de  rt'inarquor  que  les  derniers  projçranimes  italiens  ont  été  rédigés  tie  ma- 
nière qu'ils  peuvent  servir  aux  fusionnistcs  aussi  bien  qu'aux  séparalistos. 

L'Enseignement  malhém.,  T«  année;  1905.  2 
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la  veille  de  sa  mort;  voilà  comment  s'exprimait  ce  grand 
maître  : 

«  Bacon  de  Verulam  a  dit  que  Tadmiration  est  le  principe 
du  savoir;  sa  pensée  qui  est  juste  en  général,  Test  surtout 
à  regard  de  notre  science,  et  je  m'en  autoriserai  pour  expri- 
mer le  désir  qu'on  fasse  pour  les  étudiants,  la  part  la  plus 
large  aux  choses  simples  et  belles  qu'à  Textréme  rigueur, 
aujourd'hui  en  honneur,  mais  bien  peu  attrayante,  souvent 
même  fatigante  sans  grand  profit  pour  le  commençant  qui 
n'en  peut  comprendre  l'intérêt  '.  v 

Une  idée  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  Bacon  était 
émise  par  un  philosophe  italien,  Bovio,  en  disant  que  «  le  bul 
de  l'enseignement  moyen  est  celui  d'apprendre,  non  la 
science,  mais  l'amour  de  la  science  ».  Or  les  mathématiques 
peuvent  se  considérer  sous  un  double  aspect  ;  c'est-à-dire  on 
peut  les  admirer  comme  un  modèle  le  plus  parfait  d'édifice 
scientifique,  d'une  solidité  si  parfaite  que,  même  le  siècle  de 
la  critique,  n'a  su  en  secouer  les  bases  ;  ou  bien  comme  four- 
nissant des  moyens  de  recherches  si  surs  et  puissants  que 
toutes  les  autres  sciences  y  eurent  recours  dès  qu'elles  aban- 
donnèrent leur  état  d'enfance.  Or  si  c'est  une  prérogative  de 
([uelques  esprits  d'élite  d'aimer  dès  leur  jeunesse  les  scien- 
ces exactes  pour  leurs  qualités  théoriques^  toute  personne 
intelligente  ne  peut  rester  froide  en  présence  des  belles  ap- 
pli(!ations,  dont  elles  sont  susceptibles;  en  conséquence  il 
ne  sera  pas  assez  recommandé  aux  professeurs  de  mathéma- 
tiques de  traduire,  sous  une  forme  concrète,  les  questions 
théoriques*  et  d'insérer  au  milieu  de  l'exposition  des  doc- 
trines le  plus  souvent  qu'ils  peuvent  des  applications  pra- 
tiques, variées  et  intéressantes.  C'est  d'ailleurs  une  idée  qu(» 
j'ai  trouvée  déjà  appliqué  dans  un  excellent  traité  de  géomé- 
trie, publié  en  Allemagne  :  je  parle  de  celui  de  MM.  Henbici 
et  Treutlein,  où,  comme  application  de  la  trigonométrie,  on 


*  Archiv  d.  Math,  nnd  Pkt/s.,  3«  R/'ihe.  1.  Bel. 

*  Par  oxcmplo  le  problème  «  trouver  la  haiittMii*  d'une  pyramide  triangulaire  en  ronnaÎHsant 
les  angles  faits  avec  le  plan  ABC  de  Li  base  par  Ich  art^tos  latérales  VA,VH,V(>  »  peut 
s'énoncer:  «calculer  In  liaulour  d'un  aérostat  V  ou  connaissant  ses  angles  d'«'lê  va  lion  lora- 
qu'on  l'observe  depuis  trois  points  ABC  dont  les  distances  <*venlucllcs  sont  connues  •».  Et  la 
question  de  <>  trouver  l'intersection  d'une  surface  avec  un  côno  circulaire  w  est  idcntiquo  au 
fond  avec  celle  de  c  dèteruiiucr  l'ombre  portée  par  un  disque  sur  une  surface  donnée  ». 
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trouve  des  éléments  de  la  triancyulalion  du  Grand-Duché  de 
Baden ! 

Le  nom  de  M.  Treutlein,  que  je  viens  de  prononcer,  me 
donne  l'occasion  de  déclarer  que  je  me  range  aussi  de  son 
côté  lorsqu'il  recommande  Tindroduction  d'un  élément  histo- 
rique dans  Texposé  des  théories  mathématiques  :  «  Les  ma- 
tières de  la  géométrie,  a  remarqué  Blaise  Pascal,  sont  si  sé- 
rieuses d'elles-mêmes,  qu'il  est  avantageux  qu'il  s'offre  quel- 
que occasion  pour  les  rendre  un  peu  divertissantes  »  ;  or 
c'est  l'élément  historique  qui  fournit  peut-être  le  moyen  meil- 
leur pour*interrompre  la  marche  un  peu  lourde  des  déduc- 
tions mathématiques. 

Permettez-moi,  Messieurs,  que  j'ajoute  enfin  une  proposi- 
tion concernant  particulièrement  la  Géométrie.  Dans  l'ensei- 
gnement universitaire  les  cours  de  Géométrie  descriptive  et 
<le  (jéométrie  projective  sont  accompagnés  d'exercices  mé- 
thodiques de  dessin,  dans  lesquels  les  étudiants  effectuent 
les  constructions  et  appliquent  les  théories  exposées  par  le 
professeur  ;  c'est  un  moyen  précieux  permettant  de  familia- 
riser les  élèves  avec  les  méthodes  dont  les  sources  se  trou- 
vent dans  les  œuvres  immortelles  de  Monge  et  de  Poncelet. 
Or  pourquoi  ce  système  ne  pourrait-il  pas  s'étendre  aux 
écoles  moyennes?  Deux  heures  d'exercices  graphiques  chaque 
semaine  suffiraient  aux  élèves  pour  s'emparer  de  Tessence 
même  des  procédés  propres  de  la  Géométrie  et  par  un  com- 
merce continuel  avec  les  <:ercles  et  les  triangles,  ils  appren- 
dront à  aimer  ce  qu'auparavant  ils  ne  faisaient  que  redouter: 
qu'il  me  soit  permis  de  fixer  sur  cette  idée  l'attention  des 
savants  qui  me  font  l'honneur  de  m'écouter. 

Comme  c'est  bien  naturel,  on  a  beaucoup  parlé,  au  sein 
de  l'Association  Mathésis,  de  programmes  d'enseignement,  en 
s'occupajit  des  écoles  classiques  (Gymnasien)  aussi  bien  que 
des  Ecoles  et  des  Instituts  techniques  (niedere  uiid  obère  Real- 
sckulen).  C'est  à  propos  de  ces  dernières  que  la  différence 
des  idées  s'est  manifestée  plus  vivement  et  n'est  pas  encore 
finie  ;  c'est  une  chose  qu'on  pouvait  prévoir  et  qu'il  n'est  pas 
difficile  de  s'expliquer;  car  l'enseignement  technique  n'a  pas 
un  type  déterminé  et  fixe  dans  tous  les  pays;  en  Italie  il  y 
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a  (les  personnes  qui  croient  bon  de  le  forger  sur  le  mo- 
dèle des  lateinlosen  Schulen  de  l'Allemagne  ou  de  Venseigne- 
ment  moderne  de  la  France,  tandis  que  d'antres  soutiennent 
Topinion  qu'il  faut  lui  donner  un  caractère  franchement  pro- 
fessionnel, telle  que  l'aurait  une  école  des  arts  et  métiers. 
Je  ne  sais  pas  si  c'est  la  cause  ou  reffet  de  cette  diversité 
d'opinions  qui  fit  que  nos  instituts  techniques  ont  efleclué 
un  voyage  d'aller  et  retour  du  ministère  de  l'Instruction 
à  celui  de  l'Agriculture  et  Commerce;  en  tout  cas  il  me 
semble  que  ces  écoles  sont  aujourd'hui  formées  par  dés 
éléments  hétérogènes  luttant  sourdement  enliie  eux  et 
entre  lesquels  il  naîtra  tôt  ou  lard  une  scission  définitive, 
(^omme  professeur  universitaire,  je  m'intéresse  particuliè- 
rement au  programme  de  la  section  physico-malhématique, 
car  c'est  elle  seule  qui  mène  aux  écoles  supérieures.  Or 
ce  programme  a  subi  beaucoup  de  changements  el  je  crois 
qu'il  en  subira  encore,  car  le  but  même  qu'il  se  j)ropose 
n'est  pas  bien  déterminé  :  pour  les  mathématiques  il  doit 
s'élever  au-dessus  des  théories  tout  à  fait  élémentaires, 
mais  il  ne  doit  pas  atteindre  les  mathématiques  supérieures; 
il  doit  donc  comprendre  les  mathématiques  complémentaires. 
Or  quelles  sont  les  théories  que  l'on  doit  embrasser  sous 
ce  nom?  Personne  ne  pourrait  à  présent  le  dire,  ni  le  saura 
dire  jamais.  Par  conséquent,  suivant  mon  sentiment,  il  n'y  a 
qu'une  manière  de  rédiger  le  programme  de  mathématiques 
pour  les  sections  physico-mathématiques  des  Instituts  tech- 
niques :  c'est  de  faire  une  liste  assez  nombreuse  de  thèmes 
entre  lesquels  le  professeur  pourra  choisir  suivant  ses  idées 
et  ses  goûts  personnels,  ou  bien  suivant  les  traditions  de 
l'établissement  auquel  il  appartient  et  suivant  les  aptitudes 
des  élèves.  Cette  idée  n'est  pas  nouvelle  dans  le  fond,  car 
elle  constitue  la  moelle  du  Lehrplan  publié  il  y  a  trois  ans 
pour  les  Oberrealschulen  de  l'Allemagne  ;  c'est  une  idée  |)ro- 
fonde  et  extrêmement  libérale  qui  fait  honneur  aux  savants 
(|ui  en  ont  pris  l'initiative  et  il  est  à  souhaiter  qu'elle  soil 
appliquée  d'une  manière  encore  plus  générale 

GiNo  [jORIa   (ïénesi. 
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PROFESSIONNELLES 
ET  LES  MATHÉMATIQUES  DE  L'INGÉNIEUR^ 


i.   QlELS   BESOINS  ONT    IMPOSE    A    BkSANÇON   l'eNSEIGNKMENT 

DES  MATHÉMATIQUES  DE  l'iNGÉMEUH. 

J'ai  créé  âriiniversité  de  Besancon  renseignement  de  Chru- 
nométrie;  le  but  ici  poursuivi  est  tout  simplement  la  Tusion, 
la  pénétration  réciproque  de  rintuition  ouvrière,  de  l'intuition 
technique  et  de  l'intuition  scientifique.  Ce  but  à  atteindre  a 
été  nettement  entrevu  par  les  promoteurs  du  nouvel  enseig- 
nement, mais  la  réalisation  même  de  cet  enseignement  n'a  pas 
vérifié  toutes  les  prévisions.  On  avait  prévu  des  étudiants 
horlogers  qui,  pour  la  plupart,  seraient  desfiïs  d'industriels, 
ou,  si  Ton  préfère,  des  étudiants  patrons. 

Or,  sauf  une  exception,  nos  étudiants  horlogers  ont  été 
jusqu'ici  des  ouvriers.  Je  m'en  réjouis  pour  l'avenir,  car  à 
côté  de  l'école  commerciale  qui  ne  voit  le  progrès  que  dans 
Taveugle  imitation  de  Genève,  je  vois  naître  un  petit  noyau 
d'artisans  originaux,  un  noyau  de  chercheurs  qui  sauront 
renouveler  l'horizon  de  leurs  idées  et  l'aire  progresser  cette 
horlogerie  technique  sans  laquelle  l'horlogerie  commerciale 
elle-même  ne  pourrait  prospérer. 

Le  commerce  «st  le  but,  c'est  évident,  mais  s'il  faut  en 
horlogerie  des  capitaux,  ne  faisons  pas  fi  des  chercheurs  et 
des  trouveurs;  l'idée,  l'idée  vivante  est  elle  aussi  un  capital. 

Je  me  réjouis  donc  d'avoir  des  élèves  ouvriers. 

Des  étudiants  ouvriers:  ce  simple  fait  a  eu  plusieurs  con- 
séquences imprévues,  je  ne  retiendrai  ici  que  celles  qui  peu- 
vent intéresser  la  section  de  pédagogie  de  ce  Congrès.  Par 
, ,   •     .    ^  •»•'-.■ 

'Communication  fHito  par  M.  J.  Andradc  nu  .I'**''  Congru^  internationsl  dos  mathvDiali- 
4>iens  à  Hcidclbcrg  lo  10  «loAl  1904. 
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suile  d'une  entente  incomplèle  avec  Técole  d'Horlogerie,  nos 
auditeurs  ouvriers  nous  arrivent  jusqu^ici  après  leur  sortie 
de  Técole  professionnelle;  et  cependant,  ils  nous  arrivent 
ignorant  des  connaissances  mathématiques  les  plus  élémen- 
taires et  les  plus  indispensables  à  Tinlelligence  de  leur  art  ; 
j'ai  donc  dû  me  préoccuper  de  leur  donner  le  plus  vite  et  le 
plus  sûrement  possible  les  rudiments  des  mathématiques  du 
contremaître  et  même  pour  quelques  points  délicats  de 
Télude  du  réglage  les  éléments  des  mathématiques  de  Tin- 
géiiieur.  Ainsi  est  né,  pour  les  besoins  mêmes  de  Tenseigne- 
mentrégulierdelachronométrie,  le  cours  des  «Mathématiques 
de  ringénieur».  Je  dois  ajouter  que  ce  cours  qui  s'est  imposé 
à  nous  comme  un  enseignement  nécessaire  annexe  du  cours 
de  chronométrie,  a  attiré  d'autres  auditeurs  plus  nombreux 
que  les  étudiants  horlogers;  et,  en  particulier,  des  étudiants 
de  la  physique  industrielle. 

II.  Qv'esT-CE   QIE  LES   MATHÉMATIQES   DE  l'i>'GÉNIEUH. 

Cet  enseignement  est  extrêmement  élémentaire,  pourtant 
il  n'est  pas  le  cours  élémentaire  de  nos  lycées.  A  la  fois  plus 
et  moins,  à  coup  sûr  il  est  autre. 

Moins  étendu,  mais  plus  proche  des  applications  techniques 
il  ne  s'adresse  pas  à  des  jeunes  gens  dont  les  loisirs  d'esprit 
sont  assurés  jusqu'à  la  vingt-cinquième  année;  il  s'adresse, 
au  contraire  à  des  artisans  qui  ont  besoin  d'apprendre  les 
mathématiques  sur  leurs  outils. 

Les  mathématiques  ainsi  étudiées  au  seuil  même  du  chan- 
tier, du  laboratoire  ou  de  Tatelier  doivent  d'être  enseignées 
par  des  méthodes  à  la  fois  plus  simples  et  plus  puissantes 
que  ne  l'exige  l'éducation  ordinaire  de  nos  bacheliers. 

Nous  touchons  ici  à  Tune  des  erreurs  les  plus  répandues 
autour  de  l'enseignement  professionnel. 

On  considère  habituellement  l'enseignement  scientifique 
des  écoles  professionnelles  comme  une  simple  amputation  de 
l'enseignement  secondaire. 

Il  importe  au  contraire,  que  l'enseignement  professionnel, 
garde  son  originalité  propre. 
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Et  en  elFet  les  élèves  de  l'enseignement  professionnel  et 
plus  souvent  encore  les  étudiants  ouvriers  ont  fréquemment 
une  intuition  très  vive  des  phénomènes  mécaniques  et  c'est  sur 
cette  intuition  naturelle  que  Ton  doit  s'appuyer  pour  illustrer 
les  notions  mathématiques  dont  ils  ont  besoin  dès  qu'ils 
veulent  être  plus  que  des  manœuvres.  Ainsi,  bien  loin  de 
croire  que  l'éducation  mathématique  des  artisans  puisse  être 
confiée  à  n'importe  qui,  je  suis  au  contraire  persuadé  que 
l'enseignement  vivant  des  mathématiques  exigé  par  les  arti- 
sans finira,  un  jour  ou  l'autre,  par  simplifier  l'enseignement 
même  de  nos  bacheliers. 

111.  —  Observations  pédagogiques  suscitées 

PAR  l'enseignement   DES  MATHÉMATIQUES  DE  l'iNGÉNIEUR. 

Voici  diverses  observations  que  j'ai  constatées  dans  la  prati- 
que de  mon  enseignement  nouveau. 

Toutes  les  déterminations  de  fonctions  que  l'on  rencontre 
dans  les  problèmes  de  la  mécanique  horlogère  ont  pu  être 
parfaitement  saisies  par  mes  étudiants  ouvriers  lorsque  la 
question  comportait  une  interprétation  géométrique  adéquate 
au  problème. 

L'un  des  exemples  les  plus  nets  que  j'en  puisse  donner  ici 
est  Tassimilation  complète  par  des  étudiants  ouvriers  de  la 
théorie  des  phénomènes  de  synchronisation.  Cette  théorie 
n'est  qu'un  jeu  pour  un  étudiantquipossèdelanotiondes  équa- 
tions diflTérentielles  linéaires:  je  me  suis  proposé  de  la  rendre 
plus  simple  encore  et  de  la  réduire  à  la  simple  géométrie  de 
l'enfant.  J'y  suis  parvenu  par  l'étude  préalable  du  mouve- 
ment spiral  uniforme;  en  projetant  en  axes  obliques  cornue- 
nables  ce  mouvement ,  je  généralise  les  théorèmes  d'Huyg- 
hens  relatifs  au  mouvement  circulaire  et  j'établis  ainsi  d'une 
manière  intuitive  les  propriétés  du  mouvement  pendulaire 
uniformément  amorti.  [Archwes  de  Gc//èi'^,  février  1904.) 

Soit  alors  à  étudier  ce  que  devient  ce  mouvement,  quand 
il  est  troublé  par  une  accélération  périodique.  Nous  suppose- 
rons d'abord  celle-ci  répartie  en  phases  d'intensité  constante 
en  nombre  fini,  une  variation  brusque  existant  alors  en  l'in- 
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slanloîi  se  louchent  deux  phases  conliguës  ;  soit  T  la  période* 
de  celte  répartition  périodique.  Je  fais  alors  usage  de  la  re- 
présentation de  Cornu  qui  définit  à  chaque  instant  Tétat  de 
mouvement  (posilioii  et  vitesse)  d'un  point  mobile  sur  une 
droite  qui  contient  les  pôles  des  diverses  spirales  utilisées,  au 
moyen  d'un  point  de  la  spirale  qui  a  le  premier  pour  projection 
oblique.  Les  points  Mo,  Mi,  M2, ..  Mn  représentatifs  de  Télatdu 
niouvement  envisagé  aux  époques  /^j,  /q+^i  'o+^T,  ..  /o+z^T 
...,  dérivent,  chacun  du  précédent,  par  une  même  Iransfor- 
maliou  de  figure,  savoir:  une  similitude  directe  avec  coeffi- 
cient constant  de  condensation;  or  il  est  extrêmement  fa<ûle 
de  voir  que  cette  transformation  de  figure  possède  un  point 
double  P,  c'est-à-dire  un  point  P  qui  coïncide  avec  son  trans- 
formé, d'où  résulte  évidemment  que  la  transformation  se  ré- 
duit à  \\\\^  rotation  fixe  autour  de  P  suivie  d'une  honiothétie 
déterminée  autour  du  même  point  P,  mais  avec  condensation, 
les  points  M,,  tendent  donc  vers  P  quand//  croU  indéfiniment. 

Chacune  des  valeurs  de  t^  comprise  dans  une  durée  fixe» 
(Tétendue  T  fournit  ainsi  un  point  P  ;  cet  ensemble  de  points 
P  forme  une  courbe  fermée  qui  est  la  courbe  représentative 
du  régime  périodique  vers  lequel  tend  asymptotiquement 
le  niouvement  réel. 

Comme  ces  résultats  sont  comj)lètement  indépendants  de 
la  succession  des  phases  de  constance  de  la  force  synchroni- 
sante ou  conçoit  aisément^  et  cela  suflit  ici,  qu'ils  doivent 
persister  dans  le  cas  d'une  force  périodique  absolument  quel- 
conque et  de  période  T.  Telle  est  la  méthode  géométrique 
qui  permet  à  des  étudiants  ouvriers  de  se  rendre  compte  du 
phénomène  de  synchronisation  au  moins  dans  le  cas  le  plus 
simple,  —  celui  où  Ton  néglige  Tinfluence  de  Téchappement 
propre  à  l'horloge  synchronisée. 

C'est  Tapproximalion  de  Cornu;  —  je  l'ai  d'ailleurs  (!om- 
plétée  d'autre  part. 

Je  me  suis  étendu  un  peu  sur  cet  exemple  pour  ne  point 
restcrdans  les  vaguesgénéralités,  mais  il  est  encore  d'autres 
notions  que  l'image  géométrique  rend  accessibles  à  des  étu- 
diants artisans;  telles  sont  les  méthodes  d'approximations 
successives  et  avec  elles  la  belle  méthode  d'intégration  par 


MATHÉMATIQUES  I)K  L  1 N  G  É  S  lE  U  li  *2r> 

quadratures  répétées  en  série  que  l'on  doit  à  M.  Picard,  ces 
méthodes,  dis-je,  convenablement  interprétées  et  surtout 
utilisées  pour  un  problème  défini  sont  facilement  assimi- 
lables. Notons  en  passant  que  la  méthode  de  M.  Picard 
fournil  ainsi  directement  les  séries  entières  de  sin.r  et  cos.r, 
et  que  cette  méthode  peut  être  employée  utilement  avec  la 
méthode  projeclive  d'IIuyghens. 

Je  crois  donc  pouvoir  nettement  affirmer  que  la  notion  des 
infiniment  petits  n'offre  aucune  difficulté  capable  d'arrêter 
nos  artisans  toutes  les  ibis  qu'elle  est  appliquée  à  des  varia- 
bles qu'ils  connaissent  bien.  Mais  en  revanche  tout  calcul 
abstrait  et  littéral  les  arrête;  résoudre  deux  équations  du 
l"""  degré  à  2  inconnues  sera  pour  eux  bien  plus  difficile  que 
de  comprendre  le  phénomène  de  la  synchronisation. 

Voilà  un  fait  pédagogique  qui  surprendra  peut-être;  mais 
j'en  garantis  l'absolue  exactitude.  Cq  fait  tient  uniquement 
selon  moi,  à  ce  que  l'algèbre  élémentaire  est  enseignée  à 
l'école  professionnelle  comme  on  l'enseigne  à  des  élèves  qui 
ont  des  années  de  collège  devant  eux  ;  on  leur  parle  de  mo- 
nômes, de  binômes  et  d'irrationnelles,  ce  sont  choses  qu'ils 
ne  voient  pas  à  l'atelier. 

Au  contraire,  si  on  leur  montre  que  toutes  les  opérations 
arithmétiques  se  ramènent  à  l'addition  et  au  sectionnement, 
bref  si  la  notation  littérale  leur  est  rendue  familière  dès  leurs 
premiers  pas  dans  l'arithmétique  raisonnée,  et  si  aussitôt  par 
l'image  des  segments  on  leur  fait  concevoir  le  calcul  des 
quantités  continues^    leur   terreur  du  calcul  littéral  abstrait 


s'évanouira. 


A  des  étudiants  horlogers,  qui  n'ont  pas  de  culture  mathé- 
matique préalable,  vous  pourrez  faire  saisir  quelques  lois 
de  la  dynamique  de  la  montre,  c'est-à-dire  du  réglage  ;  c'est 
que  nos  étudiants  connaissent  déjà  les  variables  qui  apparais- 
sent d'elles-mêmes  dans  le  calcul;  ils  les  connaissent  et  ils 
sont  désireux  de  comprendre  leurs  relations  ;  aussi  sui- 
vront-ils attentifs  tout  raisonnement  même  long  pourvu  que 
celui-ci  conserve  les  quantités  auxquelles  ils  s'intéressent 
directement. 

Leur  attention  ne  lâche  prise  que  si,  par  ce  qui  vous  paraît 
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un  besoin  du  calcul,  vous  introduisez  des  quantités  auxi- 
liaires. 

Le  changement  abstrait  de  variables  les  déroute;  ils  vou- 
draient toucher  la  variable  nouvelle  aussi  bien  que  la  pre- 
mière qui  leur  est  familière. 

Lorsque  Tétudiant  artisan  ne  sent  pas  la  nécessité  de  se 
remettre  à  Técole  d'un  bon  maître  d'algèbre  ou  lorsqu'il  n'en 
a  pas  le  temps,  et  s'il  veut  néanmoins  comprendre  la  théorie 
d'un  phénomène  qui  l'intéresse,  bref  s'il  veut  comprendre 
une  loi  qui  ne  peut  être  claire  que  dans  la  langue  du  calcul, 
nous  devrons  l'intéresser  à  un  calcul  littéral  nécessaire  par 
des  exemples  où  entrent  en  jeu  des  variables  familières,  et 
peu  à  peu  lui  faire  sentir  que  la  multiplicité  des  étapes  du 
calcul,  peut  être  évitée  le  plus  souvent  par  l'emploi  d'un 
symbole  approprié. 

IV.  —  Quelques  conclusions. 

En  résumé,  si  le  collégien  a  plus  de  loisirs  et  aussi  plus 
d'esprit  d'imitation,  l'étudiant  artisan  a  sur  le  collégien  le 
grand  avantage  de  connaître  les  variables  fondamentales  qui 
l'intéressent,  il  les  connaît,  soit  par  le  toucher,  soit  par  cette 
intuition  motrice  dont  Herbert  Spencer  a  saisi  toute  l'im- 
portance :  il  emploie  pour  ainsi  dire  des  variables  vécues 
par  lui. 

Si  le  collégien  a  une  certaine  philosophie  apparente,  oHî- 
cielle,  oserai-je  dire,  des  notions  scientifiques,  l'élève  ouvrier 
a  en  germe  plus  de  philosophie  naturelle  et  vécue. 

Et  voilà  pourquoi  il  est  possible,  avec  une  géométrie  à  la  fois 
très  simple  et  profonde  —  une  géométrie  dont  l'instinct  de 
la  Mécanique  n'est  jamais  absent,  voilà,  dis-je,  pourquoi  il  est 
possible  à  des  étudiants  ouvriers  de  se  faire  une  philosophie 
naturelle  bien  supérieure  à  celle  de  nos  bacheliers. 

Et  voilà  aussi  pourquoi  je  ne  crains  pas  de  souligner  ici 
l'importance  de  ces  «Mathématiques  de  l'ingénieur». 

Importantes  d'abord  par  leur  but  d'utilité  immédiate, 
elles  seront  encore  plus  appréciées  dans  l'avenir,  car  elles 
finiront  bien,  un  jour  ou  l'autre,  par  simplifier  l'enseignement 
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même  de  nos  bacheliers  qui  est  vraiment  d'une  anharnionie 
exagérée. 

A  cette  œuvre  de  progrès  contribuera  ainsi,  sans  le  vouloir, 
cet  enseignement  des  mathématiques  de  l'ingénieur,  s'il  s>ait 
garder  son  originalité  propre,  jusqu'au  jour  où  il  réagira  sur 
la  pédagogie  mathématique  imposée  à  nos  enfants. 

Jules  Andrade  i^Besancon  . 


LES   DÉFINITIONS   MATHÉMATIQUES» 


Une  définition  mathématique  est  une  égalité  logique  dont 
le  premier  membre  est  le  terme  à  définir,  et  dont  le  second 
membre  est  composé  de  termes  connus  (soit  déjà  définis,  soit 
admis  comme  indéfinissables).  Il  s'ensuit  que  le  terme  à 
définir  ne  peut  figurer  dans  le  second  membre,  c'est-à-dire 
servir  à  se  définir  lui-même;  ht  violation  de  cette  règle  cons- 
titue le  cercle  vicieux  danfe  les  définitions.  Le  premier  mem- 
bre s'appellera  le  défini  et  le  second  membre  le  définissant^, 

La  définition  est  une  égalité  logique,  disons-nous;  elle 
nVst  cependant  pas  une  proposition,  car  elle  n'est  ni  vraie 
ni  fausse.  Le  terme  à  définir  est,  par  hypothèse,  dénué  de 
sens  avant  d'être  défini  (ou  dépouillé  du  sens  plus  ou  moins 
précis  que  Pusage  lui  attache);  il  n'a  de  sens  qu'après  et  par 
la  définition.  On  ne  peut  donc  ni  affirmer  ni  nier  l'égalité 
logique  du  défini  et  du  définissant  ;  on  peut  refuser  de  l'ad- 
mettre, voilà  tout.  C'est  en  ce  sens  que  les  définitions  sont 
dites  libres  ou  même  arbitraires  ;  on  veut  dire  par  là  qu'elles 


*  Le  présent  travail  est  entiôremont  inspiré  par  les  travaux  et  les  théories  dos  logicicus 
modernes,  notamment  de  M.  Peano  et  do  son  école.  Ces  théories  sont  résumées  dans  notre 
Mmnuel  de  Logistique  (en  préparation).  En  attendant,  nous  nous  permettrons  de  renvoyer  lu 
lecteur  à  nos  articles  sur  Les  principes  des  Mathématiques,  dans  la  Bévue  de  Mètaphysiqàt 
et  de  Morale  (janv.  190\  et  n««  suivants). 

'  Nous  proposons  cette  expression  au  lieu  du  mot  définition,  qui  serait  équivoque,  puisqu'il 
désigne  déjà  l'égalité  du  déflni  «t  du  définissant.  Les  mathématiciens  appellent  souvent  le 
défioiftSMit  la  valeur  du  déflni  ;  mais  ce  terme  est  équivoque,  car  il  désigne  aussi  len 
entités  constantes  qu'on  substitue  aux  variables. 
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sont  indisrutablos  et  irrélutables  ;  on  ne  peut  les  apprécier 
que  par  des  raisons  de  eonimodité,  de  convenance  et  d'usage. 
Dès  quon  se  réfère  à  Tusage,  c'est-à-dire  au  sens  habituel 
conlëré  à  tel  terme,  la  définition  nVst  plus  libre  ;  mais  aussi 
ce  n'est  plus  une  définition,  c'est  une  proposition,  qui  con- 
siste à  aflirmer  que  le  sens  habituel  de  tel  terme  est  bien 
le  sens  indiqué  dans  le  seicond  membre  (par  le  définissant  ; 
cette  proposition  peut  être  vraie  ou  fausse,  et  peut  être  légi- 
timement contestée,  au  moyen  d'exemples  et  d'autorités.  Les 
propositions  de  ce  genre  s'appelaient  dans  la  logique  classi- 
que définitions  de  choses  ou  d'idées^  par  opposition  aux  défi- 
nitions  nominales  ou  de  mots.  Les  considérations  précédentes 
nous  permettent  d'affirmer  que  toute  définition  proprement 
dite  est  une  définition  nominale.  C'est  d'ailleurs  ce  que  con- 
firme l'exemple  el  l'usage  constant  des  mathématiques. 

Bien  qu'une  définition  ne  soit  pas  une  proposition,  elle  ne 
laisse  pas  de  jouer  exactement  le  rôle  d'une  proposition  ou 
plus  exactement  d'une  égalité  logique  dans  tous  les  raison- 
nements. En  effet,  le  terme  défini  n'a,  en  principe,  pas 
d'autre  sens  que  le  définissant;  si  donc  il  peut  et  doit  figu- 
rer dans  les  raisonnements,  c'est  uniquement  avec  le  sens 
du  définissant,  et  par  suite  on  peut,  partout  où  il  figure,  lui 
substituer  le  définissant.  Telle  est  la  raison  de  cetle  grande 
règle  de  méthode,  qu'on  peut  toujours  substituer  le  définis- 
sant au  défini;  règle  qui  est  d'ailleurs  la  raison  d'être 
des  définitions  :  car  ce  ne  serait  évidemment  pas  la  peine 
de  définir  un  terme,  si  l'on  ne  devait  jamais  tenir  compte 
de  sa  définition.  Non  seulement  on  peut  substituer  le  défi- 
nissant au  défini,  c'est-à-dire  employer  la  définition  comme 
une  égalité  logique  quelconque,  mais  encore  pn  peut  en 
tirer  une  conséquence  logique  quelconque  et  employer 
celle-ci  dans  les  déductions.  Une  telle  conséquence  est  ce 
qu'on  appelle  une  proposition  s^raie  par  définition.  11  est 
assez  paradoxal  qu'une  définition,  (|ui  n'est  pas  une  vérité, 
puisse  engendrer  des  vérités.  C'est  que,  si  l'on  est  libre  de 
donner  à  tel  terme  tel  sens  qu'on  veut,  on  n'est  plus  libre, 
une  fois  ce  terme  défini,  de  changer  ou  même  d'ajouter  quoi 
que  ce  soit  au  sens  que  lui  coiifère  la  définition. 


LES  DEFINITIONS  MATHEMATIQUES  29 

11  y  a  plus  :  pour  démontrer  une  proposition  quelconque 
portant  sur  un  terme  défini,  il  est  recommandé  de  lui  subs- 
tituer son  définissant.  Et  en  effet,  le  défini  n'existe,  logique- 
ment, que  comme  l'équivalent  de  son  définissant.  Si  donc  il 
possède  une  propriété  ou  une  relation  quelconque,  cVst  uni- 
quement en  vertu  de  sa  définition,  et  par  conséquent  il  est 
naturel  de  se  reporter  à  celle-ci  pour  trouver  la  raison  de 
cette  propriété  ou  de  cette  relation. 

Inversement,  on  peut  toujours  substituer  le  défini  au  défi- 
nissant, puisque,  en  vertu  de  leur  égalité  logique,  ils  ont 
absolument  le  même  sens.  Le  défini  est,  en  général,  un  terme 
simple,  par  suite  plus  court  et  plus  maniable  que  son  défi- 
nissant. C'est  même  là  tout  l'avantage  des  définitions  ;  c'est 
de  permettre  de  substituer  des  termes  simples  à  des  termes 
plus  ou  moins  complexes,  et  d'abréger  ainsi,  non  seulement 
le  langage  et  l'écriture,  mais  la  pensée  ^  En  effet,  une  fois 
qu'on  a  démontré  certaines  propriétés  du  terme  défini  (en  se 
référant  au  définissant),  on  est  dispensé  de  refaire  les  mêmes 
déductions  et  transformations,  et  l'on  n'a  qu'à  retenir  l'énoncé 
du  théorème  pour  l'appliquer  en  toute  occasion.  Or,  dans  cet 
énoncé,  le  terme  défini  représente  et  remplace  le  définissant 
plus  complexe;  il  figure  une  combinaison  d'idées  faite  une 
lois  pour  toutes,  et  qui  doit  se  retrouver  intégralement  toutes 
les  fois  qu'on  aura  à  appliquer  le  théorème.  H  est  donc  indi- 
qué de  substituer  le  défini  au  définissant,  pour  mieux  voir 
dans  quels  cas  apparaît  la  combinaison  en  question,  et  pour 
en  apercevoir  tout  de  suite  la  présence.  En  un  mot,  il  y  a 
lieu  de  substituer  le  définissant  au  défini  lorsqu'on  veut 
remonter  aux  principes  d'une  proposition;  et,  au  contraire, 
le  défini  au  définissant,  lorsqu'on  veut  en  tirer  des  consé- 
quences. 

Le  fait  que  le  terme  défini  sert  de  substitut  au  définissant 
a  donné  souvent  à  croire  qu'il  n'est  rien  de  plus  qu'im  nom 
ou  un  symbole  du  définissant.  Aussi  beaucoup  d'auteurs  ont- 
ils  considéré  le  défini  comme  un  simple  nom;  et  cette  opi- 
nion se  reflète  dans  l'expression  même  de  définition  nonu- 


^  Lkibkiz  disait:  •  Theorciiuita  cogitandi  compondin  chhc  ••  'les  Ihéoromcssont  des  n'Siiiiii's 
de  pensôc). 
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nale.  Mais,  si  ron  y  réfléchit,  il  est  absurde  d'établir  une  éga- 
lité logique  entre  un  nom  et  un  concept  :  un  nom  n'est  jamais 
un  concept,  mais  seulement  le  nom  d'un  concept.  Si  le  pre- 
mier membre  d'une  définition  est  un  nom,  le  second  doit 
aussi  être  un  nom,  par  raison  d'homogénéité;  et  alors  on 
devra  dire  que  le  défini  et  le  définissant  sont  deux  noms  du 
momo  concept,  le  premier  étant  seulement  plus  simple  que 
le  second.  Mais  cette  conception  nominaliste  est  trop  super- 
ficielle; car  il  reste  à  savoir  pourquoi  le  même  concept  a 
deux  noms,  l'un  simple  et  l'autre  complexe.  C'est  que,  en 
réalité,  le  concept  lui-même  est  complexe  ;  sa  complexité, 
c'est-à-dire  la  manière  dont  il  est  composé  d'autres  concepis, 
est  exprimée  par  le  définissant,  et  son  unité  est  figurée  par 
le  défini,  c'est-à-dire  par  le  nouveau  nom  qu'on  lui  impose 
pour  conserver  et  sceller  en  quelque  sorte  la  combinaison 
de  concepts  qui  lui  a  donné  naissance.  Dans  cetle  conception, 
les  deux  membres  de  la  définition  ne  sont  pas  des  noms,  mais 
des  concepts,  ou  plutôt  le  même  concept,  considéré  tantôt 
dans  son  unité,  tantôt  dans  sa  complexité;  et  l'égalité  logique 
exprime  précisément  cetle  identité  du  concept.  Ainsi  la  défi- 
nition qui,  au  point  de  vue  du  nominalisme  vulgaire,  semble 
n'être  que  l'imposition  d'un  nom  à  un  concept,  et  qui,  au  point 
de  vue  du  nominalisme  systématique,  semble  n'être  que 
l'équivalence  d'un  nom  à  un  assemblage  de  noms,  est  en  réa- 
lité la  construction  d'un  concept,  dont  le  nom  ne  fait  que 
svmboliser  l'identité  *. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  toujours  permis  de  substituer  le 
définissant  au  défini  partout  où  celui-ci  figure.  Il  en  résulte 
qu'aucune  définition  n'est  indispensable  théoriquement,  bien 
qu'elle  puisse  être  pratiquement  utile  et  commode.  On  peut 
se  passer  d'une  définition,  à  la  condition  de  remplacer  par- 
tout le  défini  par  le  définissant;  et  par  suite  on  peut  (théo- 
riquement) se   passer  de   toutes   les  définitions,   si   l'on   ne 


*  Pou  importo,  d'ailleurs,  qu'au  point  de  vue  psychoiop^ique  la  définition  corresponde  à 
l'analyse  d'un  concept  préexistant  plutôt  qu'à  la  construction  d'un  concept  nouveau:  les  deux 
opérations,  psychologiquement  difTércntes,  sont  semblables  au  point  de  vue  logique.  L'une 
consiste  à  passer  du  premier  membre  au  second,  l'autre  à  passer  du  second  membre  au  pro- 
iiiier.  Mois  leur  égalité  logique  subsiste  et  est  toujours  la  môme,  car  elle  est  symétrique. 
D'ailleurs,  un  concept  n'existe  en  logique  qu'une  fois  qu'il  est  construit^  que  sa  constructioo 
ait  été,  ou  non,  précédée  d'une  .inalyse  logique  portant  sur  un  concept  préexistant. 
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recule  pas  devant  la  complication  extraordinaire  que  cela 
entraînerait  dans  Ténoncé  des  propositions  ^  II.  en  résulte 
cette  vérité,  paradoxale  au  premier  abord,  que  les  définitions 
ne  font  pas  partie  de  Tenchainement  logique  des  proposi- 
tions, puisque  ces  propositions  pourraient  se  démontrer  de 
même  en  Tabscnce  «les  définitions.  Et  cela  se  comprend, 
puisque  les  définitions  ne  sont  pas  des  vérités^  mais  des 
abréviations  d'idées  :  elles  ne  servent  nullement  de  prin- 
cipes ni  de  fondement  à  la  vérité  des  propositions.  Cette 
remarque  a  une  autre  conséquence  curieuse  :  c'est  que  toutes 
les  propositions  d'une  théorie  déductive  peuvent  être  consi- 
dérées comme  portant,  en  définitive,  sur  les  seules  notions 
indéfinissables  de  la  théorie,  car  si,  dans  leur  énoncé,  on 
remplaçait  tous  les  termes  définis  par  leurs  définissants,  il 
n'y  resterait  que  des  termes  indéfinissables.  Par  exemple,  si 
l'on  peut  définir  tous  les  termes  de  la  géométrie  en  fonction 
de  deux  indéfinissables,  le  point  et  le  segment^  tous  les  théo- 
rèmes de  la  géométrie  que  l'on  pourra  démontrer  seront 
des  propositions  concernant  les  points  et  les  segments, 
quelle  que  soit  la  complication  des  termes  dérivés  qui  figu- 
rent dans  leur  énoncé  usuel.  Cette  remarque  est  l'analogue 
exacte  de  la  suivante,  qui  est  banale  :  à  savoir  que  toutes  les 
propositions  d'une  théorie  déductive  sont  des  conséquences 
logiques  des  propositions  premières,  de  sorte  que  toute  la 
théorie  est  contenue  et  résumée  dans  celles-ci,  et  que  sa  vérité 
dépend  entièrement  et  uniquement  de  la  vérité  de  ses  pro- 
positions premières. 

Toute  proposition  qui  contient  un  terme  défini  doit  en 
général  pouvoir  se  démontrer  par  la  substitution  du  définis- 
sant au  défini.  Par  conséquent,  les  propositions  premières 
d'une  théorie  doivent  porter  sur  les  notions  premières  de 
cette  théorie.  Définir  les  notions  premières,  c'est  donner  le 
moyen  de  démontrer  les  propositions  premières.  Il  y  a  donc 
une  corrélation  intime  entre  le  svstème  des  notions  premiè- 
res  et  celui  des  propositions  premières.  On  ne  peut  pas  ré- 


*  «  Cette  suppression  d'un  signo  défini  est  un  exercice  très  utile...  pour  vérifier  l'exactitude 
d'une  définition  ;  si  l'on  n'arrive  pas  à  remplacer  partout  le  signe  défini  par  sa  valeur,  on  dé- 
duit que  la  définition  n'est  pas  énoncée  en  forme  exacte.  «  G.  Pkano.  Formulaire,  1903,  p.  12. 
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diiire  l'un  sans  réduire  Taulre,  ni  changer  Tun  sans  changer 
l'autre  ^ 

L'égalité  logique  qui  exprime  la  définition  doit  être  com- 
plète et  intelligible  par  elle-même.  Par  conséquent  elle  doit 
être  entièrement  rédigée  en  symboles  logiques,  car  si  on  est 
obligé  de  lui  adjoindre  une  explication  verbale,  on  ne  peut 
plus  savoir  exactement  quelles  notions  on  fait  intervenir,  à 
cause  des  équivoques  et  des  sous-entendus  qu'implique 
toujours  le  langage.  Elle  doit  en  outre  vérifier  la  loi  dlio- 
mogénélté^  c'est-à-dire  que  les  deux  membres  doivent  ren- 
i'onner  les  mêmes  variables  réelles^»  Pour  nous  rendre 
compte  de  cette  exigence,  il  convient  de  préciser  les  divers 
cas  possibles.  Le  terme  défini  peut  être,  soit  un  terme  cons- 
tant (comme  les  nombres  0,  e,  ::),  soit  un  concept  ou  une 
classe  (comme  :  nombre  entier,  nombre  rationnel,  nombre 
réel),  soit  une  relation  entre  deux  ou  plusieurs  termes.  Dans 
le  premier  cas,  il  ne  (contient  aucune  variable  ;  dans  le 
deuxième,  il  en  contient  une  (rélémonl variable  de  la  classe); 
dans  le  troisième,  il  en  contient  deux  ou  plusieurs.  Or  il  est 
évident  que  les  deux  membres  d'une  définition  ne  peuvent 
contenir  des  variables  réelles  différentes  ou  en  nombre  diffé- 
rent :  on  ne  peut  définir  une  fonction  logique  qu'au  moyen 
d'une  fonction  des  mêmes  variables  réelles,  car  autrement 
son  sens  dépendrait  d'une  variable  que,  par  hypothèse,  elle 
ne  contient  pas,  c'est-à-dire  dont  elle  ne  dépend  pas.  Par 
conséquent,  lorsque  le  terme  à  définir  est  constant  (c'est-à- 
dire  représente  un  individu),  le  défini  doit  être  constant; 
il  doit  commencer  par  le  signe  '  qui  marque  l'individu. 

Par  exemple,  soit  à  définir  le  zéro  arithmétique. 

On  ne  peut  |)as  écrire  : 

<!ar  le  premier  membre  est  .r  +  0,  et  non  pas  0;  celte  éga- 


*  Bico  cnlendii,  les  propositionti  premières  penvont  contonir  dos  nolions  (U'finios,  mais 
(>llos  doivent,  dans  leur  onsomblo,  contenir  loiiles  les  notions  non  définies,  car  autromenl 
rclles-oi  ne  pourraient  pas  figurer  dans  les  propositions  dérivées. 

*  (i.  I'kano.  Sur  les  définitions  mathématiques,  ap.  Bibliothèque  du  Congrès  de  Philosophie, 
t.  m  (Paris,  Colin,  1901).  Une  variable  (lojipquo)  est  dite  rccUf,  dans  une  formule  logique, 
lorsque  le  sens  de  cette  formule  dépend  do  la  valeur  qu'on  assigne  à  cette  variable.  Dans  le 
«•sis  contraire.  la  variable  est  dite  apparente. 
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lité  ne  pourrait  définir  que  x  +  0,  mais  non  pas  0  tout  seul. 
II  faut  donc  isoler  0  dans  le  premier  membre. 
On  ne  peut  pas  écrire  non  plus  : 

car  on  ne  sait  pas  ce  qu'est  le  terme  x\  ni  : 

car  le  second  membre  contient  la  variable  .r,  et  Ton  ne  sait 
pas  si  sa  valeur  ne  dépend  pas  de  celte  variable.  Il  faut  dé- 
montrer que  la  valeur  de  .r  —  .r  ne  dépend  pas  de  x  : 

et  alors  on  pourra  écrire  la  définition  véritable  : 

«  Zéro  est  le  nombre  z  tel  que  z  ^=  x  —  .r,  quel  que  soit 
le  nombre  x  ».  Le  second  membre  est  constant,  car  la  varia- 
ble z  est  apparente;  et  il  est  individuel,  car  si^s  est  une 
classe,  le  théorème  précédent  prouve  que  c'est  une  classe 
singulière,  de  sorte  qu'on  a  le  droit  de  la  faire  précéder  du 
signe  ï. 

Soit  maintenant  à  définir  un  concept  de  classe,  c'est-à-dire 
une  fonction  logique  à  une  variable.  On  pourra  mettre  cette 
fonction  sous  la  forme  explicite  œza^  a  étant  la  classe  à  défi- 
nir; et  le  définissant  sera  une  fonction  implicite  de  la  seule 
variable  réelle  r,  soit  y.r.  La  définition  aura  la  forme 

xta  ,  ziz  ,  <fx  Df 

On  peut  isoler  le  terme  a  dans  le  premier  membre  en  opé- 
rant par  xt  ;  on  a  la  nouvelle  forme  : 

a  .  =z  .  xt^x  Df 

qui  est  la  plus  fréquente.  Dans  ce  cas,  la  variable  or  n'est 
qu'apparente  au  second  membre.  Ainsi,  quand  le  terme  dé- 
fini est  une  classe,  le  définissant  doit  être  lui-même  une 
classe  (ce  qui  arrive,  en  particulier,  quand  il  commence 
par  xA,  Exemple  : 

Np  =  Il  +  N,)  .  ((1  +  N,)  X  (l  +  Ni)]  Df 

I/Enfteîgnoment  mathém.,  ?•  annce  ;  1905.  3 
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«  Un  nombre  premier  est  un  nombre  supérieur  à  1  qui 
n'est  pas  le  produit  de  deux  nombres  supérieurs  à  1.  » 

De  même,  pour  définir  une  fonction  (non  propositionnelie} 
à  une  variable,  on  devra  employer  une  fonction  à  une  varia- 
ble. Exemple  : 

ûsQ-cl.artQ.a.  log^ or  r:r  iq'^s» (a*  =r  x)  Df 

«  a  et  X  étant  des  nombï*es  réels  positifs  et  a  différent  de  1, 
le  logarithme  de  .r,  à  base  a^  est  le  nombre  réel  z  tel  que 
a^  =  X,  »  Le  signe  »  suppose  que  le  nombre  z  existe  et  est 
unique  (pour  une  valeur  déterminée  de  a;),  c'est-à-dire  que 
la  fonction  log  a  est  uniforme. 

La  même  fonction  log*  x  peut  être  considérée,  non  plus 
comme  xin^  fonction  de  la  seule  variable  x,  mais  comme 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  a.  Dans  un  cas  comme 
dans  l'autre,  la  définition  précédente  sera  homogène,  puis- 
que le  définissant  contient  lui  aussi  les  lettres  a  et  œ.  La 
lettre  z  est  une  variable  apparente,   à  cause  du  symbole  23. 

De  même,  on  définira  la  différence  de  deux  nombres  en- 
tiers comme  suit  : 


fltNo  .Affrt  +  No.o.^  —  a  rr.  iNo'^ars (x  -\-  a  =i  h) 


Df 


«  rt  et  6  élant  des  nombres  entiers,  b  supérieur  à  a,  è  —  a 
désigne  le  nombre  entier  x  tel  que  x  +  a  =^  6.  »  Le  signe' 
suppose  qu'on  a  démontré  l'existence  et  l'unicité  de  x. 
Le  terme  défini  [b  —  a)  est  fonction  de  a  et  de  b  ;  le  définissant 
contient  les  mêmes  lettres  ;  la  lettre  x  est  une  variable  appa- 
rente. 

Enfin,  voici  un  exemple  d'une  relation  à  deux  termes,  c'est- 
à-dire  d'une  fonction  propositionnelie  de  deux  variables  : 

«  a,  b  étant  des  nombres  entiers,  dire  que  «  a  est  inférieur 
ou  égal  à  b  »,  c'est  dire  que  b  est  la  somme  de  a  et  d'un 
nombre  entier.  »  Ce  qu'on  définit  ici,  c'est  la  relation  a  ^  b^ 
c'est-à-dire  le  signe  ^;  a  et  b  sont  les  termes  variables  de 
cette  relation  ;  ils  figurent  également  dans  le  définissant. 

Voici  maintenant  des  exemples  de  définitions  vicieuses,  qui 
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pèchent  contre  la  loi  d'homogénéité.   On  croit  souvent  pou- 
voir définir  les  fractions  en  posant  : 

a,A,c,</cN.o  :  ajh  z=.  cjd,z=z .  ad  =:  bc 

Or  ce  n'est  pas  là  une  définition  des  fractions  a/b  et  c/rf, 
mais  tout  au  phis  une  définition  de  V égalité  de  ces  fractions. 
Encore  faut-il  remarquer  que  les  termes  de  cette  relation  ne 
sont  |>as  les  fractions  «/i,  c/rf,  mais  bien  les  quatre  nombres 
entiers  a,  6,  c,  rf;  car  c'est  eux  qui  figurent  comme  variables 
dans  le  définissant,  et  non  pas  les  fraclions  a/6,  c/d.  L'exem- 
ple suivant  montrera  mieux  la  légitimité  de  celte  distinction. 
On  croit  pouvoir  définir  le  produit  de  deux  fractions  comme 
suit  : 

a,b,c,dtfi,ô.(a/h)  ^  (c/d)  =  ac/hd. 

Le  premier  membre  est  ou  devrait  être  une  fonction  des 
deux  fraclions  fl/6,  c/d,  tandis  que  le  second  membre  est  une 
fonction  des  quatre  termes.  Pour  prouver  qu'une  telle  défi- 
nition est  incorrei'te,  supposons  qu'on  définisse  comme  suit 
une  opération  désignée  par  ?  sur  les  fractions  : 

«,/;,c,rf«N.3.(«/6)?  (c/d)  =  (fl  +  c)/(6  +  d) 

En  vertu  de  cette  définition  :  (1/2)?  (2/3)  =  (3/5),  (2/4)  ?  (2/3) 
=  (4/7); 

Or,  1/2  =  2/4,  donc  les  deux  résultats  doivent  être  égaux  : 

3/5  =  4/7 

ce  qui  est  faux.  On  est  arrivé  à  cette  absurdité,  parce  qu'on 
a  pris  pour  variable  d'un  côté  la  fraction  comme  un  tout,  et 
de  Taulre  côté  ses  termes.  Au  fond,  il  faudrait  distinguer  la 
fraction,  comme  ensemble  de  deux  nombres  entiers,  du  nom- 
bre rationnel  qui  en  est  la  valeur,  et  qui  est  la  valeur  com- 
mune de  toutes  les  fractions  «  égales  ».  Quand  on  dit:  a  la 
fraction  2/3  est  irréductible  »,  on  ne  peut  pas  en  conclure: 
«  la  fraction  4/6  est  irréductible  »,  et  pourtant  elle  est  égale 
à  la  précédente.  L'irréductibilité  est  une  propriété  de  la 
fraction,  et  non  du  nombre  rationnel  qui  est  sa  valeur.  Or, 
quand  on  définit  la  somme  ou  le  produit  de  deux  fractions, 
on  définit  en  réalité  la  somme  ou  le  produit  des  nombres 
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rationnels  correspondants.  Il  faut  donc  définir  la  somme  et 
le  produit  de  deux  nombres  rationnels  .r  et  y  par  une  fonc- 
tion de  œ  et  de  y^  et  non  par  une  fonction  des  termes  des 
fractions  qui  leur  correspondent,  car  ces  termes  ne  sont  pas 
fonctions  des  nombres  rationnels  :  parler  du  «  numérateur 
de  X  »  ou  du  «  dénominateur  de  x  »  n'aurait  pas  de  sens  ^. 

Une  définition  définit  en  général  une  classe  ^  à  savoir  la 
classe  des  objets  qui  possèdent  les  caractères  ou  propriétés 
indiqués  par  le  définissant.  D^ailleurs.  tout  concept  étant 
représenté  dans  le  calcul  logique  par  son  extension,  on  peut 
dire  que  sa  définition  détermine  son  extension.  Or  cette  ex- 
tension  peut  être  quelconque;  autrement  dit,  la  classe  définie 
peut  contenir  un  ou  plusieurs  individus,  ou  une  infinité,  ou 
aucun.  Que  ce  dernier  cas  soit  possible,  c'est  ce  dont  on  se 
rendra  compte,  si  Ton  réfléchit  qu'on  peut  (et  que  parfois 
même  ou  doit]  définir  des  concepts  absurdes,  quand  ce  ne 
serait  que  pour  pouvoir  raisonner  sur  eux  et  en  prouver  l'ab- 
surdité (exemples:  le  plus  grand  des  nombres  entiers  ;  tme 
fraction  égale  à  une  fraction  irréductible,  et  dont  les  termes 
soient  respectivement  inférieurs  à  ceux  de  celle-ci  •).  Or  ce  que 
l'on  a  en  général  Vintention  de  définir,  c'est  un  objet  existant 
et  unique.  Dans  ce  cas,  il  est  nécessaire  de  démontrer  (ou  de 
postuler)  que  l'objet  existe  et  qu'il  est  unique,  c'est-à-dire,  en 
termes  de  calcul  logique,  que  la  classe  définie  n'est  pas  nulle 
et  qu'elle  ne  contient  qu'un  individu.  Cette  double  proposi- 
tion [existence  et  unicité  de  l'objet  défini)  peut  parfois  pré- 
céder la  définition  au  lieu  de  la  suivre  ;  mais,  dans  tous  les 
cas,  elle  est  indispensable  pour  qu'on  puisse  appliquer  au 
terme  en  question  le  signe  »,  ou  l'article  défini  le,  qui  sup- 
pose l'existence  et  l'unicité  de  l'objet.  Par  exemple,  on  peut 
définir  le  terme  «  parallèle  menée  à  une  droite  par  un  point 
extérieur  »  ;  il  ne  s'ensuit,  ni  qu'une  telle  parallèle  existe,  ni 
qu'elle  soit  unique.  On  démontrera  (ou  on  postulerai  son 
existence  et  son  unicité,  et  alors,  mais  alors  seulement,  on 


*  G.  Pkamo,  loc,  cit. 

*  C'est  ce  qui  arrive,  notninmcnt,  qu.ind  le  définissant  commence  par  xt. 

*  EucLinR  (IX,  SO),  pour  prouver  que  le  nombre  des  nombres  premiers  est  infini,  dit: 
l'osons:  it  =  le  plus  petit  commun  multiple  de  tous  les  nombres  premiers;  puis  il  démon- 
tre que  Jf  n'existe  pas. 
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pourra  parler  de  «  la  parallèle  menée  à  une  droite  par  un 
point  extérieur  »,  car  cette  expression  implique  que  cette 
objet  existe  et  est  bien  déterminé. 

Ainsi  Ton  ne  peut  jamais  déduire  d'une  définition  l'exis- 
tence de  son  objet;  il  faut  toujours  démontrer  celle-ci  ou  la 
postuler;  et  tous  les  théorèmes  d'existence  se  démontrent 
au  moyen  de  postulats  existentiels  ^  Bien  plus,  on  n'a  pas  le 
droit  d'invoquer  une  définition,  et  de  faire  intervenir  le  terme 
défini  dans  un  raisonnement,  avant  d'avoir  prouvé  qu'il 
existe  ;  en  effet,  il  s'agit  ici  de  l'existence  logique  :  un  objet 
existe  dès  que  sa  notion  n'est  pas  contradictoire,  ou  contraire 
à  quelque  autre  loi  logique.  Or,  comme  Leibniz  Ta  déjà 
remarqué^  d'une  notion  contradictoire  ou  absurde  on  peut 
démontrer  tout  ce  qu'on  veut,  car  on  peut  en  déduire  des 
propositions  contradictoires  ^  C'est  pourquoi  le  premier 
théorème  qui  suit  une  définition  porte  en  général  sur  l'exis- 
tence de  l'objet  défini. 

Une  autre  conséquence  de  cette  théorie  est  qu'on  ne  peut 
pas  créer  un  objet  par  une  définition.  C'est  une  illusion  fré- 
quente chez  les  mathématiciens,  de  croire  que  tes  définitions 
sont  créatrices,  et  qu'un  objet  quelconque  existe  par  défini- 
tion^ par  le  seul  fait  qu'on  l'a  défini.  Il  sufitt,  pour  la  dissi- 
per, de  rappeler  qu'on  peut  définir  les  notions  les  plus  chi- 
mériques et  les  plus  absurdes,  et  raisonner  ensuite  sur  elles 
(pour  en  montrer  l'absurdité,  et  par  suite  la  non-existence 
de  leur  objet).  C'est  surtout  dans  la  généralisation  du  nom- 
bre qu'on  est  tenté  d'employer  le  procédé  trop  commode  des 
définitions  créatrices,  de  poser  un  symbole  ou  un  ensemble 
de  symboles,  et  de  définir  ses  propriétés  à  coups  de  conven- 
tions. Cette  méthode  est  d'autant  plus  contraire  à  la  logique 
-que,  généralement,  ces  conventions  ont  pour  effet  de  rendre 
possibles  des  opérations  auparavant  impossibles  (retrancher 
un  nombre  d'un  nombre  plus  petit,  diviser  un  nombre  par 
un  autre  qui  ne  le  divise  pas  «  exactement  »,  extraire  une 
racine  d'un  nombre  qui  n'a  pas  de  racine),  c'est-à-dire  sont 
contradictoires  avec  les  lois  du   calcul  précédemment  éta- 


'  V.  Les  principes  des  mathématiques,  ch.  VI  :  La  gôoraétrie. 

*  C'est  même  là  une  maniéro  do  prouver  qu'uni*  notioD  est  contradictoire. 
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blies  *.  En  général,  il  faut  se  défier  des  conventions  en  mathé- 
maliques:  elles  recouvrent  trop  souvent  des  sophismes  ou 
tout  an  moins  des  pétitions  de  principe.  Il  n'y  a  rien  de  con- 
ventionnel en  mathématiques  (pas  plus  que  dans  aucune 
science  logique  et  rigoureuse),  en  dehors  des  définitions;  et 
encore,  la  part  de  la  convention  s'y  réduit-elle  au  choix  du 
nom  (qui  n'est  arbitraire  qu'en  théorie,  mais  qui  pratique- 
ment est  le  plus  souvent  dicté  et  presque  imposé  par  Tusage 
ou  par  Panalogie).  Aussi  le  mot  de  convention  devrait-il  être 
rayé  du  langage  mathématique,  dans  l'intérêt  de  la  rigueur 
logique,  et  nous  dirions  presque  de  la  loyauté  scientifique. 
Ce  qu'on  appelle  convention  est,  ou  bien  une  définition  ou 
une  imposition  de  nom,  ou  bien  une  hypolhèse  ou  un  pos- 
tulat. Dans  les  deux  cas,  il  est  plus  correct  et  plus  pré- 
cis d'employer  ces  dernières  expressions.  En  dehors  de  ces 
deux  cas,  une  convention  ne  peut  être  qu'un  moyen  d'éluder, 
soit  une  explication,  soit  une  démonstration,  c'est-à-dire  un 
expédient  sophistique  ou  paresseux*. 

Nous  avons  dénoncé  plus  haut  le  préjugé  nominaliste,  qui 
est  le  péché  mignon  des  mathématiciens.  Il  consiste,  en  géné- 
ral, à  croire  ou  à  dire  que  les  mathématiques  n'opèrent  que 
sur  des  symboles.  Le  bon  sens  objecte  que  des  symboles  sont 
toujours  symboles  de  quelque  chose,  à  savoir  d'une  idée  oii 
d'un  objet  ;  mais  les  mathématiciens  mettent  leur  coquetterie 
à  manier  des  svmboles  qui  ne  soient  svmboles  de  rien,  c'est- 
à-dire  en  somme  des  signes  vides  de  sens.  A  ce  point  de  vue, 
ils  diront  qu'une  définition  consiste  à  poser  l'équivalence  d'un 
symbole  nouveau  et  d'un  système  de  symboles  anciens;  et  ils 
méconnaîtront  ce  fait  que,  par  là  même,  on. assigne  au  nou- 
veau symbole  un  sens  (représenté  par  le  système  des  sym- 
boles anciens),  c'est-à-dire  qu'on  le  fait  correspondre  à  un 
nouveau  concept  dont  le  définissant  figure  la  composition  et 


*  Une  vive  et  juste  critique  des  dèfinitiotu  créatrices  a  été  faite  par  M.  Frkok  en  maint  en« 
droit,  et  notamment  dann  les  Grundgesetze  der  Arithmftik,  t.  Il  (1903). 

*  Lorsqu'on  assimile  les  lois  mathématiques  aux  règles  conventionnelles  d'un  jeu  comme 
les  cartes  ou  les  (échecs,  on  fait  complètement  abstraction  do  la  valeur  de  vérité  que  possè- 
dent les  propositions,  et  par  suite  de  leur  valeur  scientifique.  Un«oup  d'éehocs  n'est  pas  une 
proposition  ;  il  n'affirme  rien  et  ne  signifie  rien.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  formules  ma- 
thématiques, de  sorte  que  toute  analogie  tombe  en  défaut.  Nous  empruntons  cotte  pensée, 
avec  beaucoup  d'autres,  à  M.  Frror,  qui  est  le  plus  rigoureux  des  mathématieiens>logiciens 
de  notre  temps. 
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la  structure.  En  un  root,  la  définition  consiste  à  former  un 
nouveau  concept,  et  à  lui  imposer  un  nom. Toutefois,  moyen- 
nant cette  réserve  capitale,  on  pourra  dire  qu'une  définition 
introduit  un  nouveau  symbole  dans  le  calcul,  ou  un  nouveau 
nom  dans  le  langage,  et  la  considérer  comme  une  simple  im- 
position de  nom  ou  une  abréviation  d'écriture  ;  car  si  ce  n'est 
pas  tout,  ni  même  l'essentiel,  c'est  du  moins  la  moitié  de  la 
vérité. 

Néanmoins,  le  préjugé  nominaliste  est  si  répandu  et  si 
ancré  dans  les  esprits,  qu'il  doit  avoir  quelque  raison  d'être 
ou  quelque  excuse.  Et  en  effet,  comme  toute  erreur,  il  ren- 
ferme une  âme  de  vérité,  que  voici.  C'est  que,  dans  une 
théorie  déductive,  la  vérité  des  propositions  qu'on  déduit  des 
principes  est  indépendante  du  sens  des  notions  premières. 
En  effet,  ces  notions  n'étant  pas  définies,  leur  sens  intrin- 
sèque n'intervient  pas,  ne  peut  pas  intervenir  dans  les  déduc- 
tions; celles-ci  reposent  entièrement  sur  les  propositions 
premières,  qui  établissent  des  relations  extrinsèques  entre 
les  notions  premières.  Il  en  résulte  que  tout  autre  système 
de  notions  premières  qui  vérifiera  les  mêmes  postulais  véri- 
fiera toutes  les  propositions  qui  en  dérivent.  Oii  est  ainsi 
amené  à  faire  abstraction  du  sens  des  notions  premières,  à 
les  réduire  à  des  symboles  vides  de  sens,  et  à  considérer  la 
théorie  comme  portant  uniquement  sur  ces  symboles.  Une 
telle  abstraction  est  légitime,  au  point  de  vue  de  la  logique 
formelle,  et  ce  n'est  pas  une  erreur,  tant  qu'on  ne  nie  pas 
l'existence  des  concepts  que  l'on  néglige.  Elle  provient,  on 
le  voit,  du  caractère  formel  des  déductions  mathématiques; 
elles  s'appuient  exclusivement  sur  la  forme  des  propositions, 
et  ne  dépendent  en  aucune  manière  de  leur  contenu  con- 
ceptuel, c'est-à-dire  de  la  nature  des  notions  qui  en  seront 
les  termes.  Cela  ne  veut  pas  dire,  évidemment,  que  chaque 
proposition,  prise  isolément,  soit  intelligible,  quand  on  n'at- 
tribue à  ces  termes  aucun  sens  particulier  ;  mais  seulement 
que  leur  enchaînement  logique,  leur  relation  de  principe 
à  conséquence,  est  indépendant  du  sens  des  termes,  et  sub- 
siste lorsque  ce  sens  varie,  tout  en  continuant  à  vérifier  les 
propositions  premières.  On  conçoit  donc  une  théorie  mathé- 
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matique  comme  une  pure  forme  de  raisonnement,  vide  de 
contenu,  où  la  place  des  notions  est  marquée  par  des  sym- 
boles, et  c'est  ainsi  qu'on  aboutit  à  la  considérer  comme  por- 
tant sur  ces  symboles.  Ce  qu'il  y  a  de  vrai,  c'est  que  son  con- 
tenu, toujours  indispensable,  et  sans  lequel  elle  n'aurait  au- 
cun sens,  est  indéterminé  (dans  certaines  limites),  et  qu'elle 
peut  s'appliquer  à  plusieurs  systèmes  de  notions  qui  véri- 
fient également  ses  principes  ^  Ces  systèmes  de  notions  sont 
alors  conside'*rés  comme  des  interprétations  diverses  de  l'en- 
semble des  symboles  non  définis  qui  figurent  dans  les  for- 
mules de  la  théorie;  et  c'est  en  ce  sens  qu'on  peut  dire 
qu'une  théorie  déductive  est  indépendante  de  l'interprétation 
qu'on  donne  à  ses  symboles  non  définis*. 

D'ailleurs,  il  est  clair  que,  dès  qu'on  a  choisi  une  interpré- 
tation pour  les  symboles  non  définis,  le  sens  de  tous  les 
autres  symboles  se  trouve  déterminé  par  là  même,  puisqu'ils 
sont  définis  au  moven  des  svmboles  non  définis.  Mais  il  im- 
porte  de  se  rendre  compte  des  conséquences  de  cette  concep- 
tion formaliste  des  mathématiques  :  du  moment  qu'une  théo- 
rie mathématique  n'est  qu'un  ensemble  de  déductions  for- 
melles doiil  la  vérité  est  indépendante  de  la  matière  à  la- 
quelle on  les  applique,  elle  n'est  plus  qu'une  conséquence 
des  lois  logiques,  et  la  mathématique  ainsi  conçue  n'est  pas 
autre  chose  qu'un  prolongement  de  la  logique  formelle. 

Louis  CouTL'RAT  (Faris). 


*  Pour  bien  comprendre  cotte  distinction,  il  siifni  de  penser  k  une  équation  algébrique 
contenant  plusieurs  variables;  cette  équation  peut  ôtre  vraie  pour  certains  systèmes  de  va- 
leurs, et  fausse  pour  les  autres;  mais  elle  n'a  de  sens  (  elle  n'est  vraie  ou  fausse)  que  si  Ton 
assigne  aux  variables  des  valeurs  déterminées,  d'ailleurs  quelconques.  Si  Ton  n'assigne 
aucune  valeur  aux  variables,  l'équation  n'est  plus  qu'une  forme  vide  et  insignifiante.  In  sché- 
ma d'une  infinité  de  propositions  possibles,  où  les  lettres  x,  y,  z  ne  font  que  marquer  la 
place  des  termes  indéterminés,  mais  no  la  remplissent  pas. 

*  Bien  entendu,  une  théorie  déductive,  étant  un  système  d'implications,  est  toujours  vraie, 
même  pour  les  interprétations  qui  no  vérifient  pas  ses  principes,  puisqu'une  implication  est 
vérifiée  dès  que  son  hypothèse  est  fausse.  Mais  on  a  l'habitude  de  ne  considérer  comme  in- 
téressants que  les  cas  où  les  principes  sont  vérifiés,  et  alors,  la  théorie  n'est  vraie  que  si  les 
conséquences  sont  aussi  vérifiées. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sous  ce  titre  nous  publious  \c»  remarques  et  renseignements  conceraunt 
plus  ou  moins  directement  l'enseignement  mathématique,  telles  que  des 
descriptions  d'instruments  ou  d'appareils  nouveaux,  etc.  Quant  à  la  corres- 
pondance, elle  permet  à  tout  lecteur  de  présenter  sous  une  forme  rapide 
les  idées  qui  lui  semblent  utiles,  les  remarques  suggérées  par  la  lecture 
d'un  article,  ou  les  questions  sur  lesquelles  il  aurait  besoin  d'un  renseigne- 
ment. La  Rédaction. 


Définition  physique  de  la  Force. 

{X  propos  de  l'article  de   M.  Hartmann  ;  voir  f/Ens.  math,  du  15  novembre 

1904,  p.  425-439.). 

I.  Lettre  de  M.  E.  Mach,  professeur  émérite  de  l'Université  de 
Vienne.  —  H  était  intéressant  de  connaître  l'opinion  de  l'auteur 
de  Y  Exposé  historique  et  critiq^ue  du  développement  de  la  Méca- 
nique ^  Se  plaçant  précisément  au  point  de  vue  du  développement 
historique  de  la  science,  le  savant  professeur  trouve  les  idées  cll^ 
colonel  Hartmann  très  naturelles.  «  Ses  idées,  nous  écrit-il,  me 
paraissent  très  intéressantes.  Elles  n'ont  pour  moi  rien  de  cho- 
quant, ni  d'étrange.  M.  Hartmann  montre,  qu'à  cAté  de  la  .concep- 
tion usuelle  de  force,  on  peut  encore  avoir  recours  à  d'autres  no- 
tions pour  représenter  les  phénomènes  dynamiques.  Notre  notion 
actuelle  de  force  est  due,  en  effet,  à  un  simple  hasard  historique. 
Si,  dans  son  étude  de  la  chute  lihre  des  corps,  Galilée  avait  en- 
visagé la  relation  entre  la  vitesse  de  chute  et  le  chemin  parcouru 
et  non  pas  sa  relation  avec  la  durée  de  chute,  nos  notions  sur  la 
Dynamique  eussent  pris  une  tout  autre  direction*.  Je  tiens  à  ajou- 
ter que  notre  conception  actuelle  de  la  force  n'a  rien  d'incorrect. 
Les  anciennes  et  les  nouvelles  conceptions  seront  simplement  plus 
ou  moins  avantageuses  suivant  les  différents  problèmes  auxquels 
on  les  appliquera.  Pour  terminer  je  ferai  remarquer  qu'wn  corps 
seul  ne  peut  être  caractérisé  physiquement;  il  faut  lui  adjoindre 
au  moins  encore  un  second  corps,  qui  peut  être  représenté  par 
l'un  de  nos  sens.  Ainsi  la  vitesse  d'un  corps  isolé  n'a  pour  moi  pas 
de  sens.  C'est  là  le  seul  point  sur  lequel  je  ne  suis  pas  d'accord 
avec  M.  Hartmann.  » 


*  E.  Macii,  La  Mécanique  :  Exposé  historique  et  critique  de  son  développement.  Ouvrage 
traduit  sur  la  quatriùmc  cditioa  allemande,  par  Em.  Bbrtranu.  1  vol.  iii-8*,  librairie  Hor- 
mann.  Pari»,  19()4. 

*  Voir  l'ouvrage  cité,  p.  24S  et  suivante. 
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II.  —  Un  de  nos  lecteurs  nous  fait  remarquer  qu'il  est  intéres- 
sant de  rapprocher  la  communication  de  M.  Hartmann  de  la  con- 
férence faite,  à  peu  près  à  la  même  époque,  au  Congrès  interna- 
tional de  S^-Louis,  par  M.  II.  Poincaré  sur  Vetat  actuel  et  l'avenir 
de  la  Physique  mathématique.  Tandis  que  dans  la  première  on 
trouve  des  considérations  d'un  grand  intérêt  sur  la  conception  de 
la  force,  Tautre  contient  une  revue  critique  des  divers  principes 
qui  sont  à  la  base  de  la  l^'hysique  mathématique.  Nous  regrettons 
de  ne  pouvoir  citer  ici  quelques  passages  de  cette  remarquable 
conférence  ;  elle  a  été  reproduite,  in  extenso^  dans  la  Revue  des 
Idées  ^  du  15  novembre  1904. 


Une  simplification  dans  renseignement  des  séries. 

{X  propos  d'un  article  de  M.  Maur.  GodefroyI. 

Permettez-moi,  à  l'occasion  d'un  intéressant  article  de  M.  Gode- 
KKOY  paru  récemment  dans  L*Ens.  Math,  juillet  1904),  d'appeler 
l'attention  de  vos  lecteurs  sur  un  point  delà  théorie  des  séries  uni- 
formément convergentes.  Les  traités  didactiques,  après  avoir  défini 
cette  notion,  signalent  naturellement  le  cas  particulier  des  séries 
dont  les  termes  sont  respectivement  moindres  en  module  que  des 
nombres  positifs  formant  une  série  convergente  ;  mais  aucun,  à  ma 
connaissance,  n'établit  ce  fait  que  le  cas  général  peut  se  ramener 
à  ce  cas  particulier,  au  moyen  de  la  proposition  très  simple  que 
voici. 

Adoptons  pour  la  définition  de  la  convergence  uniforme  la  défi- 
nition la  plus  large  (celle  que  M.  Dixi  appelle  condition  de  con- 
vergence uniforme  simple)  :  à  e  >  O  et  A  entier  correspond  /i  >  /« 
tel  que  le  reste  de  la  série  arrêtée  au  /i"**^  terme  est  inférieur  en 
module  à  f.  Soit  S  la  somme,  S;,  la  somme  des  p  premiers  termes. 
Donnons-nous  des  nombres  positifs  décroissants  a,,  a^,  ...,  ap  ... 
formant  une  série  convergente  ;  nous  pouvons  déterminer  des  en- 
tiers croissants /?Q,  /?,,  ^j,  ...,  /i^.  ...  tels  qu'on  ait,   quel  que  soit  /  : 

I    S„.  —S    I    <a/4.i. 

F^n     posant   *,     L'  „  — ^  ^n  '        i  —     n  "^^  ^w   '   •  •  •  «  ^ i  — ■  ^n .  "^~"      ii .         ,  .  •  «  * 

on  a,  a  partir  de  /  =  1  : 

ir<l  =  |Sn,-S„^_   |<|S„.-S|+|S„,._,-S|<«,  +  ,  +  «,<2«,. 


*   La  Revue  des  idées,  Etades  de  critique  générnlo  pArnisAant  le  15  de  chaque  mois  ;  Admi- 
nistration :  7,  ruo  du  29  juillet,  Paris. 

Voir  aussi  le  Builetin  tics  Sciences  mathématiques,  n«  de  décembre  190i. 
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Chaque  expression  U,  est  la  somme  d'un  nombre  limité  de 
termes  consécutifs  de  la  série  donnée.  Ainsi,  par  un  groupe- 
ment do  termes  consécutifs  convenablement  opéré  dans  cette  sé- 
rie, on  la  remplace  par  une  série  U^  -|-  U^  +  Uj  -f-  ...  +  U^  +  ..., 
dont  les  termes,  à  partir  du  second,  sont  inférieurs  en  module 
aux  nombres  (donnés  n  priori)    2  a,,  2  «j,  ...  2  a^-,  ...  . 

Cette  proposition,  dont  plusieurs  auteurs  se  sont  déjà  servis,  à 
la  forme  près,  dans  des  mémoires  scientifiques,  me  paraît  mériter 
de  prendre  place  dans  renseignement  élémentaire.  Elle  permet, 
lorsqu'on  veut  établir  certaines  propositions  relatives  aux  séries 
uniformément  convergentes  les  plus  générales,  de  se  restreindre, 
dans  la  démonstration,  au  cas  particulier  signalé.  Les  simpliHca- 
tions  qui  résultent  de  ce  fait  sont  considérables  dans  certains  cas, 
par  exemple,  comme  l'indique  M.  Godefroy,  dans  la  question  de 
la  dérivation  des  séries,  traitée  par  lui  d'après  M.  Stolz. 

René  Bairr  (Montpellieri 


Suppression  systématique  du  tracé  de  la  ligne  de  terre 

en  Géométrie  descriptive. 

Dans  le  Tome  III  de  votre  excellente  Revue,  p.  300,  vous  deman- 
dez quels  sont  les  pays  où  l'on  se  borne,  dans  l'enseignement  de 
la  Géométrie  descriptive,  à  n'employer  que  la  direction  de  la  ligne 
de  terre,  sans  en  fixer  la  position. 

En  Belgique,  dès  1885,  nous  avons  supprimé  la  position  absolue 
de  la  ligne  de  terre,  dans  notre  enseignement  oral  à  l'Ecole  mili- 
taire, sans  même  connaître  l'idée  que  M.  Mannhkim  avait  émise  à 
ce  sujet  en  1882,  dans  les  Nom^elles  Annales  de  Mathématiques, 
tellement  l'idée  est  naturelle  pour  ceux  qui  font  de  la  Géométrie 
descriptive  en  vue  des  applications  aux  travaux  de  l'ingénieur. 

En  1892,  fort  d'une  expérience  déjà  longue  et  concluante,  nous 
nous  sommes  décidé  à  publier,  pour  le  Livre  I  de  la  l"""  Partie  de 
notre  Cours,  une  édition  conforme  en  tous  points  à  notre  ensei- 
gnement oral  de  cette  époque.  Les  méthodes  nouvelles  suivies  à 
l'Ecole  militaire,  et  en  particulier,  la  suppression  systématique 
de  l'usage  de  la  ligne  de  terre  étaient  ainsi  rendues  publiques  : 
immédiatement  après,  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive 
a  été  transformé  à  l'Université  de  Bruxelles  (Recrue  Unis^ersitaire^ 
1892,  p.  119)  ;  l'année  suivante,  M.  Mansion  a  cru  devoir  nous  cri- 
tiquer, tout  en  nous  permettant  de  défendre  nos  idées  dans  Ma- 
thesis  (1893,  pp.  40-45)  ;  depuis,  les  anciennes  méthodes  ont  été 
abandonnées  successivement  dans  presque  tous  les  établissements 
d'enseignement  moyen  et  à  partir  de  1900,  le  Gouvernement  n'a 
plus  donné  que  la  direction  de  la  ligne  de  terre  dans  les  program- 
mes de  ses  concours  généraux  [Revue  de  Mathématiques  spéciales, 
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tome  VI,  ]).  17();  tome  VII,  p.  344  et  tome  VIII,  p.  55;  ;  eette  année 
enfin,  TUniversité  de  Louvain  a  littéralement  calqué  renseigne- 
ment donné  à  l'Kcole  militaire,  dans  ses  «Notes  du  Cours  de  Géo- 
métrie descriptive  de  l'Université  catholique  de  Louvain  »,  notes 
publiées  sans  nom  d'auteur  (Louvain,  1904'. 

On  peut  donc  affirmer  qu'en  Belgique,  l'évolution  prévue  en  1893 

MathesiSy  1893,  p.  45 1  a  été   complète   et   rapide;   nous  pouvons 

ajouter  qu'il  en  est  résulté  un  progrès   considérable,  comme  le 

prouvent  annuellement,  jusqu'à  l'évidence,  les  examens  d'entrée 

à  TKcole  militaire. 

Signalons  encore  qu'en  Portugal,  le  Cours  de  Géométrie  des- 
criptive de  l'Kcole  polytechnique,  publié  en  1899  par  L.  P.  da 
Motta  Pkcado  se  borne  à  n'employer  que  la  direction  de  la  ligne 
de  terre. 

(Les  Mathématiques  en  Portuf^aV  an  XIX''  siècle ,  par  I{.  (iriMA- 

HARs,  p.  77.  Coïmbre,  1900. 

F.  CuoMK   Bruxellesi. 


Une  nouvelle  règle  à  calculs. 

La  règle  à  calculs  circulaire  Ch.  (^haiipbntibr,  qui  a  été  signalée 
aux  lecteurs  de  cette  Revue  par  M.  H.  Laurent  (Paris),  vient  d'être 
mise  en  vente,  au  prix  de  fr.  18. — ,  chez  les  principaux  opticiens. 
On  peut  aussi  l'obtenir  directement  en  s'adressant  à  l'inventeur 
M.  Ch.  Charpentier,  Ingénieur,  à  Valdoie-Belfort    France'. 


A  propos  d'un  théorème  sur  le  triangle. 

Le  ihcorôme  do  M.  Kariya  public  dans  notre  numéro  de  mars  1904  (p.  IJiO 
à  132)  ci  les  intéressantes  remarques  qu'il  a  provoquées  (p.  236-239,  406- 
'fil)  nous  en  prorurent  encore  de  nouvelles  que  nous  résumons   ci-après. 

VIII.  —  Lettre  de  M.  Bakbarin  ^Bordeaux)  : 

Dans  la  note  sur  le  théorème  de  M.  Kariya,  p.  238,  le  lecteur 
est  prié  de  faire  la  rectification  suivante  : 
ligne  1(>  :  lire  d^  et  d^  au  lieu  de  a,  et  «j 
ligne  17  :  lire  «^  et  a,  au  lieu  de  a',  o/^ 

ligne  2^4  :  lire  ^^^^  au  lieu  de  ^-^  ' 
^  p—h  p  —  c 

IX.  —  Lettre  de  M.  (^antoxi  •  Viadano,  Mantova,  Italie). 

a\  La  proposition  suivante  admet  comme  cas  particulier  celui 
qui  a  ét<''  indiqué  par  M.  Kariva. 
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Si  d'un  point  quelconque  O  du  plan  d'un  triangle  ABC,  pourvu 
qu'il  ne  soit  pas  situé  sur  les  côtés  et  ne  coïncide  pas  avec  l'ortho- 
centre,  nous  abaissons  sur  les  côtés  les  perpendiculaires  OX,  OY, 
OZ  et  nous  prenons  sur  elles  les  points  D,  E,  F  tels  que 

OD  :  OE  :  OF  =  '/OX  :  '/OY  :  '/OZ 

les  trois  droites  AD,  BE,  CF  concourent  en  un  point  de  l'hyper- 
bole équilatère  passant  par  le  point  O  et  par  les  trois  sommets  du 
triangle. 

Il  sufïit  observer  que  si,  par  exemple,  A'  et  C  sont  les  points 
où  se  coupent  ZO  et  BC,  XO  et  BA,  les  quatre  points  X,  Z,  A',  C 
sont  concycliques. 

A  Taide  de  cette  considération  on  peut  aisément  décrire  par 
points  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  quatre  points  donnés. 

b)  Le  théorème  de  M.  Franke  que  j'ai  généralisé  (Enseig.  Math. 
p.  410,  1904)  peut  se  démontrer  plus  rapidement  en  appliquant  la 
propriété  que  deux  figures  homothétiques  à  une  troisième  sont 
homothétiques  entre  elles  et  les  trois  centres  d'homothétic  sont 
collinéaires.  En  effet,  en  se  reportant  à  la  figure  et  aux  notations 
alors  usées,  on  voit  bientôt  que  le  triangle  M^MjMg  est  homo- 
thétique  à  D^D^Dy,  qui  à  son  tour  est  homothétique  à  A^A^Ag. 

Peut-être  est-il  digne"  de  mentionner  le  cas  particulier  où  M 
coïncide  avec  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  :  il  fournît  le  co- 
rollaire : 

Si  sur  les  rayons  du  cercle  des  neuf  points  menés  aux  milieux 
des  côtés,  on  prend  trois  points^  également  distants  du  centre,  les 
droites  joignant  ces  points  aux  sommets  respectivement  opposés 
aux  côtés  auxquels  sont  menés  les  rayons  concourent  en  un  point 
de  la  droite  de  Euler. 

c)  La  propriété  des  figures  homothétiques  que  je  viens  de  men- 
tionner m'a  fait  parvenir  à  un  théorème  sur  le  triangle  que,  à  ma 
connaissance,  personne  n'a  encore  énoncé.  Soient  X,  Y,  Z  les 
pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  ABC  et  X',  Y',  Z'  les  milieux 
des  côtés  du  triangle  orthique  XYZ.  Soient  encore  K^,  K„  K3  les 
sommets  du  triangle  formé  par  les  tangentes  au  cercle  circons- 
crit à  A  B  C  menées  par  A,  B,  C.  On  sait  que  le  point  de  Gcrgonne 
du  triangle  KjKjKgCst  point  de  Lemoine  du  triangle  fondamental 
ABC  et  que  les  trois  triangles  KjKjK,,  XYZ,  X'Y'Z'  ont  les  côtés 
respectivement  parallèles  de  sorte  qu'ils  sont  homothétiques. 

Les  droites  AK^,  BKj,  CKg  sont  les  sy médianes  du  triangle 
ABC  et  passent  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  orthique  qui 
sont  respectivement  antiparallèles  aux  côtés  de  ABC.  Il  s'en  suit 
que  le  centre  d'homothétic  des  deux  triangles  X'Y'Z'  et  K^KjKg 
est  le  point  de  Lemoine  K  du  triangle  A  B  C.  Le  centre  d'homothé- 
tic de  XYZ  et  X'Y'Z'  est  leur  barvcentre  G  et  le  centre  d'homo- 
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thétie  de  XYZ  et  K^KjKg  sera  un  point  P  situé  sur  la  droite  GK. 
Rt  puisque  le  barycentre  de  XYZ  et  le  point  de  Gergonne  de 
K^KjKg  sont  sur  GK,  le  barycentre  de  K,K,K3  et  le  point  de  Ger- 
gonne  de  XYZ  se  trouveront  aussi  sur  la  même  droite.  Nous  au- 
rons donc  le  théorème  : 

Le  point  de   Lemoine  d'un  triangle  est  situé  sur  la  droite  joi- 
gnant    le     bary- 
^x  centre      de      son 

triangle  orthique 
au  barycentre  du 
triangle  formé 
des  tangentes  au 
cercle  circonscrit 
menées  par  les 
sommets.  Sur  cet- 
te droite  sont  si- 
tués aussi  le  point 
de  Gergonne  du 
triangle  orthique 
et  le  point  de  con- 
cours des  droites 
joignant  les  som- 
mets du  triangle 
formé  par  les  tan- 
gentes aux  pieds 
homologues  des 
hauteurs  du  trian- 
gle fondamental. 
d)  Soit  encore 
ABC  le  triangle 
fondamental  ;  dé- 
crivons le  cercle  inscrit  au  triangle  et  touchant  les  côtés  en 
A',  B',  C  et  décrivons  d'un  rayon  arbitraire  un  autre  cercle  con- 
centrique au  premier  qui  coupe  les  côtés  du  triangle  en  D,  D',  E, 
E',  F,  F'.  Il  en  résultera  manifestement  : 


Fig.  1. 


DA'  =  A'D'    EB'  =  B'E'    FC  =  C'F' 
AC  =  AB'    BC  =  BA'    CA'  =  CB' 


et  les  couples  de  droites  FE'  et  F'E,  DF'  et  D'F,  DE'  et  D'E  se- 
ront respectivement  parallèles  à  CB',  C'A',  A'B'.  On  peut  con- 
sidérer les  six  points  D,  D',  E,  E',  F,  F'  comme  intersections  des 
côtés  du  triangle  fondamental  avec  les  côtés  du  triangle  PQR, 
ou  bien  de  P'Q'R'  en  désignant  par  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'  les  points 
de  rencontre  des  trois  couples  de  droites  que  je  viens  de  considé- 
rer. 
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Remarquons  que  les  triangles  FET,  C'B'A',  F'EP'  sont  deux 
à  deux  homothétiques,  A  étant  le  centre  d'homothétie,  et  que 
par  suite  les  points  A,  P,  A',  F'  sont  en  ligne  droite.  De  même  on 
a  la  coUinéation  des 
points  B,  Q,  B',  Q' 
et  C,R,  C,  R' et  par 
conséquent  les  trian- 
gles PQR  et  P'Q'R' 
sont  homothétiques 
à  A'B'C,  le  contre  ^ 
d'homothétie  étant 
au  point  de  Ger- 
gonne  G  du  triangle 
fondamental.  Il  est 
manifeste  alors  que 
les  côtés  de  tout 
triangle  homothéti- 
queàA'B'CGétant 
le  centre  d'homothé- 
tie,  détermineront 
sur  les  côtés  du 
triangle  fondamen- 
tal six  points  situés 
sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  inscrit.  En  particulier  les 
trois  parallèles  aux  côtés  de  A'B'C  menées  par  G  détermineront 
le  cercle  de  Adams. 

E.  Cantoni. 


Fig.  2. 


X.  —  Lettre  de  M.  Daniels  (Fribourg,  Suisse)  : 

1.  M.  G.  Franke  [Ens,  Math,  VI,  p.  407-409)  démontre  le  théorème 
suivant  : 

Si  DiDjDg  sont  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  M  le  cen- 
tre du  cercle  circonscrit,  les  droites  A^M,,  AjM,,  A3M3  passent 
par  un  point  de  la  droite  d'Euler,  pourvu  que  M^M^M,  satisfas- 
sent aux  conditions. 

(DiMMi)  =  (DsMMs)  =  (DsMMs;  . 

Ce  théorème  n'est  cependant  qu'un  cas  spécial  de  celui-ci  : 
Si  D^D^Dg  sont  les  milieux  des  côtes,  P  un  point  quelconque,  les 
droites  A4P,  ,A,Pj,  A3P3  passent  par  un  point  P'  situé  sur  la  droite 
qui  relie  le  point  P  au  centre  de  gravité  G,  pourvu  que  P^P^P,  satis- 
fassent aux  conditions  : 


(D.PPi)  =  (D.PP2)  =  (DjPPi)  =  \  . 
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La  position  du  point  P'  est  déterminée  par  Téquation  : 

(GPP')  =  |a  . 

2.  Kn  effet,  nous  avons  d'abord  pour  les  milieux  des  côtés. 

Di  =  Tî  -f  n  Dî  =  rs  +  ri  Ds  =  n  +  r*  , 

<'t  si  le  point  P  est 

P  =  JTiri  +  jcit%  -h  .rsri  , 

les  points  P,,  P,,  Pg  seront 

_  __      rj  -h  rs      Mxwx  -f  X2r%  -f  xtxz) 

2  X\  -{-  X2  -\-  x% 

ou  encore 

Pi  =  —  'llxiTx  +  (xi  -f  jn  -f  jr«  —  2>jr2)rt  -|-  (jti  +  ^  -f  a^  —  2Xrtfrs 
etc.  ;    les   droites    A^P,,    ,A2P5,  A3P3   passent  donc  par   le   point 

P'  =  {x\  +  x«  -f-  j-s  —  231x1  )ri  -h  (xi  +  xt  +  xz—  2Ir8)rs  -|-  (x\  +  xî  -{-  xa  —  2>xs)rs 

qui,  si  nous  introduisons  les  vecteurs  r^  et  Tp  du  centre  de  gra- 
vité et  du  point  P  peut  s'écrire  ; 

Il  s'ensuit 

(GPP')=j. 

3.  Si  l'on  prend  p.  ex.  pour  P  le  centre  du  cercle  inscrit 

P  =  tfin  -f-  ^«r*  +  ^'srs 

et  A  =  1,  les  transversales  angulaires  A^P^,  AgPg,  A3P3  sont  pa- 
rallèles aux  droites  PD^  ,PDj,  PD3  et  le  point  P'  devient 

P'  =  (ûi  +  as  —  ai  m  -h  («s  -j-  fli  —  fl2)rs  -f-  {^^  +  ««  —  «^airs 

c.  à.  d.  le  point  de  Nagel.  11  s'ensuit  1*  que  les  transversiiles  an- 
gulaires du  point  de  Nagel  N  sont  parallèles  aux  droites  qui  relient 
le  centre  du  cercle  inscrit  I  aux  milieux  des  c(Ués.2°  que  G,  1  et  N 

2 
sont  sur  une  droite  et  3"  que  (GIN)  =  -  .   Si  N^N5N3  sont  les  au- 

Ires  points  du  grmipe  de  Xagel  et  l^l^lg  les  centres  des  cercles 
exinscrits,  on  a  de  même 

(GIiNi)  =  iGl2N2)  —  (GIsNs)  =  \  . 
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fi.   La  rolation  idPP' 


2X  (;P'  2X 

~  y  *^"  (ÎT  ~  2X  — 3  """^  prouve,  qin» 

les  figures  décrites  par  les  points  correspondants  P  et  P'  sont  sem- 
blable, si  A  est  constant.  Leur  centre  de  similitude  est  alors  G. 

M.  Fr.  Damkls. 

XI.  —  Lettre  de  ^L  C.  Stolp  ^^Kampen,  Hollande]  : 

a}  A  propos  de  la  lettre  de  M.  Barhnrin. 

1.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  la  conique  I,  lieu  du 
|>«Mnt  de  Kariya,  ont  pour  quatrième  point  d'intersection 

x{r —  R  cos  A)  =  i'(/'  —  K  cos  B)  =  z[v  —  R  cos  C)  , 

ce  (|ui  est  aisé  à  vérifier. 


Fig.  3. 


2.  Comme  nous  verrons,  on  connaît  depuis  long^temps  le  point 
ip'  de  M.  Barbarin.  Nommons  l,  1^,  I^ ,  1^  les  centres  des  cercles 
tritangents  ;  /• ,  /'a  ,  /'a  ,  /v  le"ï*s  rayons  ;  XYZ  les  contacts  du  cer- 
cle inscrit  avec  BC ,  CA ,  AB  ;  O  et  O'  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  ABC  et  laUl^;  S  le  centre  d'homolhctie 
des  triangles  [«1^1^  et  XYZ,  g  et  g'  leurs  barycentres  ;  on  sait  que 
les  points  S,  O',  g^g'  se  trouvent  sur  la  droite  TO  (Voir  :  Casey,  A 
seqnel  ta  Euclid,  Sdppl.  Chapt.  Sect.  YIIL  Tritangent  circles). 
(Considérons  en  particulier  le  point  S.*  Pour  en  trouver  les  coor- 


'  Le  poinl  S,  notation  do  Casey,  correspond  au  point  y',  notation  do  M.  Bnrbarin. 
I/EnHoiii^aemont  matbrm..  7"  année;  1905. 
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données  trilinéaires,  menons  par  1^,  1^,  1^  les  droites  B'C,  C'A'. 
\!\V  parallèles  à  BC,  (!iA,  AB.  f.es  trois  droites  (on  même  temps 
tangentes  au  cercle  lal^lj  déterminent  un  triangle  A'B'C  honio- 
thétique  avec  ABC  par  rapport  au  centre  S.  Les  coordonnées  //', 
z'  du  sommet  A'  étant  —  r^,  —  z^,  la  droite  A  A'  a  pour  équation 

r        z  y  z 

—  =  —  ou 


rb       rc  B  C 

lanif —       lanc: — 

'^  2  2 

On  en  conclut  que  les  droites  AA',  BB',  CC  concourent  au 
point 

X  y  z 

.        ^  "  .        B  ~  .        C  ' 
lanif —        tane —        lane  — 

'^  2  2  2 

inverse  du  point  tp  (page  238),  et  l'on  observe  que  les  points  <jp'  et  S 
sont  identiques. 

bj  A  propos  de  la  lettre  de  M.  IIakold  Hilton  i page  237). 

M.  Hilton  remarque  que  les  triangles  ABC,  DFIF  sont  réci- 
proques par  rapport  à  une  circonférence  de  cercle.  Il  s'ensuit  qu'an 
peut  regarder  comme  donné  l'un  on  l'autre  des  deux  triangles. 

Si  Ton  choisit  DKF  pour  triangle  de  référence,  k  étant  le  rayon 
de  son  cercle  circonscrit,  et  qu'on  désigne  par  ?,  17,  ^  les  distances 
d'un  point  quelconque  aux  cùtés  KF,  FD,  DK,  on  trouvera  que  la 
droite  AD  a  pour  équation 

iî(A*  cos  K  cos  D  -j-  '■  cos  K)  =  ^\k  cos  D  cos  M  +  r  cos  F) 

et  que  AD,  BE,  CF,  passent  par  le  point  P 

Ç(^  cos  E  cos  F  -|-  r  cos  I) )  =n(^  cos  F  cos  Yi-^-r  cos  K )  =  Ç(A'  cos  D  cos  E  +  r  cos  F 1 . 

Kn  faisant  r  =  0,  r  =  00  ,  r  =  le  le  point  P  coïncide  avec  les 
points  suivants  du  triangle  DEF  :  le  centre  O  du  cercle  circons- 
crit, Torthocentre  II,  le  point  de  LemoineK.  Supposons  les  points 
D,E,F  fixes;  si  l'on  fait  varier  rie  point  P  décrit  une  conique  qui, 
passant  par  les  sommets  du  triangle  DEF  et  par  son  orthocentre, 
est  une  hyperbole  équilatère.  Son  inverse  est  la  droite  d'Euler 
qu'elle  coupe  aux  points  II,  O. 

C.  Stolp. 

XII.  —  La  Géométrie  du  triangle  est  une  mine  inépuisable  de 
constructions  et  de  propriétés  des  plus  intéressantes.  Les  lettres 
qui  nous  sont  adressées  à  propos  de  l'article  de  M.  Kariya  le 
prouvent  suffisamment.  Nous  devons  nous  borner  à  mentionner 
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encore  les  lettres  de  MM.  Aiit.  Pleskot  (Pilseii)  et  Aug.  Tafel- 
MACHRR  (Santiago  du  Chili). 

M.  Pleskot  fait  intervejiirle  triangle  A^B^C,,  polaire  réciproque 
du  triangle  ABC  par  rapport  à  une  conique  arbitraire.  Il  prend 
ensuite  pouF  conique  un  cercle  de  centre  0  ;  puis  envisageant 
pour  O  quelques  positions  particulières,  il  obtient  quelques  pro- 
priétés très  simples  et  les  propriétés  corrélatives  en  vertu  du 
principe  de  Dualité.  L'une  de  ces  propriétés  est  précisément  celle 
qu'exprime  le  théorème  énoncé  par  M.  Kariya. 

M.  Tafelmacher  nous  signale  une  Note  sur  les  coordonnées  ho- 
mogenes  obliques,  destinée  à  la  Zeitschrift  f.  math,  u,  naturvv. 
Unterrichly  dans  laquelle  il  donne  une  démonstration  du  théo- 
rème de  Kariya.  On  y  trouvera,  entre  autres,  Texpression  de  la 
puissance  de  point  K  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC. 

La  Rédaction. 
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Paul  Tannery. 

Les  sciences  mathématiques  et  historiques  viennent  de  faire 
une  grande  perte  en  la  personne  de  M.  Paul  Tannery  y  directeur 
de  la  manufacture  des  tabacs  de  Pantin,  décédé  le  27  novembre 
dernier  à  Page  de  61  ans.  Sa  mort  subite  a  été  une  douloureuse  sur- 
prise pour  tous  ceux  qui  Pont  connu  et  tout  particulièrement  pour 
ceux  qui  ont  encore  eu  Poccasion  de  l'approcher  au  Congrès  des 
mathématiciens  à  Heidelberg  et  au  Congrès  de  philosophie  et 
d'histoire  des  sciences  à  Genève. 

Ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  Tannery  sortît 
dans  le  corps  des  ingénieurs  des  tabacs,  où  il  suivit  régulièrement 
la  carrière,  ce  qui  ne  l'empêcha  pas  de  rester  en  contact  avec  la 
science  pure.  Il  consacra  ses  loisii*s  principalement  à  l'histoire 
des  sciences  et  à  la  philosophie.  D'une  remarquable  érudition 
pour  tout  ce  qui  touche  à  l'histoire  des  sciences,  il  était  connu 
aussi  bien  des  mathématiciens  et  des  physiciens,  que  des  hellénis- 
tes et  des  philologues.  Il  fut  l'un  des  principaux  organisateurs  des 
congrès  d'histoire  des  sciences.  Ses  travaux  ont  été  publiés  no- 
tamment dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques^  X Archiv  fiir 
Geschichte  der  Philosophie^  la  Res^ue  de  philosophie^  la  Revue 
des  FAudes  grecques^  la  Recrue  de  Philologie,  et  dans  Bibliotheca 
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mathematica.  Parmi  les  ouvra|çes  mathématiques,  oîi  lui  doit  une 
Géométrie  grecque  (1887),  et  des  Recherches  sur  V Histoire  de  l* As- 
tronomie ancienne  1 1893)  ;  il  préparait  ,une  Histoire  pfénérale  des 
sciences.  Il  y  a  lieu  de  mentionner  sa  collaboration  très  active  à 
la  publication  des  œus>res  de  Fermât  et  des  œuçres  de  Descartes. 

Tanncry  a  appartenu  à  renseignement  supérieur,  à  deux  repri- 
ses, d'une  façon  temporaire,  pour  autant  que  ses  fonctions  d'ingé- 
nieur le  lui  permirent.  Il  donna,  pendant  deux  ans,  un  ccmrs  libre 
à  la  Sorbonne  sur  l'Histoire  de  l'Arithmétique,  et  fut  chargé  de  la 
suppléance  de  M.  Ch.  Lévèque,  au  Collège  de  France,  pour  la 
chaire  de  philosophie  grecque  et  latine. 

Paul  Tannery  était  le  frère  de  M.  Jules  Tannery,  j)rofesseur  à 
la  Sorbonne  et  sous-directeur  de  l'Ecole  normale  supérieure  de 
Paris. 

11.  Fehii. 


Le  Congrès  international  des  Sciences  ;  S^-Louis,  Etats-Unis. 

L' enseignement  mathématique^  a  déjà  donné  le  plan  général  de 
vo  congrès  pour  ce  qui  concerne  particulièrement  les  sciences 
mathématiques.  Nos  lecteurs  savent  que  les  travaux  mathématiques 
ont  été  l'épartis  sur  trois  sections  :  1**  Algèbre  et  Analyse;  2**  (Méo- 
met  rie;  3"  Mathématiques  appliquées^  et  que,  dans  chaque  section 
il  devait  être  présenté,  outre  les  communications  spéciales,  deux 
rapports,  l'un  sur  les  liens  entre  la  branche  envisagée  et  les  bran- 
ches qui  s'y  rattachent,  l'autre  sur  les  problèmes  de  l'heure  actuelle. 
Comme  introduction  aux  séances  de  ses  trois  sections,  le  ^é/7^//7p/we/*f 
des  mathématiques  a  tenu  une  séance  consacrée  aux  Rapports  de 
M.  BocHER*  Harvard)  sur  les  conceptions  et  méthodes  fondamen- 
tales des  mathématiques  et  de  M.  Pierpoxt*  Yale-  sui*  l  Histoire  des 
mathématiques  pendant  le  XIX''  siècle. 

Voici  quelques  indications,  très  incomplètes  faute  de  renseigne- 
ments suiTisants,  sur  les  rapports  présentés  aux  séances  de  section. 

Les  deux  Rapports  de  la  section  d' Algèbre  et  Analt/se  ont  été 
nkligés  par  MM.  K.  Picard  Paris-  et  Maschke  Chicago  .  Celui  de 
M.  Picard  a  pour  titre  :  iSur  le  dés>eloppement  de  l'Analyse  mathé- 
matique et  ses  rapports  avec  quelques  autres  Sciences '\ 

Les  Rapports  de  la  Section  de  Géométrie  ont  été  présentés  par 
MM.  Uarroux  fParis)  et  Kasnër  Columbiu  Un.,  \e\v-York).  Le 
Rapport  de  M.  Darboux  est  intitulé  :  Etude  sur  le  dés^eloppement 
des  méthodes  géométriques  '*. 


*  Voir  0"»'  aiint'c.  p.  58  et  p.  310. 

■  C(»s  doux   rapportH   ont  viù  reproduits  in-cxtcnso  dan»  !«•  BuU.  of  thv  American  math. 
Society,  vol.  XI,  N»  3,  décembre  1904. 

*  Koprodiiit  iii-oxtp.nso  dans  lo  BuU.  des  Se.  math.,  t.  XXVIII,  octobn'  et  nov.  1904. 

*  noprodnil  in-cxtenso  dans  lo  BnU.  lies  .Se.  math.,  t.  .XXVIII.  sept.  1004. 
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Quant  aux  rapports  de  U\  S(}vûon  dos  Mfithêmafiqi/e.s  app/if/tn'cs, 
ils  soDl  dus  à  MM.  H.  Poixc.vnÉ  iParis'  et  Boi.tzmann  (Vienne  . 
Ainsi  que  nous  le  disons  d'autre  part,  la  eonfériMice  de  ^ï.  Poin- 
caré  a  été  puhlit^e  par  la  Hoff/edes  Idées  numéro  du  15  novembre, 
Paris,  HK)'*  ;  elle  est  intitulée  ;  Vélat  actuel  cl  Favetiir  de  la  Phi/- 
siqtie  mathématique^. 

Grâce  à  Tobli^eanee  de  M.  J.-W.  Youxt;  ^Xorthwestern  Univer- 
sity,  Evanston  ,  nous  pouvons  donner  un  aperçu  des  travaux  de 
la  section  d\il^ebre  et  analyse, 

La  h kd action. 

Section  d'algèbre  et  analyse.  —  f^a  première  séance  eut  lieu 
le  22  septembre  1904,  immédiatement  après  la  séance  commune 
aux  trois  sections.  Klle  débuta  par  un  remarquable  rapport  de 
M.  PiCAHD  .s7//-  le  développement  de  V analyse  mathématique  et 
.ses  rapp(trts  aiu*e  quelques  antres  sciences.  Il  serait  téméraire  de 
vouloir  résumer  en  quelques  lignes  cette  brillante  conférence 
très  substantielle  par  le  fond  et  d'une  rare  élégance  par  la 
forme.  Xous  en  recommandons  vivement  la  lecture.  M.  Picard 
jette  d'abord  un  coup  d'o»il  sur  le  développement  de  l'algèbre  à 
travers  les  âges,  il  rappelle  les  idées  nouvelles  introduites  au 
XYlpiie  ç^  jj„  XVllI'"''  siècles  par  les  fondateurs  de  la  géométrie 
analytique^  de  la  science  du  nouvement  et  de  l'analyse.  Le  XIX""' 
siècle,  qui  fut  caractérisé  par  l'introduction  d'une  plus  grande  ri- 
gueur scientific|ue,  tient  naturellement  une  grande  place  dans  cet 
exposé.  La  conférence  s'attache  surtout  aux  relations  de  l'analyse 
avec  la  géométrie,  la  mécanique,  la  physi(iuc  mathématique  et 
fait  ressortir  rinlluence  que  ces  dernières  sciences  ont  eue  sur 
sou  développement.  Les  sciences  chimiques,  biologiques  et  éco- 
nomiques sont  également  prises  en  considération  ;  là  encore 
M.  Picard  fait  ressortit'  l'origine  et  la  raison  des  liens  (pii  unis- 
sent les  sciences  à  l'analyse.  «  11  semble,  dit-il,  que  la  chimie  soit 
sortie  aujourd'hui  de  la  méthode  prémalhématiciue,  par  laquelle 
débute  toute  science,  et  qu'un  jour  doive  venir  où  s'ordonneront 
de  vastes  théories,  analogues  à  celles  de  notre  physique  mathé- 
matique actuelle,  mais  bien  plus  vastes  et  comprenant  rensend)le 
des  phénomènes  physico-chimiques  ^). 

Après  cette  belle  conférence  vint  le  Rappoi't  de  M.  jNIaschkk  sur 
les  problèmes  actuels  de  l* algèbre  et  de  l* analyse.  Mais  le  confé- 
rencier s'est  borné  à  un  très  petit  nombre  de  problèmes.  H  a 
d'abord  donné  un  intéressant  aperçu  de  l'état  actuel  du  problème 
des  invariants  des  formes  quadratiques  diflerentielles,  et  il  a  ex- 
posé sa  propre  notation  symboli([uc  pour  les  invariants  différen- 
tiels, analogue  à  la  notation  des  invariants  algébriques.  Le  Rap- 


'  Se  trouve  (•{▼aleiuent  dans  le  bitU.  des  Se.  nmth.s  I.  XXVIII,  dôc.  190^. 
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port  se  termina  par  une  table  contenant  les  invariants  différentiels 
connus  dans  leur  notation  symbolique  et  par  un  théorème  don- 
nant la  condition  pour  qu'une  expression  symbolique  soit  un  in- 
variant différentiel,  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  existe  pour 
les  invariants  algébriques. 

Ces  Rapports  ont  été  suivis  de  commit nica lions  d'une  durée  de 
dix  minutes  chacune.  Nous  ne  pouvons  en  donner  ici  qu'un  résumé 
très  bref,  pour  autant  qu'il  est  possible  de  le  faire  sans  avoir  eu  le 
mémoire  en  main.  Quelques  résumés  seront  donc  très  courts  sans 
(jue  nous  ayons  Tintention  de  faire  ressortir  davantage  l'une  ou 
l'autre  des  communications. 

1.  —  M.  E.-V.  HnNTiN(;TON  i Harvard  University)  a  présenté  une 
série  de  postulats  indépendants  déiimsssiniY  Algèbre  des  quanti  tés 
réelles  et  les  groupes  abéliens;  ils  semblent  offrir  certains  avan- 
tages principalement  au  point  de  vue  pédagogique. 

2.  —  M.  J.  Hi'TCHixsoN  (Cornell  University)  dans  son  mémoire 
sur  les  problèmes  actuels  de  la  théorie  des  fonctions  automorphes 
montre  qu'il  est  désirable  que  l'on  développe  la  théorie  arithmé- 
tique des  groupes  «discontinus  des  substitutions  linéaires  d'une 
variable. 

3.  —  M.  B.  Porte»  (University  of  Texas)  :  Sur  les  fonctions  dé- 
finies par  une  série  infinie  de  fonctions  analytiques.  Il  s'agit  d'une 
généralisation  d'un  théorème  dû  à  Oscîood.  En  l'absence  de  l'au- 
teur le  mémoire  est  présenté  par  M.  Bôchkr. 

4.  —  M.  E.-R.Hedrick  (University  of  Missouri)  demande  une  ^é- 
néralisation  de  la  notion  de  fonction  anahjfique  que  l'on  obtiendrait 
i'w  remplaçant  la  condition  ordinaire  par  une  autre  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre;  il  estime  qu'en  se  référant  au 
plan  non-euclidien,  il  sera  possible  de  donner  une  interprétation 
géométrique  de  la  nouvelle  condition. 

5.  —  M.  W.  Haskell  (University  of  California)  a  présenté  une 
série  de  propriétés  des  collinéations  perspectis^es.  Il  a  prouvé,  entre 
autres,  les  théorèmes  suivants  :  1.  Chaque  coUinéation  dans  l'es- 
pace à  deux  dimensions  laissant  invariable  une  f  onic|ue,  peut  être 
représentée  par  deux  collinéations  perspectives.  2  Chaque  coUi- 
néation est  le  produit  de  quatre  collinéations  perspectives.  Puis 
il  a  présenté  quelques  généralisations  relatives  à  l'espace  à  n  di- 
mensions. 

6.  —  M.  B.  Shavv  (Milliken  University)  fait  un  exposé  de  l'état 
actuel  de  la  théorie  de  V Algèbre  linéaire  associa tis^e,  F^e  mémoire 
comprend  trois  parties  :  1.  Développement  de  la  théorie;  2.  For- 
mes particulières;  3.  Applications. 

7.  —  M.  G. -A.  Miller  i'L.  Stanford  University)  a  adressé  une 
Note  sur  la  portée  d'un  théorème  fondamental  des  groupes  d'or- 
dre /?'"  dans  ses  relations  avec  des  problèmes  actuels. 

J.-\V.  Yoi'XG. 
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Les  mathématiques  au  II*  Congrès  international  de  dessin 

à  Berne;  août  1904. 

Etant  donné  les  liens  intimes  de  la  ji^éomélrie  et  du  dessin  géo- 
métrique et  même  du  dessin  technique  tout  entier,  nous  aurions 
pensé  que  les  mathématiques  seraient  un  peu  plus  en  honneur  au 
Congrès  de  Berne.  Il  en  a,  cependant,  été  quelque  peu  parlé  dans 
lieux  conférences,  mais  fort  peu  dans  les  discussions  générales. 
Les  divers  pays  représentés  avaient  organisé  des  expositions 
dont  quelques  furent  magnifiques  ;  mais,  à  part  les  collections 
françaises,  le  dessin  mathématique  tombait  très  à  Tarrière-plan. 

Conférence  J,'J.  PUlet.  La  première  conférence,  celle  de  M.  J.-J. 
l^iLLET,  inspecteur  honoraire  du  dessin  à  Paris,  avait  pour  objet 
le  développement  des  méthodes  d'enseignement  du  dessin  géomé- 
trique et  du  dessin  technique  dans  les  écoles  françaises.  Le  cours 
«le  M.  Coquelet  au  Collège  Rollin,  à  Paris,  et  celui  de  M.  Bécourt 
au  Lycée  Saint-Louis,  également  à  Paris,  formaient  le  fond  de  la 
brillante  causerie  de  M.  Pillet.  Tout  ce  qu'il  nous  a  présenté,  modè- 
les muraux  et  collections,  était  très  beau  et  tout  ce  qu'il  nous  a  dit, 
plein  de  finesse  et  de  bon  sens.  Il  a  quelque  peu  malmené  les  pro- 
fesseurs de  mathématiques  chargés  de  cet  enseignement.  Il  leui' 
reproche  de  faire,  de  ce  cours,  une  annexe  de  la  descriptive.  M.  Pil- 
let ne  veut  pas  que  le  dessin  soit  lié  aux  mathématiques  ;  ce  sont 
deux  branches  qui  doivent  se  suffire  à  elles-mêmes  et  qui  peuvent 
quasiment  vivre  Tune  sans  Tautre.  11  voudrait  ne  voir  enseigner 
«lans  cette  direction  que  des  artistes  connaissant  à  fond  la  techno- 
logie et  préparant  déjà  des  ingénieurs  et  des  architectes  dans  ren- 
seignement secondaire  général. 

Conférence  L.  Crelier,  Dans  la  deuxième  conférence  Tauleur  de 
ces  lignes  a  traité  renseignement  du  dessin  de  projection  dans  les 
écoles  suisses.  J'ai  déjà  entretenu  les  lecteurs  de  Y  Enseignement 
mathématique^  de  mes  idées  à  ce  sujet.  Je  me  suis  trouvé  eu  op- 
position, amicale  et  courtoise,  avec  M.  juillet.  Le  dessin  géométri- 
que et  le  dessin  de  projection  doivent  aider  l'enseignement  des 
mathématiques,  tout  en  se  basant  sur  lui.  Ils  forment  Tintuitionet 
l'application  de  celles-ci.  Ce  sont  des  études  parallèles  qui  ne  peu- 
vent que  gagner  à  un  contact  journalier  bien  compris,  à  la  condition 
évidente  qu'aucune  des  deux  n'absorbe  l'autre.  Le  dessin  doit  se 
détacher  des  mathématiques  à  chaque  instant,  pourappliquer  im- 
médiatement les  constructions  géoniétri(iues  à  des  modèles  sim- 
ples et  nombreux  tirés  du  monde  technique.  Contrairement  aux 
vues  de  l'auteur  précédent,  nous  estimons  que  la  technologie  doit 
être  laissée  aux  écoles  d'arts  et  métiers.  L'enseignement  général 


1  N*  (lu   15  juillet  190i,  p.  3<K)  n  304. 
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doit  st'  conU'iit<M'  lie  niotlre  les  élèves  à  même  de  représenter  ex- 
aclemenl  ee  qu'ils  voient  et  ce  qu'ils  peuvent  comprendre  dans  les 
dilferentes  directions  techniques.  C^'est  pour  cela  qu'on  ne  peut 
et  qu'on  ne  doit  pas  aborder  des  constructions  trop  compliquées. 

Séances  ordinaires.  Dans  les  séances  ordinaires  le  dessin  géo- 
métrique n'a  pas  donné  lieu  à  de  longues  discussions.  M.  Kaiseii, 
d(»  La  (]liaux-de-Fonds,  rapporteur  sur  la  question  du  dessin  dans 
l'enseignement  secondaire,  avait  présenté  diverses  conclusions 
spéciales  relatives  au  dessin  matliématique,  mais  elles  n'ont  pas 
été  adoptées.  Le  conjurés  s'en  est  tenu  à  des  généralités.  Les  ro//- 
cl usions  de  M.  Kaiser  étaient  : 

J.  Le  dessin  mathématique  est  enseigné  dans  les  classes  du  de- 
gré secondaire,  dès  le  moment  où  les  élèves  ont  atteint  Tâge  d(» 
treize  ans. 

2.  liC  hul  de  cet  enseignement  doit  être  de  donner  les  connais- 
sances générales  sur  tons  les  modes  de  représentation  des  objets 
par  le  dessin  mathématique. 

.'L  Dans  le  degié  secondaire  c(*l  enseignement  ne  doit  revétii-  à 
aucun  moment  un  caractère  professionnel,  mais  préparer  les  élè- 
ves à  leur  entrée  dans  les  écoles  spéciales. 

Suivant  nous,  toutes  ces  conclusions  sont  très  logiques,  sauf  la 
fin  de  la  troisième.  L'enseignement  secondaire  ne  prépare  pas  ex- 
clusivement aux  écoles  spéciales,  mais  il  doit,  en  première  ligne, 
donner  les  bases  d'une  bonne  culture  générale.  Nous  estimons 
donc  que  le  dessin  mathématique  de  ce  degré  ne  doit  pas  être 
conçu  comme  ])remière  partie  d'un  cours  spécial. 

Le  (longrès  a  adopté,  pour  le  dessin  dans  son  ensemble,  à  l'école 
primaire  comme  à  l'école  secondaire,  le  vœu  que  celui-ci  devienne  : 
u  Evolutif,  Réaliste,  (iénéral,  Spontané  et  Ksthétique  ». 

Signalons  pour  terminer  une  conférence  magistrale  de  M.  F.-.I. 
i*iLLET,  ingénieur  à  Paris  :  Codification  internationale  des  signes 
employés  dans  le  dessin.  Ici  encore  les  mathématiciens  ont  en- 
tendu des  choses  très  intéressantes  touchant  toutes  les  applica- 
tions de  leur  branche  d'études.  Le  (iongrès  a  du  reste  adopté  ce 
superbe  travail  comme  base  «l'une  étude  aj)profondie  de  la  qu(»s- 
tion. 

L.  (Irelikr  (Bienne  et  Berne  . 

Congrès  des  mathématiciens  allemands  ;  Breslau,  1904. 

L'Association  allemande  des  mathématiciens  a  tenn  sa  dernière 
réunion  annuelle  à  Breslan,  du  18  au  24  septembre  1904,  en  même 
temps  que  le  Congrès  annuel  des  naturalistes  et  médecins  alle- 
mands. Comme  on  pouvait  s'y  attendre,  la  participation  a  été  moins 
forte  que  de  coutume,  en  raison  du  IV  Congrès  international  qui 
avait  eu  lien  à  Heidelberg  quehiues  semaines  auparavant. 
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A  e<Ué  des  communications  mathématiques,  au  nombre  de  onze, 
la  réunion  de  Breslau  présenta  un  attrait  tout  particulier  pour 
ceux  qui  s'intéressent  à  renseignement  scientifique.  Voici  d'ahord 
la  liste  des  communications  présentées  : 

1.  Lampe  iBerlin-C-harlottenbourg,  :  Quelques  exemples  em- 
pruntés aux  exercices  du  Calcul  intégral  faits  à  TKcole  teclinique 
supérieure  de  Charlottenbourg. 

2.  Gt'TZAiEii  léna;  :  Contribution  à  la  théorie  des  é(juations  dif- 
férentielles linéaires  et  homogènes. 

3.  KowALEWsKi  iGreifswaldi  :  Sur  une  généralisation  du  second 
théorème  de  la  moyenne  dans  le  Calcul  intégral. 

'i.  Stl'rm  .Breslau!  :  Sur  les  transformations  crémonienncs  pour 
lesquelles  aux  plans  d'un  espace  correspondent  des  surfaces  géné- 
rales du  3*"  ordre  de  l'autre  espace. 

5.  PuLFiucH  iléna  :  a}  Sur  un  nouveau  mode  de  comparaison  de 
photographies  d'étoiles  ;  b  sur  un  appareil  pour  la  mesure  de  la 
dépression  de  l'horizon  ;  ci  Relevé  sléréo-photogrammétrique  des 
cAtes,  elTectué  sur  un  navire  ;r/y  nouveau  théodolite  et  photo-lhéo- 
dolite  démontable. 

().  Landsberg  (Heidelberg!  :  Sur  les  analogies  entre  les  théories 
des  nombres  algébriques  et  des  fcuictions  algébriques. 

7.  Steinitz  (Berlin-C^harlotlenbourg  :  Représentation  ccdli- 
néaire  de  polyèdres  trigonaux  et  l'analyse  silus  dans  l'espace  pro- 
jectif. 

8.  LrDWu:  Karlsruhe  :  Contribution  à  la  théorie  des  aflinités 
cycliques. 

9.  Wiessneu  (Silésie  :  Sur  la  possibilité  de  compléter  la  théorie 
de  Kant-Laplace. 

10.  FnAxz   Breslau!  :  Formation  de  la  surface  lunaire. 

11.  GuTZMER  iléna!  :  Contribution  à  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles adjointes. 

Conformément  à  une  décision  adoptée  à  la  réunion  annuelh* 
précédente,  sur  la  proposition  de  M.  le  prof.  Ki.ki.n,  les  sections 
scientifiques  du  Congrès  des  naturalistes  et  médecins  allemands 
avaient  à  consacrer  une  séance  commune  aux  Rapports  et  dèhats 
sur  renseignement  des  sciences  mathématiques  dans  les  établisse- 
ments secondaires  supérieurs^.  Quatre  rapports  ont  été  présentés: 

i.  K.  Fricke  (Brème)  :  La  position  actuelle  de  renseignement  des 
sciences  naturelles  et  mathématiques  dans  les  établissements  secon- 
daires supérieurs.  Le  rapporteur  se  place  à  un  point  de  vue  tout  à 
fait  général  et  montre  quelle  est  la  position  qui  a  été  faite  à  l'en- 
seignement scientifique  dans  les  plans  d'études  adoptés  en  1901.  «<  Il 
ne  s'agit  pas,  dît-il,  d'envisager  l'enseignement  scientifique  à  un 


•  Voir  les  Vcrhandlitngen  der  BrenUiuer  Maturforscher-Versanifnluiig  iiber  deii  naluryr 
u.  ntaihemalischen  Unterricht  on  dcn  hliheren  Schiilen.  Iicraiisjçopoben  von  A.  Wancîkhin 
Voriag  Vogd,  LHpzig. 
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point  de  vue  professionnel  ou  d'une  façon  étroite  oonime  branche 
d'instruction,  mais  nous  voulons  considérer  l'enseignement  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles  au  point  de  vue  de  l'instruc- 
tion générale,  en  rapport  avec  la  vie  moderne  et  tel  qu'il  paraît 
désirable  de  le  voir  se  développer,  afin  de  permettre  à  la  jeunesse 
cl'aujourd'hui  de  contribuer  à  son  tour  aux  progrès  de  la  culture 
moderne.  » 

2.  F.  Kleïx  '^Gottinguel  :  liemarqnes  concernant  renseignement 
fies  iM  a  thématiques  et  de  la  Physique.  Le  conférencier  rappelle 
d'abord  un  certain  nombre  de  publications  dans  lesquelles  il  in- 
dique ses  vues  sur  l'enseignement  des  mathématiques.  Nous  nous 
bornerons  à  mentionner  son  récent  mémoire  Sur  une  transforma- 
tion,  conforme  aux  besoins  actuels,  de  renseignement  mathématique 
dans  les  établissements  secondaires  supérieurs,  que  nous  avons  déjà 
f»u  l'occasion  de  signaler.  [\j' Enseignement  mathématique,  (>**  année, 
p.  389,  numéro  du  15  septembre  1904. i  M.  Klein  demande  (jue  l'on 
introduise  dans  l'enseignement  algébrique  des  classes  supérieures, 
(pielques  notions  de  Calcul  difl'érentiel  et  intégral,  afin  de  per- 
mettre à  tous  ceux  qui  ont  suivi  les  élablissements  secondaires  su- 
périeurs de  comprendre  la  portée  générale  des  mathématiques 
dans  les  domaines  les  plus  divers  et  d'en  tirer  parti.  Parlant  de  la 
préparation  du  corps  enseignant,  le  rapporteur  estime  qu'il  est  dé- 
sirable que  les  professeurs  obtiennent  régulièrement  des  congés 
afin  qu'ils  puissent  reprendre  contact  avec  la  science  pure  et  ses  ap- 
plications. 

3.  M.  Fr.  Merkel  iCîottingue)  présente  des  {^œu.v  concernant 
renseignement  biologique.  Cet  enseignement  doit  :  1"  apprendre  à 
obsen*er  :  2^  fournir  les  notions  essentielles  sur  les  fonctions  du 
corps  humain. 

4.  Le  quatrième  rapport,  di\  à  M.  (i.  Leibuschek  Meiningenj,  est 
consacré  aux  intérêts  de  l'hygiène,  notamment  de  l'hygiène  sco- 
laire. 

('es  rapports  ont  été  suivis  d'une  <liscussion  à  laquelle  ont  pris 
part  MM.   Pietzkeh    Nordhausen),  v.  Horries  (Berlin^   Grimsehl 
Hambourg',  Schottex  [llallei,  Ci.assen  (Hambourg),  Archenhold 
Treptow),  Rebmaxx  (Karlsruhe),  Kleix  et  M'""  Rabixowitsch.  ils 
serviront  de  base  à  une  étude  générale  qui  a  été  confiée  à  une  com- 
mission de  12  membres. 

La  prochaine  réunion  annuelle  aura  lieu  à  Meran  (Tyrol-,  en 
septembre  1905. 

Association  des  maîtres  de  mathématiques 
des  écoles  moyennes  suisses. 

Le  17  décembre  1904  a  eu  lieu  à  Zurich,  sous  la  présidence  de 
M.  le  l)""  F.  GuBLER,  la  réunion  annuelle  des  maîtres  de  mathéma- 
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tiques  des  établissements  secondaires  supérieurs  suisses.  A  Tordie 
du  jour  figuraient,  à  côté  des  questions  purement  administra- 
tives, un  rapport  de  M.  le  prof.  II.  Fehh  sur  la  notion  de  fonction 
dans  renseignement  mathématique  des  écoles  moyennes  et  un  rap- 
port, présenté  par  MM.  Glbler  et  Kkhh,  sur  le  ///™*'  Congrès  inter- 
national des  mathématiciens, 

La  conférence  de  M.  Fehr  sera  reproduite  dans  un  prochain 
numéro  de  cette  Résine;  nous  pouvons  donc  nous  borner  à'donner 
un  résumé  très  bref.  Le  conférencier  a  insisté  sur  la  nécessité  qu* il 
//  a  d* introduire  la  notion  de  fonction  dans  les  dii^erses  catégories 
des  écoles  moyennes.  Il  ne  s'agit  pas  seulement  de  la  représenta- 
tion graphique  des  fonctions  simples,  mais  de  Tétude  de  leur 
variation  à  l'aide  de  la  notion  de  dérivée;  cette  notion  doit  être 
étudiée  principalement  en  vue  de  ses  applications  fondamentales 
en  géométrie  analytique  (problème  de  la  tangente)  et  en  cinéma- 
tique motion  de  vitesse).  La  question  n'est  du  reste  pas  nouvelle 
et  M.  Fehr  a  rappelé  les  efforts  qui  se  font  actuellement  dans  ce 
sens  en  Allemagne,  puis  il  a  montré  dans  quelle  mesure  la  notion 
de  fonction  est  représentée  dans  les  nouveaux  programmes  fran- 
çais. Après  une  intéressante  discussion,  à  la(|uelle  ont  pris  part 
MM.  WiLD  (par  une  lettre  datée  de  S'-Clall),  Scherreh,  Kusnacht- 
Zurich,  BRANOEXBERCiER,  Zurich,  Suter,  Kilchberg-Zurich,  Bl'tziier- 
<;br,  Zurich,  Flatt,  Bàle,  Ourler ,  Zurich,  Juzi,  Bienne,  et  Fehr, 
les  thèses  proposées  par  le  conférencier  ont  été  adoptées  à  l'una- 
nimité. L'assemblée  a  en  outre  exprimé  le  vœu  que  dans  cette  pre- 
mière initiation  une  large  part  soit  accordée  au  développement 
historique,  principalement  dans  les  établissements  classiques. 

A  l'occasion  des  propositions  individuelles  M.  le  prof.  Oni, 
Aarau,  a  attiré  l'attention  de  ses  collègues  sur  la  question  suivante, 
qui  pourrait  être  examinée  dans  une  prochaine  assemblée  :  Kst-il 
désirable,  dans  l'enseignement  géométrique  des  établissements 
secondaires  supérieurs,  de  renoncer  à  la  division  sexagésimale  de 
l'angle  pour  adopter  la  division  décimale? 

Médaille  Guccia. 

Xous  avons  déjà  annoncé  qu'à  l'occasion  du  IV'*  Congrès  Inter- 
national des  Mathématiciens,  qui  se  tiendra  à  Rome  en  l'année 
1908,  le  Circolo  Matemalico  di  Palermo  décernera  un  prix  inter- 
national de  Géométrie.  Ce  prix,  qui  sera  appelé  «médaille  glccia  » 
du  nom  de  son  fondateur},  consistera  en  une  petite  médaille  por- 
tative en  or  et  en  une  somme  de  300()  francs.  Voici  les  détails 
complets  des  conditions  du  concours  d'après  la  circulaire  arrêtée 
par  M.  Albegiani,  président  du  Circolo  Matematico  : 

On  sait  que,  depuis  les  travaux  auxquels  a  donné  lieu  le  prix  Steim:k 
décerné  en  1882,  la  théorie   des  courbes  gauches  iilgébriques  a  été  plu  lot 
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délaissée,  et  que  même  les  grands  progrès  de  la  Géométrie  moderne,  obtenus 
par  les  méthodes  synthétiques,  ou  algébriques,  ou  fonctionnelles,  ont  laissé 
de  côté  cette  théorie  ;  de  sorte  que  les  questions  fondamentales,  qu'on 
avait  abordées  dans  les  travaux  cités,  et  d  autres  questions  encore  que  l'on 
pourrait  se  poser,  n'ont  pas  fait  l'objet  de  travaux  ultérieurs.  Si  d'ailleurs 
on  passe  de  l'espace  ordinaire  aux  espaces  supérieurs,  on  rencontre  pour 
les  courbes  algébriques  (en  particulier  pour  leur  classification,  pour  l'élude 
des  courbes  canoniques  de  genre  donné,  etc.)  une  foule  de  questions  impor- 
tantes dont  personne  encore  ne  s'est  occupé.  D'autre  part,  l'on  connaît  bien 
peu  de  propositions  sur  les  courbes  gauches  algébriques  obtenues  en  se 
limitant  au  champ  réel,  ou  bien  à  un  champ  rationnel  donné. 

C'est  en  s'inspirant  de  ces  considérations  (mais  sans  vouloir  d'ailleurs 
limiter  d'avance,  en  aucune  manière,  les  problèmes  et  les  méthodes  de 
recherche),  que  le  Circula  Mntemalico  di  Palermo,  conformément  aux 
intentions  du  fondateur  du  prix,  décernera  la  «  mkhaii.i.k  «uocia  »  à  un 
mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  h  la  théorie  des  courbes  gauches 
algébriques. 

Dans  le  cas  où.  parmi  les  travaux  envoyés  au  concours,  aucun  mémoire 
relatif  à  la  théorie  ci-dessus  ne  serait  trouvé  digne  du  prix,  celui-ci  pourra 
être  adjugé  à  un  mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des 
surfaces,  ou  autres  variétés,  algébriques. 

Les  mémoires  destinés  au  concours  devront  être  :  inédits,  rédigés  eu 
italien,  nu  français,  allemand,  anglais  et  écrits  (sauf  les  formules)  avec  la 
machine  à  écrire.  Munis  d'une  épigraphe,  ils  devront  parvenir,  en  trois 
exemplaires,  au  Président  du  Circolo  Materna tico  di  Palermo  avant  le  le  juil- 
jet  1907,  accompagnés  d'un  pli  cacheté  contenant  sur  l'enveloppe  l'épigraphe 
adoptée  et  h  l'intérieur  le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Le  mémoire  cou- 
ronné sera  inséré  dans  les  «  Rendiconti  »,  ou  autre  publication,  du  Circolo 
Matematico  di  Palermo.  I/auteur  en  recevra  200  tirages-à-part. 

Dans  le  cas  où  aucun  des  mémoires  présentés  au  concours  ne  rerail  trouvé 
digne  du  prix,  celui-ci  pourra  être  adjugé  à  un  mémoire,  sur  les  théories 
ci-dessus,  qui  aura  été  publié  après  la  publication  de  ce  programme  et  avant 
le  I"  juillet  1907. 

Le  j)rix  sera  décerné  par  le  Circolo  Matematico  di  Palermo  conformément 
à  la  décision  d'une  Commission  internationale  de  trois  membres,  composée 
de  MM.  Max  Nokther  (Krlangen).  IIe.nri  Poincark  (F'aris)  et  Corrado  Skgrf 
riurin). 

J^a  lecture  du  rapport  de  la  Commission,  ainsi  que  la  proclamation  du 
nom  du  savant  couronné  et  I  attribution  du  prix,  auront  lieu  à  Rome,  en  1908, 
dans  une  des  séances  du  IV«*  Congrès  Intfrnational  des  Mathématiciens. 


Monument  au  mathématicien  Véga. 

l'iie  souscription  '  est  ouverlo  à  Laihaoh  lAutrîche^  pour  Térec- 
tion  d'un  monument  à  la  mémoire  du  mathématicien  Véc.a  (175'i- 
1804)  auteur  de  Tables  de  logarithmes. 

Mais  V^éga  n'a  pas  seulement  été  Tauteur  d'une  Table  de  loga- 


'  Envoyer  Ioh  don»  \\  M.  le  (Capitaine  Joh.  Kramarhic,  Inf.  Itog.  27,  à  Laihach,  Autriche 
ou  îi  M.  le  Prof.  KraKcr,  W"stendslr.  57,  Karisruho,  AUemagno. 
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rithmos  qui  en  est  aujourd'hui  ù  sa  80**  édition,  il  a  laissé,  en 
outre,  plusieurs  traités  de  mathématiques  qui  ont  atteint  un 
j^rand  nombre  d'éditions  et  dont  Tun  d'eux  est  resté  en  usaj^e  à 
TEcoie  d'Artillerie  pendant  plus  d'un  demi-siècle.  Véjra  est  pré- 
cisément l'un  des  premiers  qui  ait  compris  la  nécessité  d'intro- 
duire une  forte  culture  scientifique  dans  les  écoles  militaires.  Il 
est  également  le  premier  qui,  en  Autriche,  ait  fait  de  la  propa- 
gande en  faveur  du  système  métri<jue  pour  les  poids  et  mesures. 
Xous  empruntons  ces  quelques  renseignements  à  l'intéressante 
étude  biographique  de  M.  le  Capitaine  Fridolin  Katcic,  intitu- 
lée Georg  Freiherr  {>on  VegUy  2'*'  verbesserte  illustrierle  Aullage 
'58  p.),  Vienne  1904.  On  \'  trouvera  non  seulement  un  aperçu  de 
la  carrière  scientifique  de  Véga,  mais  aussi  de  très  belles  pages 
consacrées  à  sa  carrière  militaire  qui  fVit  des  plus  brillantes. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Prix  dkcekxés.  —  Dans,  la  séance  publique  annuelle  du  ii)  dé- 
cembre, l'Académie  a  décerné  les  prix  dans  la  liste  desquels  nous 
signalons  les  suivants  ayant  trait  aux  Sciences  mathématiques. 

Grand  prix  des  Sciences  mathématiques,  —  Le  prix  n'est  pas 
décerné. 

Prix  Bordin.  —  Le  prix  n'est  pas  décerné  intégralement;  un 
]>rix  de  2000  fr.  a  été  attribué  à  M.  Sehvaxt. 

Prix  Vaillant.  —  Le  prix  est  partagé  entre  MM.  Borel  *»t  Bri- 
CARD.  L'Académie  avait  proposé  le  sujet  suivant:  Détermination 
et  Etude  de  tous  les  déplacements  d'une  figure  invariable  dans 
lesquels  les  différents  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes 
sphériques. 

Prix  Francautr,  —  M.  L.  Lemoink,  pour  l'ensemble  de  ses  Ira- 
vaux  de  Géométrie. 

Prix  Poncelet,  —  M.  D.  Axdrk,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux 
sur  l'Analyse  combinatoire. 

Prix  Montyon,  —  M.  G.  Richard,  Ingénieur  civil  des  Mines,  pour 
l'ensemble  de  ses  travaux  relatifs  à  la  Mécanique. 

PrLr  Lalande.  —  M.  S.-\V.  Burnham,  pour  ses  travaux  sur  les 
étoiles  doubles. 

Prix  Valz.  —  M.  de  Campos  Hodrigues,  directeur  de  l'Observa- 
toire royal  astronomique  de  Lisbonne.  Détermination  de  la  Paral- 
laxe solaire  au  moyen  de  la  planète  Eros.  Autres  recherches  sur  la 
détermination  d'ascensions  droites  d'un  groupe  d'étoiles;  obser- 
vations pendant  l'opposition  de  1002,  sur  la  planète  Mars. 

Médaille  Janssen,  —  M.  IIanskv,  pour  l'ensemble  de  ses  obser- 
vations. 

Prix  Hébert,  —  M.  G.  (Claude,  pour  son  ouvrag<»,  V  »  Electricité 
â  la  portée  de  tout  le  monde  ». 
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Prix  Hughes.  —  M.  le  Lieuteiiant-Colonol  E.  AniÈs,  pour  ses 
publications  sur  la  Théorie  de  la  chaleur  et  la  Statique  chimique. 

Pria:  Kaslnei'-BourHault.  —  M.  le  Capitaine  Fkruié,  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux  relatifs  aux  conditions  les  plus  favorables 
des  appareils  destinés  à  la  Télégraphie  sans  fil,  et  pour  ses  nom- 
breuses expériences. 

PrLx  LeconU\  —  M.  René  Blondlot,  Correspondant  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy, 
pour  Tensemble  de  ses  travaux. 

Prijv  Saintoitr.  —  M.  (].  Frémont,  pour,  1"  ses  expériences  sur 
la  définition  pratique  de  la  limite  d'élasticité  des  métaux;  2**  ses 
expériences  sur  la  détermination  approchée  de  la  pression  maxi- 
mum produite  par  un  choc,  et  des  applications. 

PrLr  Montyon  (Statistique).  —  Le  prix  est  partagé  entre  MM.  V. 
LowENTHAL  et  P.  Razous.  Des  mentions  sont  accordées  à  MM.  H. 
GuÉ<;o,  E.  Maury  et  Ott. 

Prix  Laplacc,  —  Œuvres  de  M.  Laplace  remises  à  M.  Lkaltk, 
sorti  premier  de  l'Ecole  polytechnique  et  entré,  en  qualité  d'élève 
ingénieur,  à  l'Ecole  nationale  des  Mines. 

Prix  Félix  l{i\>ot.  —  Partagé  entre  MM.  Lkautk  et  Dubois,  entrés 
premiers  à  l'Ecole  nationale  des  Mines  et  MM.  Hecker  et  Lk  Ver- 
rier, entrés  premiers  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées. 

Prix  proposés.  —  Prix  Francœur  (1905;  1000  fr.i.  —  Découver- 
tes utiles  au  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appli- 
quées. 

Prix  Poncelet  (2000  fr.).  —  Pour  l'Ouvrage  le  plus  utile  aux  Ma- 
thématiques appliquées. 

Grand  prix  des  Sciences  mathématiques  (1906;  3000  fr.).  —  Per- 
fectionner, en  quelque  point  important,  l'étude  de  la  convergence 
des  fractions  continues  algébriques. 

Prix  Bordin  (1907;  3000  fr.).  —  Reconnaître  d'une  manière  gé- 
nérale si  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  algébrique  peu- 
vent s'exprimer  en  fonctions  abéliennes  de  deux  paramètres,  de 
telle  sorte  qu'à  tout  point  de  la  surface  corresponde  plus  d'un  sys- 
tème de  valeurs  des  paramètres  (aux  périodes  près).  Etudier  en 
particulier  le  cas  où  l'équation  de  la  surface  serait  de  la  forme 

z^  =  f[x,  y] 

/"étant  un  polynôme,  et  donner  des  exemples  explicites  de  telles 
surfaces. 

Prix  Vaillant  (1907;  4000  fr.).  —  Perfectionner,  en  un  point  im- 
portant, le  problème  d'Analyse  relatif  à  l'équilibre  des  plaques 
élastiques  encastrées,  c'est-à-dire  le  problème  de  l'intégration  de 
l'équation 
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avec  les  conditions  que  la  fonction  u  et  sa  dérivée  suivant  la  nor- 
male au  contour  de  la  plaque  soient  nulles.  Examiner  plus  spé- 
cialement le  cas  d'un  contour  rectangulaire. 

PrLr  Montyon  (1905;  700  fr.i.  —  Invention  ou  perfectionnement 
d'Instruments  utiles  aux  progrès  de  TAgriculture,  des  Arts  méca- 
niques ou  des  Sciences. 

Prix  Fourneyvon  (1905;  1000  fr.i.  —  Etude  théorique  ou  expé- 
rimentale des  turbines  à  vapeur. 

Prix  Pierre  Guzninn  (100,000  fr.).  —  Communiquer  avec  un  astre 
autre  que  Mars.  —  l^es  intérêts  du  capital  non  décerné  s'accumu- 
lent et  forment  un  prix  quinquennal  qui  sera  décerné,  s'il  y  a  lieu, 
en  1905,  à  un  travail  faisa^ij,  progresser  l'Astronomie. 

Prix  Lalande  (560  fr.).  —  Observation,  mémoire  ou  travail  le 
plus  utile  aux  progrès  de  l'Astronomie. 

Prix  Valz  (460  fr.).  —  Observation  astronomique  la  plus  inté- 
ressante de  l'année. 

Prix  G.  de  Pontécoulant  (700  fr.U  —  Recherches  de  Mécanique 
céleste. 

Prix  Damoiseau  (2000  fr.).  —  Les  comètes  à  orbites  hyperboli- 
ques étaient-elles  telles  avant  leur  entrée  dans  le  système  solaire? 

Prix  Janssen.  —  Médaille  d'or  ;  progrès  important  en  Astrono- 
mie physique. 

Faculté  des  Sciences  de  Paris  ;  thèses  soutenues  en  1904. 

Thèses  soutenues  en  1904  en  vue  du  Doctorat  es  sciences  mathé- 
matiques. 

A.  Doctorat  cTEtat,  —  1.  d'ADHÉMAR  (M.  R.)  :  Sur  une  classe 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  du  type  hy- 
perbolique, à  3  ou  4  variables  indépendantes.  (Soutenue  le  23  avril.) 

2.  Bernstein  (Serge)  :  Sur  la  nature  analytique  des  solutions  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (Soutenue  le 
10  juin  1904.) 

3.  EscLANf;oN (Ernest)  :  Les  fonctions  quasi-périodiques.  (Soute- 
nue le  25  juin  1904.) 

4.  PoTRON  :  Le  groupe  d'ordre/^*.  (Soutenue  le  28  juin  1904.) 

B.  Doctorat  d*Uni%^ersitè.  —  1.  Vandeuren  (Pierre)  :  Théorie  des 
champs  continus  bilinéaires.  (Soutenue  le  24  juin  1904.) 

2.  Dumas  (Gustave)  :  Sur  les  fonctions  à  caractère  algébrique 
dans  le  voisinage  d'un  point  donné.  (Soutenue  le  29  juin  1904.) 

Notre  enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens. 

La  collaboration  de  nombreux  mathématiciens,  appartenant  aux 
divers  pays  où  se  cultivent  les  sciences  exactes,  donne  à  notre  en- 
quête un  intérêt  qui  surpasse  nos  espérances  premières.  Les  ré- 
ponses, très  développées  pour  la  plupart,  constituent  des  docu- 
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inents  proroiidéiiieiil  instructifs  dont  nous  ferons  bénéficier  nos 
lecteurs.  Nous  nous  empressons  d'exprimer  notre  vive  reconnais- 
sance à  tous  ceux  qui  n'ont  pas  reculé  devant  la  longueur  du  ques- 
tionnaire. Nous  comptons  recevoir  encore  des  réponses  et  nous 
ne  saurions  trop  engager  ceux  de  nos  lecteurs  qui  n'ont  pas  encore 
répondu,  de  bien  vouloir  nous  retourner  le  questionnaire*  le  plus 
tùt  possible.  Il  semble  en  eflFet  que,  par  suite  d'une  fausse  modes- 
tie, bien  des  lecteurs  hésitent  encore  à  répondre.  Mais  nous  leur 
rappelerons  que  la  collaboration  de  tous  les  mathématiciens,  depuis 
les  simples  professeurs  de  mathématiques  élémentaires  jusqu'aux 
savants  des  grandes  Universités  et  Académies  nous  est  également 
utile. 

Le  dépouillement  de  l'enquête  est  \\\\  travail  qui  exige  beaucoup 
de  soinrt  le  concours  de  plusieurs  personnes.  Nous  prions  donc 
nos  lecteurs  de  bien  vouloir  prendre  quelque  peu  patience. 

liA  RÉDACTION'. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  BoKHM,  priva t-docenl,  est  nommé  professeur  extr.  à  l'Uni- 
versité de  Heidelberg. 

M.  A.  DoMMEH,  prof,  extr.,  est  nommé  professeur  ord.  à  l'Uni- 
versité de  Lausanne. 

M.  J.  GkCnwald  est  admis  en  qualité  de  privat-docent  de  mathé- 
matiques à  l'Université  de  Vienne. 

M.  F.  JrxG  est  admis  en  qualité  de  privat-docent  de  mécanique 
à  l'Rcole  technique  supérieure  allemande  de  Prague. 

M.  Kneskh  a  accepté  un  appel  en  qualité  de  professeur  or<L 
à  l'Université  de  Breslau  en  remplacement  de  M.  London. 

M.  G.  KowALEWSKi,  de  l'Université  de  Greifswald,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Bonn. 

M.  IjIEbmaxx,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extr.  à  l'Uni- 
versité de  Leipzig. 

M.  F.  London,  de  l'Université  de  Breslau,  est  nommé  professeur 
<»xtr.  à  l'Université  de  Bonn  en  remplacement  de  M.  Hefîter. 

M.  LossiKR  est  admis  en  qualité  de  privat-docent  de  statique 
graphique  à  TRcole  polytechnique  fédérale  de  Zurich. 

M.  RussjAN  est  nommé  professeur  ord.  de  mécanique  à  l'Kcole 
technique  supérieure  de  Lemberg. 

M.  Th.  Vahlen,  de  l'Université  de  Konigsberg,  est  nojnmé  pro- 
fesseur extraordinaire  à  l'Université  de  Greifswald. 

M.  Vieille  est  nommé  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris,  Section  de  mécanique,  en  remplacement  de  M.  Sarrau,  dé- 
cédé. 


*  DomandcT  le  qiicslioniiiiiri'  à  l'un  des  rédacteurs  ou  à  l'un  des  éditeurs. 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Sous  ce  litre  nous  publions  des  renseigne iiienl s  relatifs  à  rorgauisalion  de 
de  l'enseignement  :  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  Rédaction. 


Le  Séminaire  d^Histoire  des  mathématiques  à  l'Ecole  poljrtechnique 

de  Munich. 

A  la  suite  d'une  communication  que  j'ai  présentée  au  Con</rès 
international  des  mathématiciens  à  Heidelberg,  la  Rédaction 
de  Y  Enseignement  mathématique  m'a  prié  de  lui  adresser  quel- 
ques notes  sur  l'organisation  du  Séminaire  d'Histoire  des  mathé- 
matiques que  j'ai  inauguré,  en  1894,  à  l'Ecole  polytechnique  de 
Munich. 

Il  s'agit  d'un  Séminaire  de  deux  heures  par  semaine^  consacrées 
à  des  entretiens  sur  des  sujets  nouveaux.  L'un  des  étudiants  fait 
une  conférence  sur  une  question  que  je  lui  ai  donnée  plusieurs 
semaines  à  l'avance  et  qu'il  traite  par  écrit.  La  conférence  est  sui- 
vie d'une  discussion  qui  permet  de  corriger  la  forme  et  le  fond  et 
de  compléter  la  bibliographie.  Le  travail  des  recherches  biblio- 
graphiques est  généralement  fait  par  moi-même,  parce  que  les 
étudiants  ne  le  possèdent  pas  encore  suffisamment.  Quelquefois  je 
présente  moi-même  une  conférence  sur  des  sujets  récents  ou  sur 
des  recherches  que  j'ai  développées  dans  un  article  spécial. 

Depuis  1899  j'ai  arrangé  des  cycles  de  confèrencesy  embrassant 
deux  semestres,  he  premier  cycle  traita  de  l'histoire  de  la  quadra- 
ture du  cercle  depuis  les  temps  les  plus  reculés  jusqu'à  nos  jours; 
le  second  cycle  eut  pour  sujet  l'histoire  des  origines  du  calcul 
infinitésimal.  Il  commença  de  l'antiquité  et  finit  avec  l'invention 
de  Newton  et  Leibniz.  Le  troisième  cycle  donna  l'histoire  du 
Calcul  différentiel  et  intégral  depuis  Newton  et  Leibniz  jusqu'à 
Gauss,  le  quatrième  traita  de  l'histoire  de  la  Géométrie  dans  les 
seizième  et  dix-septième  siècles  et  tout  spécialement  de  l'origine 
de  la  Géométrie  analytique.  Enfin  le  cinquième  cycle  développa 
l'histoire  des  séries  infinies  de»puis  Mercator  et  Newton  jusqu'à 
nos  jours. 

Les  plus  avancés  de  mes  élèves  ont  déjà  publié  quelques  petites 
Notes  sur  des  ({uestions  nouvelles.  C'est  le  cas  des  mémoires  de 
MM.  Heinkich,   Hallkr,  BjOrnbo,    Kl tta   et  principalement   des 
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beaux  travaux  de  M.  Wallnek  sur  Torigine  du  Calcul  infinitésimal. 
Ces  mémoires  ont  paru  dans  la  Bibliotheca  mathematica  de  M.  G. 
KnestrÔm,  et  ils  ont  été  présentés,  en  partie,  dans  les  conférences 
de  mon  Séminaire.  A.  v.  BraunmChl. 


FRANCE 

LA   RÉFORME  DES  PROGRAMMES  D'ADMISSION 

AUX  GRANDES  ÉCOLES  < 

II.  Programme  de  la  classe  de  mathématiques  spéciales^. 

Le  ministre  de  Tinstruction  publique  et  des  beaux-arts, 
Sur  la  proposition  de  la  commission  interministérielle  instituée 
par  arrêté  du  3  août  1903, 

Arrête  ainsi  qu'il  suit  le  programme  de  la  classe  de  mathéma- 
tiques spéciales  : 

Mathématiques. 

A.    ALGJ^BRE    ET    ANALYSE 

Nombres  incommcnsurablos.  —  Notion  d«  coupure. 

Division  des  polynômes  entiers.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  poly- 
nômes f  [x]  et  g  (a)  de  degrés  respectifs  p  ei  q  aient  un  diviseur  commun 
de  degré  n  est  qu'il  existe  deux  polynômes  A  et  B  de  degrés  respectifs  p — n 
et  q — n  tels  que  l'on  ait; 

Xg(x)  +  Bf{x)=0. 

Arrangements,  permutations,  combinaisons  sans  répétition. 

Formule  du  binôme  dans  )e  cas  de  l'exposant  entier  et  positif. 

Calcul  des  valeurs  arithmétiques  des  radicaux,  —  Exposants  fractionnaires 
et  négatifs.  (On  réservera  pour  la  définition  de  a^  le  cas  de  l'exposant  in- 
commensurable.) 

Déterminants.  —  Définition,  développement  suivant  les  éléments  d'une 
même  ligue.  —  Echange  des  lignes  avec  les  colonnes.  —  Permutation  de 
deux  colonnes  ou  de  deux  lignes.  —  Addition  de  lignes  ou  de  colonnes.  — 
Produit  de  deux  déterminants.  —  Résolution  d'un  système  d'équations 
linéaires  '. 


^  La  Première  Partie t  consacré  ou  Rapport  de  M.  Appell,  a  été  publiée  dans  L'Etis.  math,  du 
15  novembre  1904,  p.  485  et  suivantes. 

*  Extrait  du  Journal  officiel  du  27  juillet  1904. 

En  s'inspirant  de  co  nouveau  programme  la  Hevue  de  Mathématiques  spéciales  (Rédacteur  en 
chef:  M.  E.  Humbkrt,  Paris)  a  élabore  un  programme,  qu'elle  publie  dan»  son  numéro  de 
décembre  1904,  et  qui  difTère  en  plusieurs  points  du  nouveau  programme.  Tout  on  tenant 
compte  des  applications,  elle  donne  plus  de  détails  dans  les  développements  thiH>rique8  de 
quelques  chapitres.  Nous  reproduirons  co  projet  dans  un  prochain  numéro. 

'  Les  élèves  devront  être  exercés  n  la  résolution  dos  équations  numériques  sans  employer 
les  déterminants. 
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Formes  linéaires  et  homogènes  à  deux,  trois  ou  quatre  variables.  —  Con- 
ditions d'indépendance. 

Nombres  complexes.  —  Formule  de  Moivre. 

Séries.    —   Séries   à   termes   positifs  ;    caractères  de  convergence   ou   de 

divergence  tirés  de  Tétude  des  expressions     *  "^      ,    i/J^  nf  u        —  Séries 

absolument  convergentes.  —  Convergence  des  séries  à  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  dont  le  terme  général  décroit  constamment  en 
valeur  absolue  et  tend  vers  zéro. 

Exemples  numériques. 

Fonctions.  —  Fonctions  d'une  variable  réelle,  représentation  graphique, 
continuité.  —  Définition  et  continuité  de  la  fonction  exponentielle  et  de  la 
fonction  logarithmique.  Limite  de 
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quand  m  grandit  indéfiniment  en  valeur  absolue.  —  Dérivée  d'une  fonction  : 
pente  de  la  courbe  représentative.  —  Dérivée  d'une  somme,  d'un  produit, 
d'un  quotient,  d'une  puissance  entière,  d'une  fonction  de  fonction.  —  Déri- 
vées des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses.  —  Dérivées  de  ax  et  do  log  x 
(logarithmes  vulgaires  et  logarithmes  népériens).  —  Usage  des  tables  de 
logarithmes  et  de  la  règle  a  calcul. 

Théorème  de  Rolle,  formule  des  accroissements  finis,  représentation 
graphique. 

Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes,  dérivées  partielles, 
formule  des  accroissements  finis.  —  Dérivée  d'une  fonction  composée.  — 
Dérivée  d'une  fonction  implicite.  (On  admettra  sans  démonstration  l'existence 
de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée.) 

Emploi  de  la  dérivée  pour  l'étude  de  la  variation  d'une  fonction  :  mazima 
et  minima. 

Ponctions  primitives  d'une  fonction  donnée,  leur  représentation  par  l'aire 
d'une  courbe. 

Fonction  définie  par  une  série  entière  en  x  à  coefficients  réels.  —  Inter- 
valle de  convergence.  —  Addition  et  multiplication.  —  A  l'intérieur  de  l'in- 
tervalle de  convergence,  on  obtient  la  dérivée  ou  les  fonctions  primitives  de 
la  fonction  en  prenant  la  série  des  dérivées  ou  des  fonctions  primitives.  (On 
ne  s'occupera  pas  de  ce  qui  se  passe  aux  extrémités  de  l'intervalle.) 

Exemples  :  développements  en  série  de 

îér^  ■•  rpp  :  »■•«  *»"K  *  ;  L  (1  -  «)  :  L  J^  . 

Série  exponentielle,  série  du  binôme;  les  équations 

/  =  j  et  /  (i-\-x)  =z  m  y 

permettent  de  déterminer  les  sommes  de  ces  deux  séries.  —  Développements 
en  série  de  a^  ;  arc  sin  x. 
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Formules  de  Mac  Laurin  el  de  Taylor  : 

/•(«  +^)  =/•(«)  +  -  /•'  (a)  +  _  /•"  (a)  +  .  . .  .  +  fxr„  /■(")  («  +  «  -r). 

Développements  en  série  de  siu  x  et  de  cos  x. 

Application  de  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  du  quotient  de  deux  fonc- 
tions de  X  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  X',  cas  où  les  deux 
fonctions  de  x  s'annulent  pour  cette  valeur.  — Diverses  formes  d'indétermi- 
nation. 

Croissances  de  e^  et  \aX  comparées  à  celle  de  j*"».  Application  à  la  recher- 

che  de  la  limite  de   pour  x  infini  el  de  jr'«Ljr  pour  t  nz  0. 

Fonctions  e-  ,  cos  s,  sîn  z  pour  z  complexe.  —  Egalités  : 

<?-  X  «*'  =  e*  +  -'.  e^  +  *y  =r  e^  (cos  y  -1-  i  sin  v). 

Sinus  et  cosinus  hyperboliques,  leurs  relations  avec  le  sinus  et  le  cosinus 
ordinaires. 

Propriétés  générales  des  équations  algébriques.  —  Nombre  des  racines 
d'une  équation.  —  Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines.  —  Toute 
fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  s'exprime  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients.  —  Elimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
nn  moyen  des  fonctions  symétriques. 

Propriétés  spéciales  des  équations  à  coefficients  réels.  —  Racines  imagi- 
naires conjuguées.  —  Indications  que  fournissent  les  signes  des  résultats 
de  la  substitution  de  deux  nombres  réels. 

Conditions  pour  qu'une  équation  ait  des  racines  égales.  —  Recherche  des 
racines  conimcusurables. 

Théorème  de  Descaries. 

Infiniment  petits,  —  infiniment  petits  équivalents.  —  Ordre  relatif  de 
deux  infiniment  petits.  —  Valeur  principale.  —  Exemples. 

Différentielle  première  d'une  fonction  d'une  variable. 

Différentielle  totale  d'une  fonction  f{x,  v»--.)  définie  par  la  formule  : 

df=r:,dx  +  rydy  + 

'l'ransi'ormation  de  cette  expression   lorsqu'on  remplace  jr,  j, par  des 

fonctions  d'autres  variables. 

Intégrales.  —  L'aire  d'un  segment  de  courbe  est  la  limite  de  la  somme 
des  rectangles  inscrits;  emploi  des  symboles  : 


\f  {x)  (t  X  ■        Jj-  (X}  d  X. 


Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  —  Changement  de  la 
variable.  —  Intégration  par  parties. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simpl»»s.  —  Intégra- 
tion des  différentielles  rationnelles  en  x  et  de  celles  qui  s'y  ramènent. 

Application  des  quadratures  à  la  rectification  des  courbes,  au  calcul  d'un 
volume  décomposé  en  tranches  par  des  plans  parallèles,  à  l'évaluation  de 
l'aire  d'une  surface  de  révolution  et  au  calcul   des   moments    d'inertie   du 
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cylindre  de  révolulion,  do  la  sphère,  et  du  parallélipipède  par  rapport  à 
leurs  axes  de  symétrie.  —  Aires  et  volumes  des  solides  de  la  géométrie 
élémentaire. 

Intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  : 

i^  Dans  le  cas  où  les  variables  se  séparent  immédiatement  ; 

2o  Dans  le  cas  où  l'équation  est  linéaire. 

Intégration  de  l'éqnation  difTércutielle  linéaire  du  second  ordre  à  ruefTi- 
cients  constants  sans  second  membre;  cas  où  le  second  membre  est  un 
polynôme  ou  une  somme  d'exponentielles  de  la  forme  Aef-^. 

Résolution  numérique  des  équations  algébriques  ou  transcendantes.  — 
Méthode  d'approximation  de  Newton  et  méthode  des  parties  proportion- 
nelles établies  par  des  considérations  géométriques.  -—  Extension  de  la 
méthode  de  Newton  à  la  résolution  numérique  de  deux  équations  simultanées 
qu'on  remplacera  par  deux  équations  linéaires  approchées. 

Calcul  approché  d'une  intégrale  définie  par  la  méthode  des  trapèzes. 

II.    TRIGONOMÉTRIE 

Fonctions  circulaires.  —  Angles  correspondant  à  une   fonction  circMilaire. 

Théorème  des  projections. 

Relations  entre  les  fonctions  circulaires  d'un  même  angle.  —  Formules 
relatives  à  l'addition,  à  la  soustraction,  h  la  multiplication  et  à  la  division 
des  angles. 

Divisions  sexagésimale  et  centésimale  de  la  circonférence.  (On  fera  usage 
de  tables  trigonométriques  centésimales  à  cinq  décimales.) 

Résolution  des  triangles  rectilignes. 

Résolution  trigonométriquc  de  l'équation  binôme. 

Formule  fondamentale  do  la  trigonométrie  sphériquo  : 

Cos  a  ■=  Cos  h  Cos  c  -j-  Sin  /-»  Sin  c  (^os  A. 

III.    —  GÉO.MÉTRII-:    ANAI.YTIQI'K 

1"  Géométrie  plane. 

Constructions  d'expressions  algébriques.  —  Homogénéité. 

Coordonnées  rectilignes.  —  Représentation  d'une  ligne  par  une  équation. 

—  Formules  de  transformation  des  coordonnées  rectilignes.  Ordre  d'une 
courbe  algébrique.  Distance  de  deux  points. 

Ligne  droite.  —  Equation  de  la  ligne  droite.  Problèmes  simples  relatifs  à 
sa  détermination.  —  Formules  donnant  la  distance  d'un  point  à  une  droite 
et  la  tangente  de  l'angle  de  deux  droites,  en  supposant  les  a.xes  rectangu- 
laires. Applications.  —  Notions  succinctes  sur  les  points  ii  l'infini  au  moyen 
des  coordonnées  homogènes  et  sur  les  éléments  imaginaires.  —  Relation 
faomographique;  relation  involutive;  rapport  anharmonique  de  quatre  nom- 
bres. Application  an  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
«t  de  quatre  droites  appartenant  à  un  même  faisceau  linéaire. 

Cercle. 

Lieux  géométriques. 

Courbes  dont  l'équation  est  résolue  ou  résoluble  par  rapport  à  l'une  des 
coordonnées.  Tracé.  —  Equation  de  la  tangente  en  un  point;  sous-tangcnte. 

—  Normale;   sous-normale.    —  Concavité;  convexité;  points  d'inflexion.  — 
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Asymptoles.  —  Application  à  des  exemples  simples  et  eo  particulier  à  des 
coniques  et  à  des  courbes  dont  l'équation  est  du  second  degré  par  rapport 
à  l'une  des  coordonnées. 

Courbes  définies  par  l'expression  des  coordonnées  d'un  de  leurs  points 
en  fonction  d'un  paramètre.  —  Tracé.  —  Exemples  numériques.  —  Les 
courbes  du  second  ordre  et  celles  du  troisième  ordre  à  point  double  sont 
unicursalcs. 

Courbes  définies  par  une  équation  implicite.  —  Equatiou  de  la  tangente 
et  de  la  normale  en  un  point.  —  Tangentes  à  l'origine  dans  le  cas  où  l'ori- 
gine est  un  point  simple  ou  un  point  double'.  Recherche  des  asymptotes  sur 
des  exemples  numériques  do  courbes  du  second  et  du  troisième  ordre. 

Courbure.  —  Em'eloppes.  —  Développées. 

Intersection  d'une  courbe  algébrique  donnée,  détinie  par  une  équation 
entière  et  homogène  :  f  (jr,  y,  s.)  =  0,  avec  une  droite  arbitraire  menée  par 
un  point  quelconque  donné  sur  cette  courbe;  point  simple;  tangente  en  ce 
point.  Cas  particulier  où  le  point  est  rejeté  à  l'infini  :  asymptote  définie 
comme  tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 

Courbes  du  second  ordre.  —  Division  en  trois  genres  d'après  la  nature 
des  points  à  l'infini;  asymptotes.  —  Etablir  les  différentes  formes  réduites 
que  peut  prendre  i'équatiou  d'une  conique  en  appliquant  la  méthode  de 
décomposition  en  carrés  à  des  exemples  numériques;  figurations  géométri- 
ques correspondantes.  —  Condition  pour  que  deux  points  soient  conjugués 
par  rapport  à  une  conique  ;  polaire  d'un  point.  —  Condition  pour  que  deux 
droites  soient  conjuguées;  pôle  d'une  droite. 

Centres  ;  diamètres  ;  directions  conjuguées  ;  diamètres  conjugués.  — 
Directions  principales  et  axes  de  symétrie  en  supposant  les  coordonnées 
rectangulaires.  —  Recherche  des  formes  réduites  ;  calcul  des  coefficients 
des  formes  réduites  dans  le  cas  où  les  coordonnées  sont  rectangulaires. 

Foyers  d'une  courbe  du  second  ordre.  —  Directrices.  —  Excentricité.  — 
Paramètre.  —  Recherche  des  foyers  et  des  directrices  sur  les  équations 
réduites  en  coordonnées  rectangulaires. 

Equation  trinôme  :  j*  :=.  Ipx  -j-  qx^^  commune  aux  trois  courbes  du  se- 
cond ordre. 

Etude  des  courbes  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites.  —  Inter- 
section avec  une  droite  ;  condition  de  contact;  problèmes  simples  relatifs 
aux  tangentes.  —  Propriétés  focales  et  tracés  qui  en  résultent;  tangente  et 
normale.  —  Questions  relatives  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole;  diamètres;  cordes 
supplémentaires;  diamètres  conjugués;  théorèmes  d'Apollonius.  —  Tracés 
spéciaux  pour  l'ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale  du  cercle. 
—  Propriétés  spéciales  de  l'hyperbole  relativement  aux  asymptotes.  —  Pro- 
priétés spéciales  de  la  parabole  relativement  aux  diamètres,  à  la  sous- 
tangente  et  à  la  sous-normale. 

Homothétie. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou  de  quatre  tangentes  sur  une 
conique.  —  Divisions  homographiques  et  divisions  en  involution  sur  une 
conique. 

Deux  coniques  ont,  en  général,  quatre  points  communs  réels  ou  imagi- 
naires à  distance  finie  ou  infinie.  —  Notions  succinctes  sur  les  coniques 
appartenant  au  faisceau  linéaire  ponctuel  défini  par  deux  coniques  données; 
les  coniques  de  ce  faisceau  découpent  sur  une  droite  quelconque  deux  divi- 
sions en  involution. 


NOTES  ET  DOCUMENTS  71 

Coordonnées  polaires, —  Leur  transforni<ition  en  coordonnées  rectilignes. 

Equation  de  la  ligne  droite. 

Construction  des  courbes;  tangentes.  —  Asymptotes.  —  Applications 
(on  se  bornera  au  cas  ou  l'équation  est  résolue  par  rapport  au  rayon  vecteur). 
—  Cas  des  coniques. 

2.   Géométrie  dans  V espace. 

Coordonnées  rectilignes.  —  Représentation  d'une  surface  par  une  équa- 
tion; représentation  d'une  ligne  par  deux  équations  simultanées.  —  Formule 
qui  donne  le  cosinus  de  Tangle  de  deux  directions  en  supposant  les  coor- 
données rectangulaires.  —  Formules  de  transformation  des  coordonnées 
rectilignes;  formules  d'Euler.  —  Ordre  d'une  surface  algébrique.  —  Distance 
de  deux  points. 

Ligne  droite  et  plan.  —  Equation  du  plan;  équations  de  la  droite.  — 
Problèmes    simples   relatifs   à   leur  détermination  et  à  leurs  intersections. 

Formules  donnant  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  ou  de  deux  plans, 
la  distance  d'un  point  à  un  plan,  d'un  point  à  une  droite  et  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites,  en  supposant  les  axes  rectangulaires.  —  Applica- 
tions. —  Notions  succinctes  sur  les  points  à  l'infini  à  l'aide  des  coordonnées 
homogènes  et  sur  les  éléments  imaginaires.  —  Rapport  anharmonique  de 
quatre  plans  appartenant  à  un  même  faisceau  linéaire. 

Sphère.  (Coordonnées  rectangulaires). 

Courbes  gauches.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur.  —  Courbure.  —  Appli- 
cations à  l'hélice  circulaire. 

Surfaces  en  général.  —  Plan  tangent;  normale.  —  Marche  à  suivre  pour 
trouver  l'équation  d'une  surface  définie  géométriquement.  Ai)plication  aux 
cylindres,  aux  cônes  et  aux  surfaces  de  révolution. 

Surfaces  du  second  ordre.  —  Intersection  d'une  surface  du  second  ordre 
donnée  avec  une  droite  arbitraire  menée  par  un  point  quelconque  donné  sur 
cette  surface;  point  simple;  plan  tangent  en  ce  point;  son  intersection  avec 
la  surface.  —  Cas  où  le  point  est  à  l'infini;  plan  asymptote  défini  comme 
plan  tangent  en  ce  point.  —  Classification  des  surfaces  du  second  ordre 
d'après  la  nature  des  points  à  l'infini. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  surface  du  second  ordr<î 
possède  un  ou  plusieurs  points  doubles  à  distance  finie  ou  infinie. 

Etablir  les  différentes  formes  réduites  que  peut  prendre  l'équation  d'une 
surface  du  second  degré  en  appliquant  la  méthode  de  décomposition  en 
carrés  à  des  exemples  numériques  ;  formes  géométriques  des  surfaces 
correspondantes.  —  Condition  pour  que  deux  points  soient  conjugués  par 
rapport  à  une  surface  du  second  ordre;  plan  polaire  d'un  point.  —  Condi- 
tion pour  que  deux  plans  soient  conjugués  ;  pôle  d'un  plan.  —  Droites 
conjuguées.  —  Centres;  plans  diamétraux;  directions  conjuguées;  diamè- 
tres, diamètres  conjugués.  (Toutes  les  discussions  relatives  à  la  distribution 
des  plans  asymptotes,  des  centres,  des  plans  diamétraux  et  des  diamètres 
seront  faites  sur  les  formes  réduites.) 

Démontrer  que  dans  toute  surface  du  second  ordre  il  existe  au  moins  trois 
directions  conjuguées  rectangulaires  (en  coordonnées  rectangulaires);  calcul 
des  coefficients  des  carrés  des  variables  lorsqu'on  prend  des  axes  parallèles 
à  ces  directions;  calcul  des  autres  coefficients  des  formes  réduites  par  la 
translation  de  ces  axes. 
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Homothétie. 

Etude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites.  —  Condi- 
lion  de  contact  d'un  plan  avec  la  surface;  problèmes  simples  relatifs  aux 
plans  tangents. —  Normale. —  Propriétés  des  diamètres  conjugués;  théorè- 
mes d'Apollonius  pour  l'ellipsoïde  et  les  hyperboloïdes.  —  Sections  circu- 
laires. —  Génératrices  reclilignes.  —  Les  surfaces  du  second  ordre  sont 
unicursales. 

Variation  de  la  courbure  des  sections  normales  en  un  point  simple  d'une 
surface  (on  supposera  le  point  ù  l'origine  et  la  surface  tangente  au  plan 
•Toy).  —  Indicatrice.  —  Courbure  d'une  section  plane  quelconque  au  même 
point.  —  Théorème  de  Meusnier.  —  Surfaces  convexes,  surfaces  à  courbures 
opposées  en  un  point. 

IV.    MÉCANIQUE 

CiTSEMATiQUE  nu  POixT.  —  Mouvemcnl  rectiligne  d'un  point.  —  Relativité 
du  mouvement.  —  Vitesse,  accélération.  —  Mouvement  uniforme,  uniformé- 
ment varié,  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.  —  Vitesse.  —  Hodographe.  —  Vecteur  accélération. 

Accélérations  tangentiellc  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces,  des 
vitesses,  des  accélérations  tangentielles. 

Mouvement  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 
et  à  des  coordonnées  semi-polaires. 

Cinématique  d'un  sj'stème  invariable.  —  Translation.  —  Rotation  autour 
d'un  axe  fixe.  —  Mouvement  hélicoïdal. 

Changement  du  système  de  comparaison.  —  Composition  des  vitesses  ; 
composition  des  accélérations  bornée  au  cas  où  le  mouvement  du  système 
de  comparaison  est  un  mouvement  de  translation. 

Dynamique. 

I.  Point  matériel  libre.  —  Principe  de  l'inertie.  —  Définition  de  la  force 
et  de  la  masse*.  —  Relation  entre  la  masse  et  le  poids.  —  Invariabilité  de 
la  masse.  —  Unités  fondamentales.  —  Unités  dérivées.  —  Mouvement  d'un 
point  sous  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction  ou 
sous  l'action  d'une  force  issue  d'un  centre  fixe  :  1°  proportionnelle  à  la 
distance;  2o  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Composition  des  forces  appliquées  à  un  point  matériel'. 

Travail  d'une  force,  travail  de  la  résultante  de  plusieurs  forces,  travail 
d'une  force  pour  un  déplacement  résultant.  —  Théorème  de  la  force  vive.  — 
Surfaces  de  niveau.  —  Champs  et  ligaes  de  force.  —  Energie  cinétique  et 
énergie  potentielle  d'un  point  placé  dans  un  champ  de  force. 

II.  Point  matériel  non  libre.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan 
incliné  avec  et  sans  frottement,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée  suivant  une 
ligne  de  plus  grande  pente.  —  Pression  totale  sur  le  plan;  réaction  du  plan. 
—   Petites  oscillations  d'un  pendule   simple  sans  frottement,  isochronisme. 

Homogénéité.  —  Dimensions  d'une  vitesse,  d'une  accélération,  d*une  force, 
d'un  travail,  d'une  quantité  de  mouvement,  d'une  force  vive. 


^  On  admettra  qu'iino  force  appliquée  ù  un  point  matériel  est  égale  géométriquement  au 
produit  do  la  masse  du  point  par  l'accélération  qu'elle  lui  imprime. 

'  On  admettra  que  si  plusieurs  forces  agissent  sur  un  point,  l'accélération  qu'elles  lui 
impriment  est  la  somme  géométrique  des  accélérations  que  chacune  d'elles  lui  imprimerait 
si  elle  agissait  seule. 
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Statique. 

Statique  du  point.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  libre,  d'un  point  ma- 
tériel assujetti  à  rester  sur  une  courbe  lixe  ou  sur  une  surrace  fixe,  avec  ou 
sans  frottement. 

Moments.  —  Moment  vectoriel  par  rapport  à  un  point.  —  Moment  par 
rapport  à  un  axe. 

Statique  des  systèmes  de  points  matériels.  —  Démontrer  qu'il  existe  six 
conditions  nécessaires  d'équilibre  indépendantes  des  forces  intérieures.  — 
Démontrer  que,  pour  les  systèmes  invariables,  ces  six  conditions  sont  sufli- 
santes.  Cas  particuliers. 

Equivalence  do  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  — 
Application  à  la  réduction  d'un  système  de  forces.  —  Composition  des 
couples.  —  Centre  des  forces  parallèles;  centre  de  gravité;  moments  des 
forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan. 

Equilibre  d'un  solide  invariable  qui  n'est  pas  libre.  —  Cas  d'un  point  fixe, 
d'un  axe  (ixe  avec  ou  sans  glissement  le  long  de  cet  axe,  de  un,  deux  ou  trois 
points  de  contact  avec  un  plan  fixe.  —  Réactions. 

Machines  simples.  —  Levier,  poulie  fixe  avec  ou  sans  frottement  :  bascule, 
treuil,  cabestan,  poulie  mobile,  moufle  sans  frottement. 

Vérifier  sur  chacune  de  ce»  machines  que,  pour  un  déplacement  élémen- 
taire à  partir  d'une  position  d'équilibre,  la  somme  algébrique  des  travaux 
élémentaires  de  la  puissance  et  de  la  résistance  est  nulle,  si  l'on  fait  abstrac- 
tion du  frottement. 

V.    GJ:OMÉTRIE    DESORIPTIVK 

Problèmes  sur  la  droite  et  le  plan. 

Représentation  et  intersection  de  prismes  et  de  pyramides. 

Sphères.  —  Section  plane.  —  Intersection  avec  une  droite.  —  Plan  tangent  ; 
cône  circonscrit  ;  ombres. 

Résolution  des  trièdres. 

Cônes  et  cylindres.  —  Plans  tangents;  contours  apparents  et  ombres.  — 
Intersection  avec  une  droite.  —  Sections  planes.  —  Développement. 

Surfaces  de  révolution.  —  Plans  tangents;  contours  apparents  et  ombres. 
—  Sections  planes.  —  Intersection  avec  une  droite. 

Surfaces  réglées  du  second  ordre.  • —  Hyperboloïde  de  révolution  et  para- 
boloîdc  hyperbolique.  —  Mode  de  génération.  —  Intersection  avec  une  droite. 

Plans  tangents;  contours  apparents  et  ombres.  —  Sections  planes. 

Intersections  de  surfaces.  —  Deux  cônes  ou  cylindres,  cône  ou  cylindre 
et  surface  de  révolution  ;  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  sont 
dans  un  même  plan. 

Projections  cotées.  —  Problèmes  sur  la  droite  et  le  plan.  —  Surfaces 
topographiques.  —  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente;  ligne  d'égale 
pente;  sommet;  fond;  col;  ligne  de  faite;  ligne  de  thalweg. 

Sections  planes;  profils;  intersection  avec  une  droite.  Intersection  de 
deux  surfaces. 

Applications  de  géométrie  projective.  (Prog.  de  math.  A). 

Plan  du  tableau.  —  Perspective  d'un  point,  d'uue  droite,  d'une  ligne. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite.  —  Sa  conserva- 
tion par  projections.  —  Rapport  harmonique. 

Point  de  fuite  d'une  droite.  —  Perspective  de  deux  droites  parallèles.  — 
Ligne  de  fuite   d'un  plan.  —  Conception  de   la  droite  de  l'infini  d'un  plan. 
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Nota.  —  Le  professeur  de  géométrie  descriptive  devra  se  servir  des 
notions  de  géométrie  projective  qui  figurent  au  programme  de  géométrie 
analytique. 

Physique. 

Image  d'un  point  par  rapport  à  un  système  optique.  —  Aplanétisrae.  — 
Miroirs  plans,  surfaces  du  second  degré.  —  Transformations  successives 
d'une  surface  aplanétique  par  la  méthode  de  Foucault. 

Aplanétisme  approché  d'une  surface  sphérique  réfléchissante.  — -  Rappel 
des  formules  des  miroirs  sphériques.  — Aberrations  longitudinale  et  trans- 
versale*. —  Expériences  mettant  en  évidence  les  aberrations,  les  caustiques 
et  les  droites  focales. 

Aplanétisme  par  réfraction.  —  Points  aplanéliques  de  la  sphère.  — 
Rappel  des  formules  des  lentilles  minces.  —  Etude  expérimentale  des 
aberrations,  des  caustiques  et  des  droites  focales'.  —  Lentilles  de  Fresnel; 
projecteur  catadîoptrique. 

Montrer  géométriquement  l'existence  et  les  propriétés  des  plans  princi- 
paux dans  tout  système  optique  rentré*.  —  Formule  fondamentale  y^'r=/*'. 
Détermination  expérimentale  des  foyers  et  des  plans  principaux.  —  Cons- 
truction des  images. 

Convergence;  dioptrie. 

Prismes.  —  Déviation  minima.  —  Conditions  de  Taplanétisme  vrai  et 
approché. 

Aberrations  de  réfrangibilité.  —  Lentilles  achromatiques. 

Instruments  d'optique.  —  Instruments  destinés  à  aider  l'œil  dans  l'obser- 
vation soit  des  petits  objets  soit  des  objets  éloignés.  —  Puissance,  grossis- 
sement, pouvoir  séparateur,  clarté,  champ.  —  Marche  des  rayons.  —  Loupe  ; 
oculaires,  microscope,  lunette  astronomique  ;  lunette  terrestre,  lunette  de 
Galilée.  —  Télescope  de  Foucault.  —  Objectif  photographique. 

Indices  de  réfraction  des  solides  et  des  liquides.  —  Goniomètre.  —  Mé- 
thode de  la  réflexion  totale. 

Mesure  de  la  vitesse  de  la  lumière  par  la  méthode  de  Foucault  et  celle 
de  Kizeau. 

MESURES 

Yernier.  —  Vis  niicrométrique  :  machine  à  diviser;  microscope  raicromé- 
trique;  sphéromètre.  —  Cathétomètre*.  —  Comparateur. 

Pesanteur.  —  Champ  de  force,  direction.  —  Lois  de  la  chute  des  corps  : 
plan  incliné;  machine  d'Alwood,  appareil  de  Morin. 

Balance  ;  conditions  de  sensibilité  suivant  que  les  trois  axes  de  suspension 
parallèles  sont  ou  non  dans  un  même  plan;  boites  de  poids;  méthodes  de  la 
double  pesée  et  de  la  pesée  ù  charge  constante.  —  Description  d'une  pesée. 

Pendule  simple;  pendule  composé*.  —  Réciprocité  des  axes  de  suspension 
et  d  oscillation.  —  Application  du  pendule  à  la  mesure  de  l'intensité  de  la 
pesanteur.  —  Méthode  des  coïncidences. 


'  Sans  calculs. 

>  Ou  80  bornera  au  cas  où  Ica  milieux  oxtrômos  sont  identiques. 

*  On  n'insistera  pas  sur  le  ri>glaj(e  du  cathétomôtre. 

*  Voir  dans  le  cours  d'algohre  les  formes  de  pendules  composés  dont  on  peut  calculer 
le  moment  d'inerlio. 
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Indication  des  résultats  obtenus  pour  le  champ  terre:»trc. 

Extension  de  la  formule  du  pendule  au  cas  d'une  force  proportionnelle  à 
l'écart.  —  Horloges  et  chronomètres.  —  Notions  très  sommaires  sur  l'amor- 
(issement  et  la  résistance. 

Unités  et  étalouK.  —  Unités  fondamentales.  —  Unités  dérivées  mécaniques: 
dimensions.  —  Système  C.  G.  S.  —  Unités  mécaniques  pratique.^. 

Masses  et  poids  spécifiques.  —  Densités  des  solides  et  des  liquides  par 
la  méthode  du  flacon,  avec  les  corrections.  —  Densité  des  gaz;  poids  du 
litre  d'air. 

Capillarité  :  étude  expérimentale  ;  tension  superficielle. 

Baromètre  normal.  —  Baromètre  métallique.  —  Manomètre  à  mercure.  — 
Manomètre  métallique. 

CHALEUR 

Mesure  des  températures.  —  Thermomètre  normal.  —  Thermomètre  à 
mercure.  —  Détermination  de  l'intt'rvalie  fondamental.  —  Déplacement  du 
zéro. 

Mesure  d'une  quantité  de  chaleur.  —  Méthode  de  la  fusion  de  lu  glace 
(calorimètre  de  Bunsen).  —  Méthode  des  mélanges  (calorimètre  de  Bertholol). 
—  Idée  générale  des  corrections  calorimétriques. 

Chaleurs  spéciGques  des  solides,  des  liquides  et  des  gaz  à  pression  cons- 
tante'. —  Résultats  généraux. 

Détermination  de  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie;  expériences  fonda- 
mentales de  Joule.  —  Unité  C.  G.  S.  de  quantité  de  chaleur. 

Dilatations  ;  courbes  de  dilatation  ;  coefficients  de  dilatation. 

Méthode  du  comparateur  pour  la  dilatation  linéaire  des  solides. 

Dilatation  absolue  du  mercure.  —  Principe  de  la  méthode  de  Dulong  et 
Petit  et  de  Regnault'. 

Méthode  des  thermomètres  comparés.  —  Cas  particulier  de  l'eau. 

Lois  de  compressibilité  et  de  dilatation  des  gaz.  —  Lois  de  Mariotle  et 
de  Gay-Lussac  comme  première  approximation;  résultats  des  expériences 
de  Reguault,  Caiiletet,  Amagat  ;  réseaux  d'isothermes. 

Changements  d'état.  —  Enoncé  de  tu  règle  des  phases  et  des  lois  rlu 
déplacement  de  l'équilibre. 

Vaporisation,  liquéfaction.  —  Courbe  des  forces  élastiques  de  la  vapeur 
d'eau. 

Courbes  d'Andrews.  —  Point  critique.  —  Liquéfaction  des  gaz. 

Ebullition.  —  Distillation.  —  Caléfaction.  —  Chaleur  de  vaporisation.  — 
Formule  de  Regnault  pour  l'eau'. 

Densité  des  vapeurs. 

Fusion  et  solidification.  — Chaleur  de  fusion.  —  Dissolution.  —  Mélanges 
réfrigérants. 

Influence  d'un  corps  dissous  sur  le  point  de  fusion  et  sur  le  point  d'ébul- 
lition.  —  Lois  de  Raoult. 


*  Là,  conimo  aiUeur».  on  iasistera  sur  roxposition  des  méthodes  et  non  sur  la  description 
dos  appareils. 

'  Là  commo  ailleurs,  on  innistera  sur  Vexposition  des  méthodes  et  non  sur  la  description 
des  appareils. 

*  Résultats  sans  la  description  des  expériences. 
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ELECTROS  T ATIQU  E 


Rappel  des  nolioiiM  fomlamentales.  —  Mesure  relative  des  quantités 
d'éleclririlé  par  le  cylindre  de  Faraday.  —  Etude  expérimentale  de  la  dis- 
Iribnlion.  —  Densité  électrique.  —  Influence.  —  Principe  des  machines  à 
influence. 

Loi  do  Coulomb.  —  Quantité  d'électricité. 

Champ  électrique,  —  Lignes  de  force,  flux  de  force.  —  Théorème  de  Gauss. 

—  Théorème  de  Coulomb.   —  Eléments  correspondants.  —  Applications  à 
l'influence. 

Xotions  élémentaires  sur  le  potentiel. 

Capacité  électrostatique.  —  (Condensateur,  condensateur  plan,  cylindrique. 

—  Pouvoir  inducteur  spécifique. 
Energie  électrique  d'un  condensateur. 

Elcctronièlre  absolu.  —  Elcctronièlrc  à  quadrants.  —  Mesure  des  diffé- 
rences de  potentiel.  —  Distances  explosives  en  fonction  du  potentiel  dans 
l'air  à  la  pression  ordinaire. 

Unités  électrostatiques  C.  G.  S.;  unités  pratiques. 

MAGNÉTIb.ME 

Faits  généraux.  —  Loi  de  Coulomb.  —  Champ  magnétique.  —  Lignes  de 
force  ;  fl^ux  de  force  à  travers  une  surface. 
Champ  terrestre;  déclinaison,  inclinaison. 

Mesure  du  moment  d'un  barreau  par  la  méthode  des  oscillations. 
Composition  de  deux  champs  uniformes.  —  Méthode  du  magnétomètrc. 
Mesures  absolues;  méthode  de  Gauss. 

Chimie. 

Xous  nous  bornons  à  reproduire  ici  les  principaux  titres,  (La  Héd.)  : 
Phénomènes  physiques.   Phénomènes  chimiques.    Lois  qui   régissent  les 
combinaisons.    Notation    chimique  '.    Principes    fondamentaux    de    Ilermo- 
chimie.  Caractères  généraux  des  fonctions  chimiques.  Etude  des  métalloïdes 
e(  de  leurs  principaux  composés. 

Fait  à  Paris,  le  26  juillet  1904.  J.  Ch.vumié. 


Cours  universitaires. 

Semestre  criiiver  1904-1905  (suUei. 

Oxford;  University.  —  Lecture  List  for  Hilary  Term,  1905  (à  partir  du 
23  janvier).  Mathematics.  —  W.  Esso?«  :  Comparison  of  Analytic  and  Syu- 
thetic  methods  in  the  Geometry  of  Conics,  2  h.  Synthetic  Geometry  of 
Cubics,  1.  —  E.  B.  Elliot  :  Eléments  of  Elliptic  Functions,  2.  Substitu- 
tions and  Hesolveiits,  1. —  H.  H.  Tukner  :  Elementary  Mathematical  Astro- 
nomy,  2.  —  The  Professorand  H.  C.  Plu.mmer  :  Practical  Work.  —  A.  E.  H. 


*  Li  notation  atomique  est  oliligatoirc. 

Observation  générale.  On  f^iipprimcra  lA  doscriplion  do  tous  les  appnroils  qui  n'ont  plus 
qu'un  inlért^t  historique,  pour  s'en  tenir  à  ce  qu'il  y  a  de  plu»  récent. 
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LowE  :  Theory  of  Potcntial,  2.  Eléments  of  the  Culculus  (for  Students  of 
Science),  2.  —  J.  \V.  Russbll  :  Algebra  of  Quaiitics,  2.  —  P.  J.  Kirkby  : 
Higher  Algebra,  \.  —  A.  L.  Dixoif  :  Calculus  of  Finite  Différences,  I.  — 
J.  E.  Campbell  :  Geometry  of  Surfaces,  1.  —  C.  H.  Sampson  :  Higher  Solid 
Geomeiry  (continuée!),  1.  —  C.  H.  Thompson  :  Dynamics  of  a  Parlicle,  3.  — 
H.  T.  Gerrans  :  Hydrodynamics,  2.  —  C.  E.  Haselfoot  :  Theory  of  Equa- 
tions, 1.  —  A.  L.  Pedder  :  Trigonomelry,  1.  —  C.  Leudesdorf  :  Geometry 
(Maxiroa  and  Minima,  Inversion,  &c.),  2.  —  A.  E.  Jolliffb  :  Analytical  Gco« 
metry  (continued),  2.  —  C.  H.  Sampson  :  Solid  Geometry,  2.  —  R.  F. 
McNeile  :  Intégral  Calculus,  2.  —  E.  H.  Hayes  :  Elementary  Mechanics.  3. 


;  Golldge  de  France  (Cours  du  1^'*  semestre  1904-1905).  —  Mécanique 
analytique  et  Mécanique  céleste  ;  M.  Hadamard,  suppléant  :  Equations  de 
l'Elasticité  (2  leçons  par  semaine).  —  Mathématiques  ;  M.  Humbert,  sup- 
pléant :  Fonctions  abéliennes  (2  leçons  par  semaine).  —  Mathématiques 
(Fondation  Claude  Antoine  Peccot)  ;  M.  Henri  Lebksguk,  chargé  du  cours: 
Séries  trigonométriques  (i  leçons  par  semaine). 
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Annuaire  ponr  l'an  1905,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes.  Avoc  des 
Notices  scientifiques.  —  i  vol.  in-16  de  près  de  800  pages  avec  figures  :  1  fr. 
50  (franco,  1  fr.  85;  s'adr.  à  la  Librairie  Gauthier-Villars,  55,  quai  des  Grands- 
Augustins,  Paris). 

Nous  venons  de  recevoir  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  190'*. 
—  Ce  petit  volume  compact  contient,  comme  toujours,  une  foule  de  rensei- 
gnements indispensable  à  l'ingénieur  et  à  l'homme  de  Science.  Parmi  les 
Notices  de  cette  année,  signalons  tout   spécialement  celle  de   M.  P.  IIatt, 

Explication  élémentaire  des  marées. 

Gi?(o  LoRiA.  —  Spezielle  algebraische  nnd  transcendente  ebene  Knrven. 

Théorie  und  Geschichte.  Autorisierte,  nach  dem  Italienischen  Manuskript 
bearbeitcte  deutsche  Ausgabe  von  Fritz  Schûtte.  Mit  174  Figuren  und 
17  lithographierten  Tafcln.  —  1  vol.  in  8<»  de  744  pages.  Prix  M.  28. — . 
B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Le  présent  ouvrage  est  un  catalogue  méthodique  de  toutes  les  courbes 
planes  que  les  géomètres  ont  eu  à  considérer  depuis  les  temps  les  plus  re- 
culés de  l'antiquité  jusqu'à  nos  jours.  La  publication  d'un  tel  ouvrage  était 
dans  l'air  depuis  longtemps,  et  l'auteur  lui-même  se  plaît  à  rendre  hom- 
mage à  ceux  qui,  avant  lui,  ont  contribué  i\  cette  rude  besogne. 

Dans  ces  dix  dernières  années,  la  chose  était  revenue  à  maintes  reprises  sur 
le  tapis.  Des  questions  furent  posées  dans  l'Intermédiaire  des  Mathémati- 
ciens à  son  sujet,  notamment  par  M.  Haton  de  la  Goupillière,  E.  Lenioine, 
P.  Tannery,  et  peu  après  l'Académie  des  Sciences  de  Madrid  en  faisait 
l'objet  d  un  concours-  11  n'en  aurait  pas  fallu  tant  pour  montrer  l'importance 
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d'un  sujet  sur  lequel  les  meilleurs  traités  de^g^éométrie  analytique  étaient 
bien  peu  complets. 

Kn  1897,  une  première  et  magistrale  réponse  fut  faite  par  M.  H.  Brocard. 
Ce  géomètre  publia  deux  volumes  autographiés,  sous  le  titre  de  Notes  de 
bibliographie  des  Courbes  géométriques  qui  montraient  l'extrême  compé- 
tence de  leur  auteur  et,  dans  la  préface  de  l'ouvrage  qu'il  publie  aujourd'hui, 
M.  Gino  Loria  rend  un  juste  hommage  à  M.  Brocard,  en  déclarant  que  cet 
émincnt  géomètre  tient  incontestablement  la  première  place  parmi  tous  ceux 
qui  ont  étudié  le  sujet. 

L'ouvrage  de  M.  Brocard  était  un  dictionnaire  où  les  courbes  avaient 
leurs  noms  rangés  par  ordre  alphabétique;  celui  de  M.  Loria  en  diOere  à 
ce  point  de.  vue.  Ici  les  courbes  sont  groupées  géométriquement,  en  com- 
mençant tout  d'abord  par  les  courbes  algébriques  de  degré  inférieur. 

On  y  passe  rapidement  sur  la  droite  et  les  coniques,  car  ces  ligues  sont 
bien  étudiées  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires.  Quelques  mots  histori- 
ques et  philosophiques  sur  l'impossibilité  de  nettement  définir  la  droite 
sont  cependant  très  intéressants.  Quant  aux  coniques,  admirablement  étu- 
diées par  les  Grecs  et  cependant  complètement  délaissées  par  le  Moyen 
Age,  leur  étude  fut,  pour  ainsi  dire,  l'origine  de  toutes  les  méthodes  de  la 
géométrie  moderne. 

L'ouvrage  commence  véritablement  par  l'élude  des  courbes  du  troisième 
degré. 

L'auteur  part  d'un  point  de  vue  très  général  et  remarque  que  l'étude  peut 
se  présenter  sous  trois  aspects  différents.  Ou  bien  on  étudiera  les  cubiques 
d'après  la  manière  de  les  construire  géométriquement,  ou  bien  on  partira 
de  la  configuration  de  leurs  points  singuliers,  ou  enfin  du  célèbre  théorème 
de  Salmon,  relatif  à  la  constance  du  rapport  anharmonique  de  quatre  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  l'un  de  ses  propres  points  supposé  non  sin- 
gulier. 

En  partant  notamment  de  la  conûguration  des  points  singuliers,  on  arrive 
facilement  à  montrer  que  toute  courbe  du  troisième  degré  peut  toujours  se 
représenter  par  une  équation  de  la  forme 

j*  =:  ax*  -|-  bx^  -\-  ex  -\-  d 

puis,  sur  la  forme  paramétrique,  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  très 
simples  d'un  paramètre. 

Signalons  aussi  la  possibilité  de  transformer  une  cubique  quelconque  en 
une  cubique  à  centre  par  une  transformation  projective. 

Après  ces  généralités,  nous  voyons  les  classifications  de  cubiques  tentées 
dans  le  passé  et  notamment  la  riche  et  poétique  liste  qu'en  fit  Newton  en 
empruntant  presque  tous  les  noms  à  la  botanique  et  à  l'architecture,  mais 
la  première  classe  véritablement  d«*limitée  de  façon  méthodique  que  M.  Loria 
nous  présente  est  celle  des  cubiques  rationnelles,  c'est-à-dire  de  celles  qui 
sont  paramétriquement  définies  par  des  équations  de  la  forme 

fiXi  =  a»o^'  +  û*tX'  -f-  aii\  -j-  «û,  [i  =  1,2,3.) 

puis  immédiatement  ensuite  les  cubiques  circulaires,  c'est*à-dire  celles  qui 
passent  par  les  points  ombilicaux.  Le  chapitre  suivant  étudie  la  cissoïde  de 
Dioclès 

X  (x»  +  y^)  =z  2ry^ 
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qui,  comme  cette  équation  le  montre  immédiatement,  est  précisément  une 
cubique  circulaire. 

On  conoail  les  rapports  remarquables  de  la  cissoïde  et  de  la  parabole. 
Signalons  aussi  d'élégantes  et  fort  simples  quadratures  qui  nous  donnent  de 
très  remarquables  théorèmes  :  Si,  par  exemple,  la  cissoïde  est  engendrée  à 
l'aide  d'un  cercle  de  la  laçon  élémentaire  bien  connue,  l'aire  comprise  entre 
la  branche  à  point  de  rcbroussement  et  l'asymptote  est  égale  à  trois  fois  celle 
du  cercle  générateur  et  le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour 
de  l'asymptote  est  égal  à  celui  du  tore  engendré  par  le  cercle  précédent. 

Signalons  aussi  la  rectification  de  la  courbe  et  le  fait  que  la  différence  de 
sa  longueur  totale  et  de  celle  de  l'asymptote  est  une  quantité  finie. 

Nous  voyons  ensuite  les  généralisations  de  la  cissoïde,  puis  les  courbes 
connues  sous  le  nom  de  parabole  et  de  folium  de  Descartes,  la  première  de 
de  ces  deux  n'ayant  pas  grande  importance,  mais  la  seconde  en  ayant,  au 
contraire,  une  très  grande,  surtout  au  point  de  vue  historique. 

L'analogie  de  forme  du  folium  et  de  la  strophoïde  nous  conduit  à  l'étude 
de  cette  dernière  courbe  qui  peut  rentrer  comme  la  cissoïde  dans  la  classe 
des  cubiques  circulaires.  Elle  possède  un  point  double  où  les  tangentes  sont 
rectangulaires.  Elle  est  comme  la  cissoïde  susceptible  de  certaines  généra- 
lisations. 

La  conchoïde  de  Sluse  est  aussi  une  cubique  circulaire;  elle  possède  une 
asymptote  et  deux  points  d'inflexion  à  distance  finie.  Le  lieu  de  ces  points 
pour  l'ensemble  des  conchoïdes  que  l'on  peut  construire  avec  la  même 
asymptote  et  le  même  pôle  est  une  cissoïde  de  Dioclès. 

La  versiera  est  une  cubique  rationnelle  dont  l'équation  peut  s'écrire  : 


r  = 


«» 


fl»  -h  X*' 


la  visiera  est  encore  une  cubique  circulaire  et  ces  deux  courbes  compren- 
nent, elles  aussi,  entre  elles  et  leurs  asymptotes  des  aires  en  rapport  très 
simple  avec  celui  d'un  certain  cercle  générateur  de  la  courbe. 

Voici  encore  la  trisectrice  de  Maclaurin.  puis  celle  de  Catalan  qui  est  la 
podairc  négative  d'une  parabole,  par  rapport  à  son  foyer,  puis  celle  de 
de  Longchamps  qui,  exception  faite  pour  cette  dernière,  sont  encore  des 
cubiques  circulaires. 

Après  les  trisectrices  viennent  les  duplicatrices  et  les  feuilles  paraboliques 
représentées  par  des  équations  de  la  forme 

a:'  =  «  (or*  —  y^)  -\-  hxy, 

ce  qui  termine  la  partie  consacrée  aux  courbes  du  troisième  ordre. 

On  voit  déjà  par  ce  qui  précède  que  l'ouvrage  de  M.  Loria  est  loin  de 
ressembler  à  quelque  sèche  nomenclature  ;  à  côté  du  souci  de  rappeler  toutes 
les  courbes  considérées  et  nommées  par  les  géomètres,  on  sent  celui  non 
moins  sérieux  de  ne  pas  faire  un  exposé  disparate  et  de  relier  par  la  géo- 
métrie analytique  et  le  calcul  intégral  les  propriétés  les  plus  belles  de  ces 
courbes. 

La  place  limitée  dont  nous  pouvons  disposer  dans  ce  journal  ne  nous 
permet  pas  de  continuer  avec  autant  de  détails  l'analyse  des  autres  sections 
de  l'ouvrage.  Bornons-nous  à  décrire  rapidement  leur  plan.  Voici  124  pages 
consacrées  aux  courbes  du  quatrième  ordre.  La  classification  de  ces  courbes 
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est  exposée  avec  roncisioii.  Celles  qui  se  présentent  le  plus  nalurellemeut 
sont  celles  qui  ont  leur  maximum  de  points  doubles  et  que  des  construc- 
tions simples  permettent  de  faire  dériver  des  coniques.  Nous  considérons 
ensuite  celles  qui  ont  deux  points  doubles  sur  la  droite  de  l'infini  ;  ce  sont 
les  quartiques  elliptiques;  si  ces  deux  points  sont  les  points  ombilicaux, 
nous  obtenons  les  quartiques  bicirculaires,  telles,  par  exemple,  que  les  sphé- 
riques  de  Perseus  Ces  dernières  courbes  sont  de  grande  importance  ;  elles 
comprennent  les  lignes  isoptiques  des  coniques,  les  lemnisoates,  les  ovales 
de  Cassini. 

Comme  quartique  simplement  circulaire,  nous  considérons  la  conchoîdo 
rertiligne  de  Nicomède  à  laquelle  un  chapitre  est  spécialement  consacré, 
puis  les  généralisations  de  cette  courbe,  et  notamment  la  conchoïde  à  base 
circulaire  qui  nous  mène  naturellement  à  la  cardioïde.  Après  celle-ci,  voici 
riiypo-cycloïde  triangulaire,  merveilleuse  entre  toutes,  et  un  chapitre  spé- 
cial consacré  à  l'étude  de  ses  podaires.  Signalons  aussi  les  ovales  de  Des- 
cartes,  remarquables  quant  à  leurs  propriétés  focales  et  les  courbes  dites 
polyzomales  définies  par  des  équations  de  la  forme 

les  /* étant  des  premiers  membres  d'équation  de  coniques;  ensuite  les  quar- 
tiques possédant  un  point  double  à  tangentes  confondues,  telle  que  celle 
qui  ressemble  au  x  grec  et  porte  pour  cette  raison  le  nom  de  cette  lettre  ; 
les  courbes  de  Cassini,  quartiques  bicirculaires  nées  d'un  problème  d'as- 
tronomie; les  quartiques  dont  les  points  singuliers  sont  des  points  d'in- 
flexion, tels  que  la  lemniscale  de  Bcrnoulli.  Cette  importante  section  se 
termine  par  l'étude  de  la  courbe  nommée  Muschellinie  (ligue  en  coquille) 
par  Durer,  laquelle  est  encore  rationnelle  et  simplement  circulaire,  par  la 
trisécantc  qui  est  dans  le  même  cas,  et  enfin  par  quelques  généralités  sur 
les  quartiques  considérées  comme  lieux  géométriques  attachés  à  de  cer- 
taines coniques. 

Dans  une  quatrième  section,  uous  étudions  des  courbes  de  degré  supé- 
rieur au  quatrième.  Cette  étude  est  certainement  plus  restreinte  que  les 
précédentes,  car,  comme  le  remarque  l'auteur,  les  courbes  du  troisième 
ordre  forment  un  territoire  bien  défini  dans  l'empire  mathématique,  celle 
du  quatrième  un  domaine  dont  certaines  frontières  sont  encore  imprécises, 
el,  quant  à  celles  de  degré  supérieur,  quelque  chose  comme  un  pays  dont 
quelques  rares  routes  seulement  sont  tracées,  cela  en  dépit  d'efforts  d'émi- 
nenls  géomètres  comme  M.  Brocard,  qui  ont  surtout  trouvé,  comme  courbes 
remarquables  du  cinquième  ordre,  celles  qui  se  rattachaient  à  des  problèmes 
posés  sur  les  coniques. 

Voici,  d'autre  part,  l'astroïde  (hypocycloïde  à  quatre  rebroussemenis 
réels)  et  la  scarabée,  la  courbe  de  Watt,  issue  de  considérations  cinématiques, 
la  néphroïde,  sextique  bicirculaire,  l'atriphtaloïde  qui  est  dans  le  même  cas 
et  qui  est  née  de  la  considération  d'une  surface  des  mers  simplifiée  par 
quelques  abstractions.  Signalons  encore  parmi  les  sextiquesle  trifolium  pra- 
U'use;  la  section  se  termine  par  l'étude  sommaire  de  courbes  du  neuvième 
vX  du  vingt-cinquième  ordre,  issues  de  considérations  relatives  à  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

La  cinquième  section  du  livre  est  consacrée  à  des  courbes  algébriques 
spéciales  qui,  par   exemple,  ne   sont    pas   forcément  d'un  degré   déterminé. 
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Elles  sont  surtout  nées  de  courbes  de  faible  degré  dont  on  veut  généraliser 
et  élever  le  degré  de  Téquation  en  conservant  cependant  la  forme  de  celle-ci. 
Telles  sont,  par  exemple,  la  parabole  et  les  hyperboles  généralisées 

les  courbes  dites  «  perles  » 

qui,  pour  *=:!,  r=  1,^  =  2  sont  des  coniques  rapporlées  à  un  axe  et  à 
la  tangente  en  un  sommet,  les  courbes  de  fiamé 


©"^  (i)"= 


I 


les  courbes  polyzomales  dont  il  a  déjà  été  question  plus  haut  dans  un  cas 
particulier. 

Signalons  encore  les  courbes  de  Darboux  présentant  des  propriétés  imi- 
tées de  celles  de  la  parabole  et  de  ses  tangentes  et  celles  de  Secret  dont  les 
asymptotes  passent  toutes  par  un  même  point  en  y  faisant  des  angles 
égaux.  Si  ces  angles  sont  droits  on  retrouve  l'hyperbole  équilatère. 

Nous  ne  pouvons  que  signaler  les  élégantes  rosaces  et  plus  généralement 
les  feuilles  géométriques  dont  les  noms  viennent  de  comparaisons  botani- 
ques, les  ovales,  les  courbes  triangulaires  et  toutes  les  courbes  nées  du  pro- 
blème du  partage  de  langle  en  parties  égales.  Voici  un  chapitre  intéressant 
et  très  général  sur  les  courbes  possédant  un  centre  ou  un  axe  de  symétrie, 
un  autre  sur  les  courbes  qu'une  transformation  géométrique  déterminée 
change  en  elles-mêmes  (courbes  antipolaires,  anallagmatiques.  etc.). 

Sous  le  titre  de  géométrie  des  polynômes,  nous  étudions  maintenant  spé- 
cialement les  courbes  dont  les  équations  s'obtiennent  en  égalant  séparément 
à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d'un  polynôme  de  variable 
complexe.  On  sait  qu'il  y  a  là  un  moyen  général  d'obtenir  des  familles  de 
courbes  orthogonales. 

L'important  problème  de  la  rectification  des  courbes  nous  conduit  ensuite 
à  considérer  celles  qui  sont  rectifîables  au  moyen  d'arcs  de  courbes  sim- 
ples, notamment  par  arcs  de  parabole,  de  cercle,  d'hyperboles,  d'ellipses 
(courbes  de  Serret),  de  lemniscates  (courbes  qui  conduisent  notamment  aux* 
spirales  sinussoïdes).  Nous  terminons  avec  les  courbes  de  Lissajou,  nées 
rinématiquement  de  la  combinaison  de  deux  mouvements  harmoniques  et 
obtenues  expérimentalement  en  acoustique  par  une  méthode  optique  bien 
connue. 

Nous  quittons  alors  les  courbes  algébriques  et  pénétrons  dans  la  sixième 
section  consncrée  aux  courbes  transcendantes.  L'intégration  d'équations  dif- 
férentielles d'une  extrême  simplicité  conduit  à  de  telles  courbes  et  M.  Loria 
montre  rapidement  que  quelques  considérations  relatives  à  cette  voie  pour- 
raient permettre  un  essai  de  classification.  Beaucoup  de  ces  courbes  sont 
nées  aussi  de  considérations  géométriques  spéciales  et  voici,  par  exemple, 
le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  qui  en  fait  naître  de  très  intéres- 
santes, dites  qu'adra triées. 

L'Enseignemont  mnthém.,  7*  nnnce  ;  1905.  C 


82  BIBLIOGBAPniE 

Passons  rapidement  sur  les  courbes  transcendaotes  les  plus  connues,  telles 
que  les  spirales  algébriques  et  transcendantes,  la  clothoïde,  dont  le  rayon 
de  courbure  est  inversement  proportionnel  à  1  arc,  toutes  les  roulettes  ;  si- 
gnalons les  pseudocycloïdes  moins  connues  et  que  l'on  déduit  des  véritables 
roulettes  en  donnant  des  valeurs  imaginaires  à  certains  paramètres  cons- 
,  tants,  les  courbes  de  Dclaunay  et  Sturm  qui  sont  des  roulettes  d'ellipses, 
les  courbes  syutrépentes  et  isotrépentes,  nées  de  considérations  cinémati- 
ques  et  propres,  en  effet,  à  transformer  un  mouvement  circulaire  en  divers 
mouvements  non  uniformes,  les  courbes  de  Debeaune,  nées  d'un  problème 
posé  par  ce  géomètre  à  Descartes,  les  courbes  de  Ribaucour  dont  le  rayon 
de  courbure  est  proportionnel  à  la  normale,  les  courbes  de  Norwich  ou  de 
Sturm  et  celles  d'Euler  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayon 
vecteur. 

Signalons  encore  les  courbes  trigonométriques  j  =  sin  j;,  tangx,  etc  ..,  la 
courbe  logarithmique  et  leurs  généralisations  dites  courbes  hypertrigouo- 
métriques  et  courbes  hypergéométriques.  Sous  le  nom  de  courbes  extraordi- 
naires, M-,  Loria  a  rassemblé  la  courbe  sans  tangente  de  Weierstrass,  les 
courbes  qui  remplissent  une  aire,  celles  dans  l'équation  desquelles  figurent 
des  fonctions  numériques,  etc.. 

Un  très  intéressant  chapitre  est  consacré  aux  courbes  de  Klein  et  Lie  dont 
l'équation  en  coordonnées  homogènes  est  de  la  forme  aî«j*3c  =  constante. 
Nous  voyons  ensuite  les  courbes  qui,  sur  une  carte  de  Mercator,  représen- 
tent les  sections  planes  de  la  sphère. 

L'étude  des  courbes  transcendantes  se  termine  par  celles  de  ces  courbes 
qui  sont  liées  à  des  questions  de  statique,  de  physique  mathématique,  etc... 
Voici  les  tractrices,  les  chaînettes,  les  courbes  élastiques,  les  polhodie  et 
herpolhodie  et  différentes  autres,  telles  que  les  courbes  magnétiques. 

La  septième  et  dernière  section  de  l'ouvrage  est  consacrée  aux  courbes 
dérivées  de  courbes  primitivement  connues,  au  moyen  de  certaines  transfor- 
mations,  telles,  par  exemple,  que  celles  que  l'on  obtiendrait  en  partant  d'une 
même  équation  entre  deux  variables,  en  convenant  que  ces  variables  peu- 
vent être  tour  à  tour  coordonnées  cartésiennes,  tangentielles,  polaires,  etc... 

Signalons  ensuite  les  courbes  de  poursuite,  les  développées,  dévelop- 
pantes et  leurs  généralisations,  les  courbes  parallèles,  les  courbes  radiales, 
lieux  des  extrémités  d'un  segment  issu  d'un  point  fixe  et  équipollent  au 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  donnée,  les  caustiques,  les  podaires  et  anti- 
podaires,  les  courbes  isoptiques  des  points  desquelles  on  voit  une  courbe 
donnée  sous  un  angle  donné  et,  comme  cas  particulièrement  intéressant,  les 
cou:-bes  orthoptiques.  \ 

Voici,  de  plus,  les  courbes  différentielles  et  intégrales  d'une  courbe  don- 
née y  =  f{x\  dont  les  équations  s'obtiennent  en  remplaçant  f\x)  dans  la  pré- 
cédente, soit  par  la  fonction  dérivée,  soit,  au  contraire,  par  la  fonction  pri- 
mitive. 

Signalons  encore  les  anticourbes  (Gegencurven)i\n\  s'obtiennent  quand  on 
fait  correspondre  à  un  point  (j;,  y\  d'une  courbe  quelconque  l'autre  point 
d'intersection  de  deux  cercles  passant  au  point  {x,  y)  et  admettant  respecti- 
vement pour  centres  les  pieds  des  coordonnées  x  et  y  sur  les  axes. 

Le  dernier  chapitre  est  consacré  aux  courbes  dérivées  d'un  groupe  de 
plusieurs  courbes,  par  exemple  celles  dont  l'ordonnée  est  une  fonction 
donnée  des  ordonnées  d'autres  courbes. 

Après  ce   dernier  chapitre,  l'auteur  a  ajouté  quelques  notes  et  notamment 
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une  postface  étendue  et  prodigieusemeut  intéressante  au  point  de  vue  hislo» 
rique  et  philosophique.  Il  y  fait  remarquer  que,  contrairement  à  ce  que  l'on 
pourrait  croire  au  premier  abord,  les  courbes  transcendantes  ne  forment 
pas  un  ensemble  beaucoup  plus  confus  que  les  courbes  algébriques  et  que 
beaucoup  d'entr'elles.  et  notamment  les  plus  connues,  sont  telles  que  le  co- 
efficient angulaire  y  de  la  tangente  s'exprime  algébriquement  en  fonction 
des  coordonnées  jr,  y.  On  peut  nommer  panalgéhriques  les  courbes  de  cette 
nature. 

La  longue  analyse  qui  précède  est  incomplète  et  la  décuplerait-on  que  ce 
défaut  ne  disparaîtrait  pas,  car  dans  un  livre  comme  celui  de  M.  Loria,  cha- 
que page  appelle  une  réflexion:  nous  l'aurons,  du  moins,  signalé  comme  un 
recueil  d'une  prodigieuse  richesse  et  d'une  admirable  variété. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Galdeako  (Dr.  Zoel.  G.  de).  —  Tratado  de Ânâlisis  Matemâtico ;  tomo primero  : 
Galcalo  différenciai.  (Nueva  Enciclopedia  matemûtica)  —  t.  IV.  1  vol.  in  8^ 
(XII  -  270  p.);  Prix  :  5  pesetas;  Zarng07.a,  Casanal.  1904. 

Le  présent  Ouvrage  constitue  le  tome  IV  d'une  Encyclopédie  mathématique 
dont  Ml*  de  Galdeano  a  entrepris  la  publication.  Dans  sa  préface,  le  savant 
professeur  de  l'Université  de  Saragosse  se  plaint  avec  amertume  de  la  décadence 
lamentable  de  l'Enseignement  supérieur  en  Espagne  sous  l'influence  de  pro- 
grammes arriérés.  Ceux-ci,  dit-il,  semblent  dater  de  l'époque  glorieuse, 
mais  déjà  bien  lointaine,  de  Lagrange,  de  Lacroix  et  de  Sturm.  Tous  les 
progrès  modernes,  réalisés  à  l'Etranger,  en  ont  été  soigneusement  exclus. 
M**  de  Galdeano  proteste,  avec  éloquence,  contre  un  pareil  étal  de  choses,  si 
néfaste  à  l'avenir  scientifique  de  sa  patrie.  El,  il  se  propose  de  réagir,  dans 
la  mesure  du  possible,  en  faisant  paraître  ce  manuel  de  Calcul  différentiel 
première  partie  d'un  Traité  complet  d'Analyse. 

En  effet,  l'Auteur  s'est  efforcé,  dans  ce  petit  volume,  d'introduire,  sous 
une  forme  très  élémentaire,  les  principes  les  plus  essentiels  de  la  théorie 
actuelle  des  fonctions  d'une  variable  réelle.  C'est  ainsi  que,  dès  le  début, 
après  avoir  parlé  des  nombres  irrationnels,  il  donne  des  notions  très  claires 
sur  les  ensembles.  La  même  préoccupation  de  rigueur  et  de  simplicité  se 
constate  à  propos  des  infiniment  petits  (triangles  infinitésimaux),  des  séries, 
des  dérivées  (dérivées  des  fonctions  implicites  —  déterminants  fonctionnels} 
qui  donnent  lieu  à  autant  de  chapitres  spéciaux.  Puis,  viennent  les  change- 
ments de  variables,  l'élimination  des  constantes  et  les  fonctions  arbitraires, 
le  calcul  des  différences,  et,  enfin,  quelques  mots  sur  la  recherche  des  fonc- 
tions primitives.  Tous  ces  sujets  sont  accompagnes  de  nombreux  exemples 
ou  exercices,  fort  heureusement  choisis. 

La  seconde  partie  du  volume  de  M>'de  Galdeano  est  consacrée  aux  appli- 
cations analytiques  du  Calcul  différentiel  (formule  de  Taylor  —  réversibi- 
lité des  séries,  —  formule  de  Mo  ivre  et  conséquences.  —  Fonctions  hyper- 
boliques. —  Séries  de  Laplace  et  de  Lagrange.  —  Décomposition  des  frac- 
tions algébriques.  —  Expressions  indéterminées.  Maximums  et  minimums/. 
On  retrouve,  dans  l'exposé  de  ces  diverses  questions,  les  qualités  d'élégance 
et  de  précision  qui  caractérisent  le  talent  de  M'  de  Galdeano.  Elles  contri- 
bueronl.  nous  l'espérons,  non  seulement  au  succès  de  son  œuvre,  mais  en- 
core à  la  réalisation  des  idées  qui  lui  sont  chères,  pour  le  plus  grand  bien 
derEnseîgnrment  universitaire  de  son  pays.         M.  (ioDEi-ROY  (Marseille). 
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de  la  fonction  gamma.  —  Recherches  sur  des  généralisations  d'une  fonction 
de  Legendre  et  d'Abel.  —  Evaluation  nouvelle  des  formules  de  Bînet,  En- 
dermann  et  Raabe  concernant  la  fonction  gamma.  —  Biakchi  :  Sulla  defor- 
mazione  dei  paraboloidi.  —  Brvsotti  :  Sulla  curva  razionale  normale  dello 
spazio  a  quattro  dimensioni. 

T.  X.  Fasc.  1.  —  FuBiNi  :  Sulle  funzioni  automorfe  ed  iperfuchsiane  di 
più  variabili  indipendenti.  —  Tedoke  :  Saggio  di  una  teoria  générale  délie 
equazioni  doU'equilibrioelastico  per  un  corpoisotropo.  —  Vilali  :  Sopra  le 
série  di  funzioni  analitiche. 

Fasc.  2.  —  NiccoLETi  :  Su  un'equazione  a  radici  reali.  —  Bianchi  :  Sopra 
alcune  classi  di  congruenze  rettilinee  negli  Spazî  di  curvatura  contante.  — 
NiBLS  NiELSEN  :  Sur  quelques  transformations  d'une  série  de  puissances. 

Fasc.  3  et  4.  —  Gebbia  :  Le  deformazioni  tipiche  dei  corpi  solidi  claslici. 

—  Guldberg  :  Mémoire  sur  les  congruenees  linéaires  aux  différences  finies.  — 
Bigiavi  :  Sopra  alcune  equazioni  diffcrenziali  lineari  riducibili.  —  Lenzi  : 
Sulla  ricerca  di  un  quarto  intégrale  di  2°  grado  dei  sistema  di  equazioni 
differenziali  de  moto  di  un  corpo  solido  in  un  liquido  indcfinito.  —  Fano  : 
Ricerche  sulla  varietà  cubica  générale  dello  spazio  a  quattro  dimeusioui  c 
sopra  i  suoi  spazi  pluritangenli.  —  Niels  Nielsen  :  Recherches  sur  les  po- 
lynômes et  les  nombres  de  Slirling.  —  Note  sur  quelques  applications  ana- 
lytiques des  polynômes  de  Slirling. 

Bulletin  des  sciences  mathématiques,  rédigé  par  G.  Darboux,  E.  Picard  et 

J.  Taxnkry,  2'"«  série,  T.  xxviii,  1904.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Juillet.  —  Paknlkvé  :  Le  problème  moderne  de  l'intégration  des  équations 
différentielles. 

Août.  —  DoLBNiA  :  Sur  la  liaison  entre  la  théorie  de  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  et  la  théorie  analytique  de  la  réduction  des  intégrales 
abéliennes. 
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Septembre.  —  G.  Darboux  :  Elude  sur  le  développemenl  des  méthodes  géo- 
métriques, lue  le  24  septembre  1904  au  Congrès  des  sciences  de  St-Louis. 

Octobre  et  novembre.  —  E.  Picard:  Sur  le  développement  de  l'analyse 
mathématique  et  ses  rapports  avec  quelques  autres  sciences.  (Rapport  pré- 
senté au  Congrès  de  St-Louis.) 

Décembre.  —  H.  Poincàré  :  L'état  actuel  et  l'avenir  de  la  Physique  ma- 
thématique. (Rapport  présenté  au  Congrès  de  S*-Louis). 

Comptes  rendus  de  rAcadémie  des  sciences  de  Paris,  publiés  par  les  se- 
crétaires perpétuels.  Gauthier-Viilars,  Paris,  1904.  Tome  cxxxix. 

4  juillet.  —  E.  Picard  :  Sur  certaines  équations  fouctionnelles  et  sur  une 
classe  de  surfaces  algébriques.  —  H.  Lkbesci-k  :  Sur  les  fonctions  représen- 
tables analytiquement.  —  E.  Martix  :  Sur  la  théorie  générale  des  réseaux 
et  des  congruences.  —  \V.  Stkkloff  :  Sur  une  égalité  générale  commune  à 
toutes  les  fonctions  fondamentales. 

11  juillet.  —  L.  Raffy  :  Sur  deux  problèmes  relatifs  aux  surfaces  isother- 
miques. —  E.  JoicuFT  :  Sur  l'onde  explosive. 

18  juillet.  —  Pas  de  communication  mathématiqut*. 

25  juillet.  —  E.  Picard  :  Sur  une  équation  fonctionnelle.  —  P.  Boutrovx  : 
Sur  les  singularités  de  l'équation  y*  m  Ao  -j-  Ai  y  -|-  As  y*  -j-  As  y*  -|-  ... 

l»'  août.  —  H.  Deslandres  :  Organisation  générale  des  recherches  solai- 
res.   —  P.  Boutrovx:  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  d'ordre  entier. 

8  août.  —  J.  BoLSSiNESQ  :  Equations  générales  du  mouvement  des  nappes 
d'eau  infiltrées  dans  le  sol.  —  A.  Demoulin  :  Sur  l'emploi  d'un  tétraèdre  de 
référence  mobile  en  géométrie  cayleyenne.  —  M.  Potro?»  :  Sur  les  groupes 
d'ordre  /?"»  \p  premier)  dont  tous  les  sous-groupes  d'ordre  p*f*-^  sont 
abéliens.  —  M.  Rémoundos  :  Sur  un  théorème  de  M.  Borel  dans  la  théorie 
des  fonctions  entières. 

16  août.  —  J.  BoussiNESQ  :  Equation  de  deuxième  approximation  pour 
l'écoulement  des  nappes  d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  à  faibles  pentes.  — 
E.  Mathis  :  Note  sur  une  méthode  d'intégration.  —  R.  de  Saissurk  :  Mémoire 
sur  les  grandeurs  de  la  mécanique. 

22  août.  —  J.  Boi:ssi:«ESQ  :  Petites  dénivellations  d'une  masse  aqueuse 
infiltrée  dans  le  sol,  de  profondeurs  quelconques,  avec  ou  sans  écoulement 
au  dehors. 

29  août.  —  H.  Perroti.n  :  Sur  la  chute  des  Porseïdes  en  1904.  —  F.  Rie.s7.  : 
Sur  la  résolution  approchée  de  certaines  congruences. 

5,  12  et  19  septembre.  —  Pas  de  communications  mathématiques. 

26  septembre.  —  J.  Bigourdan  :  Sur  une  cause  de  variabilité  des  erreurs 
de  division  dans  certains  cercles  gradués.  —  L.  Libert  :  Les  Perseïdes  en  1904. 

3  octobre.  —  Pas  de  communications  mathématiques. 
10  octobre.  —  J.  Maillard  :  Sur  l'expérience  de  Perrot. 

17  octobre.  —  L.  Bianchi  :  Sur  les  équations  de  Moutard  avec  des  grou- 
pes de  solutions  qutidratiques.  —  E.  P.\scal  :  Sur  les  équations  différentielles 
auxquelles  satisfont  les  résultants  et  discriminants  de  forme  binaire. 

24  octobre.  —  H.  Poiiscaré  présente  le  T.  xiii  des  «  Œuvres  complètes 
de  Laplace  ».  —  L.  Leau  :  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini.  — 
S.  Bernstein  :  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre. 

7  novembre.  —  Traynard  :  Sur  une  surface  hyperelliptique. 

14  et  21  novembre.  —  Pas  de  communications  mathématiques. 
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28  novembre.  —  D.  Pompein  :  Sur  les  singularités  des  fonctions  analyti- 
ques uniformes. 

5  décembre.  —  E.  Picj^rd  :  Sur  la  formule  générale  donnant  le  nombre 
des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce  dans  la  théorie  des  surfaces  algé- 
briques. —  V.  Volterra:  Sur  les  équations  différentielles  du  type  para- 
bolique. —  Potron:  Sur  les  groupes  d'ordre  /?'"  [p  premier,  m]>4)  dont  tous 
les  diviseurs  d'ordre  p'^-^  sont  abéliens. 

12  décembre.  —  P.  Faton  :  Sur  l'approximation  des  incommensurables  et 
les  séries  Irigonométriques.  —  L.  Vavasseur  :  Sur  les  groupes  continus, 
finis  ou  infinis,  de  l'espace.  —  Padé  :  Remarques  sur  une  méthode  pour 
l'étude  de  la  convergence  de  certaines  fractions  continues. 

19  décembre.  —  Prix  décernés  et  prix  proposés  ^voir  plus  haut,  pp.  61  à  63). 

26  décembre.  —  Paiki.evé  :  Sur  le  théorème  des  aires  et  des  svstèmc»s 
conservalifs. 

Revue  générale  des  sciences  pores  et  appliquées,  dirigée  pur  L.  Omvirr. 

15™*'  année,  1904.  Armand  Colin,  Paris. 

15  décembre.  —  Em.  Picard  :  Les  principes  de  la  mécanique  (à  propos 
d'un  livre  de  M.  Mach). 

Revue  de  métaphysique  et  de  moralei  dirigée  par  Xavier  Léon.  12me  an- 
née, 1904.  Armand  Colin,  Paris. 

No  4,  Juillet.  —  L.  Couturat  :  Les  principes  de  mathématiques  :  IV.  Le 
Continu  ;  V.  L'idée  de  grandeur.  —  A.  Rky  :  La  philosophie  scientifique  de 
M.  Duhem.  —  L.  Weber  :  La  question  de  l'Ecole  polytechnique. 

N®  5.  Septembre.  —  Vailati  :  Sur  une  classe  remarquable  de  raisonne- 
ments par  réduction  à  l'absurde.  —  L.  Couturat  :  Les  principes  des  ma- 
thématiques ;  YI.  La  Géométrie. — G.  Lechalas  :  Une  nouvelle  tentative  de 
réfutation  de  la  Géométrie  générale. 

No  6.  Novembre.  —  E.  Boutroux  :  Sur  la  notion  de  correspondance  dans 
l'analyse  mathématique.  —  Hartmann  :  Définition  physique  de  la  force.  — 
1j.  Couturat  et  F.  Rauh  :  La  section  de  logique  et  philosophie  des  scien- 
ces au  II"*®  Congrès  international  de  philosophie. 

Unterrichtsblâtter  fftr  Mathematik  und  Naturwissenschaften,  heraus- 

gegeben  von  F.  Pietzker.  X.  Jahrg.,  1904;  Otto  Salle,  Berlin. 

Nr.  1.  —  M.  Latrille  :  Ist  auch  fur  Muthematiker  und  Naturwissen- 
schaftler  ein  langerer  Urlaub  zur  wissenschaftlichen  Weilerbildung  wûii- 
schenswert  ?  —  Kurt  Geissler  :  Eine  neue  Behandlung  der  Unendlichen  ini 
mathematischeu  Unterrichle.  —  F.  ëbner  :  Die  Schubkurbel.  —  Karl  Bo- 
cuow  :  Zur  Behandlung  der  regelmassigen  Vielecke  (Fortsetzung).  —  Otto 
Schneider:  Planimetrische  Ableilung  der  cubischen  Gleichung  fur  die  Wiii- 
keltrisection. 

Nr.  2.  —  Kurt  Geissler  :  Eine  neue  Behandlung  des  Unendlichen  ini 
mathematischen  Unterrichle  (Schluss).  —  K.  Franz  :  Zur  Frage  des  Unler- 
richtes  in  der  Infinilesimalrechnung  an  den  hôheren  Lehranslalten.  —  W''. 
Brûscii  :  Informations-Kurse  und  -Reisen  fiir  Mathematiker  und  Naturwis- 
senschaftler.  —  E.  Puller  :  Elementare  Behandlung  von  Maximum-  un<i 
Miniinum-Aufgaben. 

Nr.  3.  —  E.  Gkimsehl  :  Ueber  den  Betrieb  der  Phvsik  als  Nalurwissen- 
schaft.  —  II.  Bodenstedt  :   Geomeirographische    Fûuf-und    Zehneckscons- 
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tructiouen. —  F.  Ebner  und  A.  Schûlkk  :   Infinitesimalrerhnung  im  Untcr- 
richle. 

N<**  4,  5  el  6.  —  M.  Nath  :  Die  Bildungsaufgabc  der  Mathematik  ioi 
Lehrplau  der  hôhcreii  Schulen.  —  \V.  Kocii  :  Weilere  Unlersuchungen  ûber 
Nâherangsformeln  zur  Berechnung  der  Ludolfscheu  Zahl.  —  K.  Geissler  : 
Der  anschauliche  Zusammenhang  der  Kegeischnittc  durch  die  unendliche 
Kegelscbnitlkugel.  —  Diskussion  iiber  die  Bilduugsaufgabe  der  Matbematik. 

S»  Liivres»  nouveaux  : 

Abhandlimgen  zur    Geschichte    der    mathematischen    Wisaenschaften, 

begrùndet  von  Mor,  Cantor;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Heft  XVIII.  —  Heiberg  :  Matbematischcs  zu  Aristoteles.  —  Conr.  H.  Mùl- 
LER  :  Studien  z.  Gcschichle  des  math.  Unterrichts  an  der  Universitat 
Gôttingen  im  18.  Jahrh.  —  Rich.  Lindt  :  Das  Princip  der  virt.  Geschwin- 
digkeit,  seine  Beweise  und  die  Unmôglichkeit  seiner  Umkehrung  bei  Ver- 
wendung  des  BegrifFes  «  Gleichgewicht  eines  Massensystems  ».  —  Un  vol. 
in-B*»  de  196  pages,  prix  :  Mk  6. 

Heft  XIX.  —  Heinr.  Liebma?(n  :  N.  J.  Lobatschefskijs  Iraaginare  Géomé- 
trie uud  Anweudung  der  imaginaren  Géométrie  auf  einige  Intégrale,  aus 
dem  Russischen  ûbersetzt.  —  Un  vol.  in-B»  de  188  pages  avec  1  planche  ; 
prix  :  Mk  8. 

Annnaire  pour  l'an  1905,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes,  avec  une 
Notice  de  M. -P.  Hatt  :  Explication  élémentaire  des  marées.  Prix  : 
1  fr.  50.  Gauthier-Yillars,  Paris. 

W.-M.  Baker  and  A. -A.  Bourm:.  -  Elementary  Algebra.  Part  II,  with  or 
without  Answers,  2  s.  6d.;  George  Bell  and  Sons,  London. 

W.-M.  Baker  and  A. -A.  Bovrne.  —  Exemples  in  Algebra.  Extracted 
from  the  above.  Complète  with  or  without  Answers  3  s.;  Part  i.  wilhout 
Answers,  1  s.  6d.;  Part  ii.  without  Answers,  2  s.;  George  Bell  and  Sons, 
London. 

Fr.  Brkmer.  —  Leitfaden  der  Physik  fur  die  oberen  Klassen  der  Realan- 
stalten,  mit  besonderer  Berûcksichtigung  von  Aufgaben  und  Laboratoriuins- 
ûbungen.   —  Un  vol.  cart.,  29'*  p.,  prix  :  Mk.  3,20.  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

A. -H.  Bvchrrer.  —  Mathematische  Einl&hmngindieElektronentheorie. 

—  Un  vol.  cart.   in-B®,  148  p..  prix  :   Mk.  3,20.  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

E.  Carvallo.  —  Leçons  d'Electricité.  —  1  vol.  XIV,  259  p.  ;  prix  :  Fr.  10. — . 
Librairie  polytechnique  Ch.  Béranger.  Paris. 

E.  Cksaro.  — Elementares  Lehrbnch  der  algebraischen  Analysis  und  der 

Infini tesimalrechnnng,   mit    zahireichcn   Uebuugsbeispiclen.   Deutsch    von 
G.  KowALEwsKi.  —  Un  vol.  relié,  894  p..  prix  :  15  M.;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

J.-C.  Classein.  —  Théorie  der  Elektrizitât  nnd  des  Magnetismns,  t.  n; 

Sammlung  Schubert.  —  Un  vol.  cart.  251  p.;  prix:  Mk.  7.  —  G.  J.  Gœschen, 
Leipzig. 
L.  Coi  TIRAT  el  L.  Lkau.  —  Extraits  de  l'Histoire  de  la  langue  uniyer- 

selle.  —  Un  vol.  in-16,  82  p.;  Librairie  Hachette,  Paris. 

Irv.  FisHER.  -—  Kurze  Einleitung  in  die  Differential  und  Integralrechnung, 

deutsch  von  N.  Pinkus.  —  Un  vol.  cart.  72  p.;  prix  :  Mk.  1,80;  B.  G.  Teub- 
ner. Leipzig. 

A.  FuHRMA.Nx.  —  Aufgaben  ans  der  analytischen  Mechanik.  I.  Aufgaben 
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« 

au8  dcr  analyt.  Statik  fesler  Kôrper.   3*«  verb.  u.  vermehrlc  Âuflage.  —  Un 
vol.  carl.  m.  t.,  206  p.;  prix  :  Mk.  3,60  ;  B.  G.  Tcubner,  Leipzig. 

Frid.  Kaucic.  —  Georg  Freiherr  von  Yoga.  Zweîle  verbessertc  illuslrîrte 
Auflage.  58  p.  ;  im  Selbslverlage  des  Verfassers,  Wien. 

Georges  Lechalas.  —  Introduction  à  la  Géométrie  générale.  —  Un  vol. 

ia-16,  IX,  58  p.;  prix  ;  1  fr.  75  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

II.  MûLLERu.  M.  KuTNuwsKY.  — Sammlung  You  Anlgabon  aus  dor  Arith- 
metik.  Trigonométrie  nnd  Stéréométrie.  II  Teil.  Ausgabc  A,  fur  Gymnasien. 

Zweite  verbesserte  u.  stark  gekûrzte  Auflage.  — Un  vol.  rart.  in-8o,  273  p.; 
prix:  Mk.  2,20  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Em.  Picard.  —  Sur  le  développement  de  l'Analyse  et  ses  rapports  aver 
diverses  sciences.  Conférences  faites  en  Amérique.  —  1  vol.,  168  p.  ;  prix  : 
Fr.  3.50  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Salv.  PiNCHERLE.  —  Lozioni  di  Analisi  Algebrica  dali  nelln  R.  Uuiversità 
di  Bologna  e  redatte  per  uso  degli  studenti.  Fasc.  I.  —  Un  vol.  143  p.;  prix  : 
L.  4.  — ;  Zanichelli,  Bologna. 

Reusch.  — Planimetrische  Konetroktionen  in  geomctrischer  Ausfûhrung. 
—  Un  vol.  broché,  prix  :  Mk.  1.  —  B.  G.  Tcubner,  Leipzig. 

V'«  DE  Salvert.  —  Sur  une  classe  de  quadrnlures  de  fonctions  elliptiques 
par  rapport  à  leur  module.  —  Un  fasc.  de  142  p.,  en  vente  à  la  Librairie 
Gauthier-Villars,  Paris. 

Fr.  Schilling.  —  Ueber  die  Anwendnngen  der  darstellenden  Géométrie 

insbesondere  ùbcr  die  Photogrammetrie,  Vortriige  gehaltcn  bei  Gelogenheit 
des  Ferienkurses  fur  Oberlehrer  der  Mathemalik  und  Physik,  Gôttingen, 
Ostern,  1904.  — Un  vol.  br.,  198  p.  et  5  planches  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

O.  ScHLôMiLcu.  —  Uebnngsbuch  znm  Stndium  der  hëheren  Analysis. 

Erster  Teil  :  Aufgahen  aus  der  Différentialrechnung.  5*®  Auflage,  bearbeitet 
von  E.  Njetsgh.  —  Un  vol.  cart.  in-8*>,  372  p.;  prix  :  M.  8.  — ;  B.  G.  Teub- 
ner, Leipzig. 

Rob.-Fors.  Scott.  —  The  Theory  Of  Déterminants  and  their  applications. 
Second  Edition,  revised  by  G.  B.  Mathews.  —  Un  vol.  288  p.;  prix  ;  9  s. 
University  Press,  Cambridge;  Clay  and  Sons,  Londres. 

Dav.-Ëug.  Smitu.  —  The  Ontlook  for  Arithmetic  in  America.  —  (Copies 

of  this  pamphlet  will  be  sent  postpaid  on  rcquest.)  —  Une  brochure  de  11 
pages.  Ginn  and  Comp. ,  New- York. 

O.  Stolz  u.  J.-A.  Gmeinrr.   —  Einleitnng  in  die  Fnnktionentheorie. 

In  2  Abteilungen.  I.  Abteilung.  (Sammlung  Teubner  B.  XIV).  —  Un  vol. 
relié,  242  p.;  prix  :  M.  6.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Jules  Tannery.  —  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 

Deuxième  édition  entièrement  refondue.  —  T.  I.  Nombres  irrationnels,  en- 
sembles, limites,  séries,  produits  infinis,  fonctions  élémentaires,  dérivées. — 
Un  vol.  gr.  in-8o,  422  p.;  prix  :  14  fr.;  Librairie  Hermann,  Paris. 

W.  Voict.  —  Thermodynamik^  II.  Teil.  (Sammlung  Schubert).  —  Un  vol. 
cart.,  370  p.  et  une  planche  ;  prix  :  Mk.  10.  —  G.-J.  Gœschen,  Leipzig. 

H.  DE  Vries.  —  Die Lefare Ton der  Zentralpro jeotien  im  vierdimensionalen 

Raume.  —  Un  vol.  78  p.:  prix  :  Mk.   3.  —  G.  J.  Gœschen,  Leipzig. 

E.-T.  W^hittakkr.  —  A  Treatise  on  the  analytical  Dynamics  of  Particles 

and  Rigid  Bodies  ;  with  an  Introduction  to  the  Problem  of  three  Bodies.  — 
Un  vol.  gr.  in-8o,  relié,  414  p.;  University  Press,  Cambridge;  Clay  and  Sons, 
Londres. 


SUR  LES  FONDEMENTS  DE  LA  LOGIQUE 
ET  DE  L'ARITHMÉTIQUE  * 


Si  dans  la  recherche  des  foiidemenls  de  la  Géométrie  nous 
sommes  aujourd'hui  d'accord,  quanta  l'essentiel,  sur  les  voies 
à  prendre  et  les  buts  à  poursuivre,  on  ne  saurait  en  dire  au- 
tant des  fondements  de  l'Arithmétique  :  ici  les  opinions  les 
plus  différentes  se  dressent  encore  en  face  les  unes  des  au- 
tres. 

Effectivement,  lorsqu'on  passe  de  la  Géométrie  à  l'Arith- 
métique, on  rencontre  des  difficultés  qui  sont  en  partie  d'une 
espèce  nouvelle.  Dans  l'analyse  des  fondements  de  la  Géo- 
métrie on  peut  laisser  de  côlé  certaines  difficultés,  de  nature 
purement  arithmétique  ;  mais  dès  qu'il  s'agit  de  fonder 
l'Arithmétique,  il  semble  qu'on  n'a  pas  le  droit  de  s'appuyer 
sur  une  autre  discipline.  Pour  mettre  clairement  en  évidence 
les  difficultés  fondamentales  qui  se  présentent,  je  ne  saurais 
mieux  faire  que  de  soumettre  à  une  brève  revue  critique  les 
points  de  vue  adoptés  par  divers  savants. 

L.  Kronecker  voyait,  comme  on  sait,  dans  le  concept  de 
nombre  entier  le  fondement  propre  de  l'Arithmétique.  Il  con- 
sidérait le  nombre  entier,  en  tant  que  concept  général  (valeur 
paramétrique)  comme  directement  et  immédiatement  donné; 
ce  qui  l'empêcha  d'apercevoir  que  le  concept  de  nombre  en- 
tier doit,  cepend^tff,  et  peut  être  fondé.  A  cet  égard,  Kro- 
necker  est  un  dogmatique,  11  reçoit  comme  un  dogme  le 
nombre  entier  doté  de  ses  propriétés  fondamentales  et  il  ne 
cherche  pas  à  remonter  plus  arrière. 

H.  Helmholtz  représente  le  point  de  vue  empiriste.  Mais 


'  Communiciition  faite  par  M.  D.  Hilhert  (Gôttingue),  au  III"*  Congrès  intornational  des 
matbémattcSeos,  è  Heidelberg,  le  12  août  1904;  traduction  de  M.  P.  Boittroux  (Paris). 

L'Enseignomeiit  mathém.,  ?•  année;  1905.  7 
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toute  tentative  d'explication  empirique  me  parait  échouer 
devant  ce  fait  que  jamais  l'expérience  ne  saurait  rien  nous 
apprendre  relativement  à  l'existence  possible  ou  actuelle 
d'un  nombre  arbitrairement  grand.  Le  nombre  des  choses 
qui  sont  objets  de  notre  expérience  reste  en  effet  toujours, 
quelque  grand  qu'il  soit,  inférieur  à  une  limite  finie. 

E.-B.  Ghristoffel  et  quelques  autres  adversaires  de  Kro- 
necker  ont  eu  le  juste  sentiment  que  le  concept  de  nombre 
irrationnel  est  nécessaire  à  l'Analyse,  si  l'on  ne  veut  pas 
qu'elle  soit  tout  entière  frappée  de  stérilité  ;  dès  lors,  soit  en 
s'efforçant  de  déterminer  des  caractères  «  positifs  »  de  ce 
concept,  soit  par  d'autres  moyens  analogues,  ils  ont  tâché 
de  sauvegarder  le  nombre  irrationnel.  Ce  sont,  à  cet  égard, 
des  opportunistes.  Ils  n'ont  toutefois  pas  réussi,  selon  moi,  à 
ruiner  radicalement  le  point  de  vue  de  Kronecker, 

Parmi  les  savants  qui  ont  pénétré  plus  avant  dans  l'essence 
du  nombre  entier,  je  citerai  les  suivants  : 

G.  Fregk  se  propose  de  fonder  les  lois  de  l'Arithmétique 
en  s'appuyant  sur  la  Logique  (au  sens  usuel  du  mot).  Il  a  eu 
le  mérite  de  discerner  les  propriétés  essentielles  du  concept 
de  nombre  entier,  comme  aussi  la  signification  du  principe 
de  l'induction  complète.  Mais  sa  doctrine  soulève  quelques 
diflicultés.  Fidèle  à  son  plan,  il  admet,  entr'autres  principes, 
qu'un  concept  (un  ensemble)  se  trouve  défini  et  immédiate- 
ment utilisable  dès  que  l'on  sait  dire  d'un  objet  quelconque 
s'il  rentre  ou  ne  rentre  pas  dans  cet  ensemble  (le  concept  de 
«  quelconque  »,  lui  non  plus,  n'est  pas  autrement  déterminé). 
Mais  alors  Frege  se  trouve  désarmé  devant  les  paradoxes  de 
la  théorie  des  Ensembles,  paradoxes  dont  la  considération 
de  1  Ensemble  de  tous  les  Ensembles  nous  fournit  un  exem- 
ple et  qui  établissent,  selon  moi,  que  les  notions  et  les  mé- 
thodes de  la  logique  usuelle  n'ont  pas  encore  la  précision  et 
la  rigueur  réclamées  par  la  théorie  des  Ensembles.  Or^  ce 
devrait  être,  au  contraire^  l'un  des  objets  principaux  pour- 
suivis,  de  prime  abord,  par  celui  qui  étudie  le  concept  de 
nombre,  que  d*échapper  à  ces  contradictions  et  d'éclaircir  ces 
paradoxes. 

R.  Dedekind  a  clairement  reconnu   les  difficultés  d'ordre 
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mathématique  que  l'on  rencontre  lorsqu'on  cherche  à  fondre 
le  concept  de  nombre  et,  le  premier,  avec  une  rare  pénétra- 
tion, il  a  construit  une  théorie  des  nombres  entiers.  Je  qua- 
lifierai, cependant,  sa  mélhode  de  transcendantale,  car,  vou- 
lant prouver  Texisténce  de  l'Infini,  Dedekind  s'engage  dans 
un  raisonnement  qui  repose  sur  des  idées  métaphysiques 
comme  en  invoquent  souvent  les  philosophes.  C'est  là  une 
voie  que  je  ne  saurais  regarder  comme  praticable,  ni  comme 
sûre;  car  elle  nous  accule  à  une  contradiction  insurmontable 
en  faisant  appel  au  concept  de  «  Tensemble  de  tous  les  ob- 
jets ». 

G.  Cantor  a  bien  senti  cette  contradiction,  et  c'est  ce  qui 
l'a  conduit  à  établir  une  distinction  entre  les  Ensembles 
«  consistants  »  et  les  Ensembles  «  non-consistants  ».  Mais  il 
ne  me  parait  pas  avoir  fondé  cette  distinction  sur  un  crité- 
rium suflisamment  précis.  Force  m'est  donc  de  déclarer  que 
sur  ce  point,  le  point  de  vue  de  M.  Cantor  laisse  encore 
place  à  l'appréciation  subjective  et  qu'il  ne  saurait  nous  four- 
nir une  certitude  objective. 

J'estime,  pour  ma  part,  que  toutes  les  difficultés  ainsi  sou- 
levées sont  surmontables  et  que  l'on  peut  fonder  le  concept 
de  nombre  d'une  manière  parfaitement  rigoureuse  et  satis- 
faisante. La  méthode  que  j'emploie  à  cet  effet  est  une  mé- 
thode axiomaiique  dont  je 'voudrais  brièvement  faire  con- 
naître le  principe. 

On  regarde  d'ordinaire  l'Arithmétique  comme  une  partie 
de  la  Logique  et,  lorsqu'on  cherche  à  fonder  cette  science, 
on  prend  généralement  pour  point  de  départ  les  notions 
reçues  dans  la  Logique  usuelle.  Cependant,  si  nous  y  regar- 
dons de  près,  nous  constatons  que  dans  les  principes  logi- 
ques, tels  que  l'on  a  coutume  de  les  présenter,  se  trouvent 
impliquées  déjà  certaines  notions  arithmétiques,  par  exemple 
la  notion  d'Ensemble  et,  dans  une  certaine  mesure,  la  notion 
de  Nombre.  Ainsi,  nous  nous  trouvons  pris  dans  un  cercle, 
et  c'est  pourquoi,  afin  d'éviter  tout  paradoxe,  il  me  parait 
nécessaire  de  développer  simultanément  les  principes  de  la 
Logique  et  ceux  de  l'Arithmétique. 

Comment  je  me  représente  ce  développement  simultané. 
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je  ne  puis  que  Tesquisser  dans  ces  quelques  pages.  Que  l'on 
veuille  bien  m'excuser  si  je  me  borne  à  indiquer  sommaire- 
ment dans  quelle  direction  j'ai  poursuivi  mes  recherches. 
Encore,  afin  d'être  plus  Facilement  compris,  ferai-je  usage  de 
la  langue  ordinaire  ainsi  que  des  lois  logiques  qui  y  sont  im- 
pliquées; il  faudrait  procéder  autrement  si  Ton  voulait  ren- 
dre parfaitement  rigoureuse  la  construction  synthétique  qui 
va  suivre. 

Soit  un  objet  de  notre  pensée  que  nous  appellerons  d'un 
seul  mot  :  Objet.  Nous  le  représenterons  par  un  signe. 

Prenons  tout  d'abord  en  considération  l'Objet  1  {un).  Les 
groupes  formés  avec  cet  Objet,  deux,  trois  ou  plusieurs  fois 
répété,  c'est-à-dire  les  groupes  tels  que  ; 

11.    111,    1111, 

sont  appelés  Combinaisons  de  l'Objet  1  avec  lui-même.  De 
même,  toute  combinaison  de  ces  Combinaisons,  par  exemple  : 

(1)  (11).      (11)  (11)  (11),      ((H)  (11))  (11).      ((111)  (1))  (1), 

est  également  une  Combinaison  de  l'Objet  1  avec  lui-même. 
Les  Combinaisons  seront  à  leur  tour  regardées  comme  des 
Objets  ;  afin  de  distinguer  l'Objet  initial  1,  nous  l'appellerons 
Objet  simple. 

Donnons-nous  maintenant,  avec  1,  un  second  Objet  simple 
que  nous  représenterons  par  le  signe  =,  et  considérons  les 
Combinaisons  formées  avec  nos  deux  Objets,  par  exemple  : 

l=z.    11  =,   (1)  (=1)  (===).  ((11)  (1)  (=))(==),  1=1,  (11)  =  (1)(1). 

Nous  dirons  que  la  Combinaison  a  des  Objets  simples  1, 
=  diffère  de  la  Combinaison  6,  si  ces  deux  Combinaisons  se 
distinguent  de  quelque  manière  (ne  sont  pas  identiques),  soit 
que  l'ordre  et  l'arrangement  de  leurs  termes  soient  diffé- 
rents, soit  que  les  Objets  1  et  =  n'y  entrent  pas  de  la  même 
manière. 

Gela  posé,  imaginons  que  les  Objets  1  et  =  et  leurs  Com- 
binaisons soient,  par  un  procédé  quelconque,  répartis  entre 
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deux  classes,  la  classe  des  êtres  et  la  classe  des  non^étres.  Un 
Objet  quelconque  appartenant  à  la  classe  des  êtres  diffère 
d'un  Objet  quelconque  appartenant  à  la  classe  des  non-étres. 
Toute  Combinaison  des  deux  Objets  simples  1,  =  appartient 
à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  classes. 

Soit  a  une  Combinaisçn  des  deux  Objets  fondamentaux  1 
et  =  :  nous  désignerons  également  par  a  la  Proposition  af- 
firmant que  a  appartient  à  la  classe  des  êtres,  et  nous  repré- 
senterons par  a  la  Proposition  affirmant  que  a  appartient  à  la 
classe  des  non-êtres.  Nous  dirons  que  a  est  une  Proposition 
exacte j  si  a  appartient  effectivement  à  la  classe  des  êtres;  de 
même  a  sera  une  Proposition  exacte^  si  a  appartient  à  la 
classe  des  non-êtres.  Les  Propositions  a  et  a  sont  contradic- 
toires entre  elles. 

L'ensemble  de  deux  propositions  A,  B,  que  l'on  représente 
par  le  symbole 

A|  B. 

et  qui  s'énonce  :  «  A  entraîne  B  »  ou  «  Si  A  est  exact,  B  est 
exact»,  est  à  son  tour  une  Proposition,  dans  laquelle  A  est  la 
prémisse  et  B  la  conclusion.  La  prémisse  et  la  conclusion 
peuvent  elles-mêmes  comprendre  plusieurs  Propositions, 
telles  que  Ai,  As...  ou  Bi,  Bs,  Bs...;  Ton  a  alors,  par  exem- 
ple: 

Al    «t   As  I  Bi    ou    Bt   o»  Bt 

ce  qui  s'énonce  :  «  Ai  et  Aa  entraînent  Bi,  ou  Ba,  ou  B»  ». 

L'emploi  du  symbole  o,(ou)  nous  permettrait,  puisque  la  né- 
gation a  été  également  introduite,  de  nous  passer  du  sym- 
bole I  .  Si  je  continue  à  faire  usage  de  ce  symbole,  c'est  uni- 
quement afin  de  me  rapprocher  le  plus  possible  du  langage 
courant. 

Par  Al,  A»,...  npus  désignerons  les  Propositions  que  Ton 
obtient  en  substittiant  à  Y  indéterminée  .r,  dans  une  même 
Proposition  A  [x)^  les  Objets  1,  =  et  leurs  diverses  Combi- 
naisons. Les  Propositions 

Al    ou    As    ou    Aa ,  Al    et    As    «1    As ,    .  •  . 
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seront  aussi  respectivement  désignées  par  les  symboles  : 

A  [x^    ],  c'e8t*à-dire  a  au  moins  pour  un  x  ^n  \ 
A   (jc^"^),  c'est-à-dire  c  pour  uq  x  quelconque  »  ; 

c'est  là  une  simple  abréviation  d'écriture. 

Cela  posé,  avec  les  deux  objets  1,  =  que  nous  nous  sommes 
donnés,  nous  formons  les  Propositions  suivantes  : 

(1)  X  =r  X 

(2)  }a:=j    .1    «-(X)}  I  u^(y)  . 

Dans  ces  Propositions,  x  (mis  pour  jc<"^),  représente  Tun 
des  deux  Objets  fondamentaux  ou  Tune  quelconque  de  leurs 
Combinaisons.  Dans  (2),  y  (c'est-à-dire  y<"^)  représente  éga- 
lement Tun  de  ces  deux  Objets  ou  Tune  de  leurs  Combinai- 
sons, et  (V  {x)  est  une  Combinaison  arbitraire  formée  avec 
V indéterminée  x^  (c'est-à-dire  J7t">).  La  Proposition  (2)  s'énonce 
en  ces  termes  :  Si  l'on  a  .r  =  y  et  (V  (.r),  on  aura  ç^  (y). 

Les  Propositions  (1)  et  (2)  constituent  la  Définition  du  con- 
cept =  [égal)^  et  sont  pour  cette  raison  appelées  Axiomes. 

Lorsque  dans  les  Axiomes  (1)  et  (2)  on  substitue  aux  indé- 
terminées X  eiy  les  Objets  simples  1  et  =  ou  certaines  de 
leurs  Combinaisons,  on  obtient  des  Propositions  que  nous 
appellerons  Propositions  déduites  des  Axiomes.  Soit  une  série 
de  Propositions  supposée  telle  que  la  dernière  Proposition 
ait  des  prémisses  identiques  aux  conclusions  des  précé- 
dentes :  si  nous  prenons  comme  prémisse  les  prémisses  des 
Propositions  initiales  et  comme  conclusion  la  conclusion  de 
la  Proposition  finale,  nous  obtenons  une  nouvelle  Proposi- 
tion qui  sera  également  considérée  comme  Proposition  dé- 
duite des  Axiomes.  L'emploi  répété  du  même  procédé  nous 
permettra  toujours  d'obtenir  des  Propositions  nouvelles. 

Parmi  ces  Propositions  je  choisis  celles  qui  ont  l^  forme 
dune  Proposition  simple  a  (sans  prémisse),  et  je  les  situe 
dans  la  classe  des  êtres  ;  je  laisse  de  côté  tous  les  autres  Ob* 
jets,  lesquels  pourront  appartenir  à  la  classe  des  non-êtres. 
Nous  voyons  que  de  (1)  et  (2)  on  ne  pourra  tirer  que  des  Pro- 
positions de  la  forme  a  =  a,  où  a  est  une  Combinaison  des 
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Objets  1  et  =.  Les  Axiomes  (1)  et  (2)  doivent  donc  être  consi- 
dérés comme  vrais  relativement  à  la  répartition  adoptée  en- 
tre la  classe  des  êtres  et  celle  des  non-êtres;  je  veux  dire  que 
ces  Axiomes  sont  des  «  Propositions  exactes  ».  En  consé- 
quence, nous  regarderons  le  concept  de  l'égalité,  que  défi- 
nissent ces  Axiomes,  comme  un  concept  exempt  de  contra- 
diction. 

Il  est  bon  de  remarquer  à  ce  propos  que  dans  les  Axiomes 
(1)  et  (2)  ne  sauraient  en  aucun  cas  figurer  des  Propositions 
de  la  forme  a,  c'est-à-dire  des  Propositions  affirmant  que 
telle  ou  telle  Combinaison  appartient  à  la  classe  des  non- 
élres.  Nous  pourrions  donc  satisfaire  à  ces  deux  Axiomes 
lors  même  que  nous  rangerions  dans  la  classe  des  êtres 
toutes  les  Combinaisons  des  deux  Objets  simples  1  et  =,  et 
laisserions  vide  la  classe  des  non-êtres.  La  répartition  adop- 
tée plus  haut  est  cependant  préférable,  car  elle  montre  com- 
ment on  devra  procéder  lorsqu'on  sera  en  présence  de  cas 
plus  difficiles^ 

Nous  allons  maintenant  poursuivre  notre  reconstruction 
logique  de  la  pensée  mathématique  en  adjoignant  aux  deux 
Objets  1  et  =  trois  nouveaux  Objets  représentés  par  les  sym- 
boles suivants  :  u  signifiant  «infini»  ou  «  ensemble  infini  », 
/*signifiant  «conséquent»,  eif  signifiant  «opération  corres- 
pondante ».  Nous  poserons  relativement  à  ces  Objets  trois 
nouveaux  Axiomes  : 

(3)  f(ux)=iu(rx) 

(4)  f{ux)  =  f(uy)  I  ux  =z  uy 

(5)  f{ux)  =  ui 

Dans  ces  Axiomes,  Tindéterminée  .r  (au  sens  de  .z^"^)  re- 
présente l'un  quelconque  des  cinq  Objets  fondamentaux  dont 
nous  disposons  maintenant,  ou  l'une  quelconque  de  leurs 
Combinaisons.  Donnons  au  symbole  u  le  nom  d'Ensemble 
infini,  et  appelons  élément  de  cet  Ensemble  u  la  Combinai- 
son ux  (par  exemple,  al,  ou  u  (11),  ou  uf).  Alors  l'Axiome  (3) 
signifie  que  tout  élément  ux  admet  comme  conséquent  un 
Objet  déterminé /(w.r),  lequel  est  lui-même  un  élément  de 
l'Ensemble  u  et  est  représenté  par  u  [fx).  L'Axiome  (4)  ex- 
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prime  ce  fait  que  si  deux  éléments  de  TEnsemble  u  ont  le 
même  conséquent,  ces  deux  éléments  sont  égaux  entre  eux. 
L'Axiome  (5)  nous  apprend  que  Félément  m1  n'a  pas  de  con- 
séquent :  l'élément  ui  sera  dès  lors  considéré  comme  étant 
\e  premier  élément  de  u. 

Cela  po3é,  les  nouveaux  Axiomes  doivent  être  soumis  au 
même  examen  que  tout  à  l'heure  les  Axiomes  (1)  et  (2).  Ces 
deux  premiers  Axiomes,  eux  aussi,  doivent  être  éprouvés  à 
nouveau,  puisque  nous  avons  accru  leur  extension  en  dési- 
gnant désormais  par  x  et  y  les  Combinaisons  formées  avec 
cinq  Objets  simples  au  lieu  de  deux. 

Demandons-nous  donc  s'il  peut  y  avoir  contradiction  entre 
Propositions  déduites  des  Axiomes  (1),...  (5),  ou  si  l'on  réussira 
au  contraire  à  répartir  de  telle  manière  (entre  les  classes  des 
êtres  et  des  non-êtres)  les  cinq  Objets  fondamentaux  et  leurs 
Combinaisons,  que  toute  Proposition  déduite  des  cinq  Axio- 
mes soit  une  «  Proposition  exacte  »  relativement  à  la  répar- 
tition adoptée.  Pour  répondre  à  cette  question,  nous  remar- 
querons que  TAxiome  (5)  est  le  seul  qui  ait  la  forme  a,  c'est- 
à-dire  le  seul  Axiome  afTirmant  qu'une  certaine  Combinaison 
appartient  à  la  classe  des  non-êtres.  Une  Proposition  contre- 
disant cet  Axiome  devrait- donc  être  de  la  forme 

(6)         /•(ttx^'*')  =  Ml 

Or,  je  vais  montrer  qu'on  ne  saurait  déduire  des  Axiomes 
(1)..,  (4)  aucune  Proposition  de  cette  forme. 

Je  donnerai  le  nom  d'égalité  homogène  (par  égalité  j'en- 
tends une  Combinaison  de  la  forme  a  =  6)  à  toute  égalité 
dans  laquelle  les  deux  membres  a  ei  b  sont  composés  du 
même  nombre  d'Objets  simples  (deux,  trois,  quatre  Objets 
simples,  ou  davantage).  Par  exemple,  les  égalités 

(11)  =  {fu)    ,  (ff)  =  [Uf)    .  (f  11)  =  (H  1   =)   , 

(/•l)  (/•!)  =  (1111)  .  (f{fru))  =  (\uu\) 

sont  des  égalités  homogènes.  Des  Axiomes  (1)  et  (2)  on  ne 
saurait  tirer,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  que  des 
égalités  de  la  forme  a  =  a,  c'est-à-dire  des  égalités  homo- 
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gènes.  De  même  TÂxiome  (3),  lorsqu'on  y  remplace  x  par  un 
Objet  quelconque^  ne  donne  que  des  égalités  homogènes.  Et 
il  en  est  encore  ainsi  de  TAxiome  (4),  à  condition  que  la  pré- 
misse de  cet  Axionxe  soit  elle-même  une  égalité  homogène. 
Ainsi  toute  Proposition  déduite  des  Axiomes  (1),...,  (4)  est  une 
égalité  homogène.  Au  contraire  Tégalité  (6),  qui  seule  pour- 
rait contredire  TAxiome  (5),  n'est  pas  homogène,  puisque 
Ton  doit  y  remplacer  x  par  une  certaine  Combinaison,  en 
sorte  que  le  côté  gauche  est  une  Combinaison  de  trots  Objets 
simples  au  moins,  tandis  qu'au  côté  droit  ne  figurent  jamais 
que  les  deux  Objets  simples  u  et  1. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  qui  me  permet  de  dé- 
montrer la  légitimité  des  Axiomes  (1) ,...,  (5).  Pour  donner  une 
démonstration  complète,  il  faudrait  faire  appel  au  concept  de 
nombre  ordinal  fini  et  établir  quelques  propositions  sur  le  con- 
cept d'égalité  numérique  (appliqué  aux  deux  membres  d'une 
égalité);  au  point  où  nous  en  sommes,  nous  n'aurions  pas  de 
difficulté  à  obtenir  ces  propositions.  Il  faudrait  également, 
pour  être  complet,  tenir  compte  de  certaines  considérations 
sur  lesquelles  je  reviendrai  à  la  fin  de  cet  article  (voir  V). 

Nous  sommes  ainsi  conduits  au  résultat  suivant  :  On  ob- 
tient une  répartition  satisfaisant  aux  conditions  voulues  si 
Ton  range  dans  la  classe  des  êtres  tous  les  Objets  a  qui  sont 
des  Propositions  déduites  des  Axiomes  (1),...,  (4),  et  dans  la 
classe  des  non-êtres  tous  les  autres  Objets,  en  particulier 
les  Objets  de  la  forme  f  [ux)  =  al.  Les  cinq  Axiomes  posés 
plus  haut  jouissent,  en  conséq^ience,  de  cette  propriété  qu'ils 
ne  sauraient  conduire  à  aucune  contradiction.  C'est  pourquoi 
les  Objets  définis  par  ces  axiomes  seront  considérés  comme 
des  concepts  ou  opérations  exempts  de  contradiction;  ils  se- 
ront regardés  comme  existant.  En  particulier,  par  la  mé- 
thode qui  vient  d'être  exposée,  l'affirmation  de  Vexistence  de 
r/nfini  u  se  trouve  légitimée  ;  car  elle  acquiert  une  signifi- 
cation définie  et  un  contenu  auquel  nous  pourrons  nous  tenir 
désormais. 

Les  considérations  que  je  viecis^d'iAsqulsfier  sont  le  premier 
exemple  d'une  démonstration  directe  établissant  qu'il  n'y  a 
pas  contradiction  entre  différents  Axiomes.  La  démonstration 
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directe  s'imposait  ici,  puisqu'il  était  interdit  de  recourir  à  la 
méthode  ordinaire — employée  principalement  en  Géométrie 
—  laquelle  consiste  à  considérer  des  cas  particuliers  conve- 
nablement choisis,  et  à  former  des  exemples. 

Le  succès  de  la  démonstration  directe  tient  ici  principale- 
ment à  cette  circonstance  que  nous  n'avons  à  considérer 
qu'une  seule  Proposition  de  la  forme  a  (Proposition  affirmant 
qu'une  certaine  Combinaison  appartient  à  la  classe  des  non- 
êtres)  :  c'est  à  savoir  la  Proposition  qui  figure  dans  l'Axiome 
(5). 

Nous  pouvons  maintenant  poursuivre  notre  synthèse.  Ex- 
primant toujours  dans  le  même  langage  les  Axiomes  bien 
connus  relatifs  à  l'Induction  complète,  nous  constatons  que 
ces  Axiomes  peuvent  être,  sans  contradiction,  adjoints  aux 
précédents;  ce  qui  établit  que  Y  Existence  du  plus  petit  In- 
fini^ (c'est-à-dire  du  type  ordinal  défini  par  la  suite  1,  2,  3...) 
est  exempte  de  contradiction. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  fonder  le  concept  de  nombre 
ordinal  fini  à  l'aide  des  principes  que  nous  avons  posés.  On 
s'appuiera  pour  cela  sur  TAxiome  suivant  :  Etant  donné  un 
Ensemble  qui  contient  le  premier  élément  du  nombre  ordi- 
nal, et  qui,  au  cas  où  il  en  contient  un  élément  (quelconque), 
contient  aussi  l'élément  suivant,  cet  Ensemble  contient  né- 
cessairement le  dernier  élément  du  nombre  ordinal.  Que  cet 
axiome  peut  être  sans  contradiction  adjoint  aux  précédents, 
la  considération  d'un  exemple  (soit  du  nombre  deux)  le  mon- 
trera facilement.  Il  faudra  montrer  ensuite  qu'il  est  possible 
d'ordonner  les  éléments  du  nombre  ordinal  fini  de  telle  ma- 
nière que  tout  Ensemble  partiel  formé  avec  ces  éléments  ait 
un  premier  et  un  dernier  élément.  Nous  établirons  ce  point 
en  définissant  un  nouvel  objet  <  au  moyen  de  l'Axiome 

(wc  <  ,r  •<  j  <  =M  •*•  <  =  • 

et  en  montrant  que  cet  Axiome  peut,  sans  contradiction,  être 
joint  aux  précédents,  lorsque  x,  y,  z  désignent  des  éléments 


*  Voir  la  commonication  que  j*ai  présentée  au  II«  Congrès  International  des  Mathéma- 
ticiens, Paris,  1900  :  Problèmes  mathématiques»  2*  Dt  la  non-eontreuiiction  des  Axiomes  de 
l'Arithmétique. 
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quelconques  dn  nombre  ordinal  fini.  Après  quoi  nous  pour- 
rons prouver,  en  nous  appuyant  sur  l'existence  du  plus  petit 
infini,  qu'étant  donné  un  nombre  ordinal  fini  quelconque, 
il  existe  un  nombre  ordinal  qui  lui  est  supérieur. 

J'énoncerai  maintenant  brièvement  les  principes  que  nous 
devrons  prendre  pour  guides  si  nous  poursuivons  la  recons- 
truction des  lois  de  la  pensée  mathématique  selon  le  point 
de  vue  que  j'ai  adopté. 

I.  Supposons  que  Ton  soit  arrivé  à  un  stade  déterminé  de 
révolution  de  la  théorie  :1a  condition  nécessaire  et  suflisante 
pour  qu'une  Proposition  nouvelle  soit  considérée  comme 
exacte  est  que,  si  on  l'adjoint  en  tant  qu'Axiome  aux  Propo- 
sitions déjà  reconnues  exactes,  on  ne  rencontre  pas  de  con- 
tradiction. En  d'autres  termes,  l'adjonction  du  nouvel  Axiome 
doit  conduire  à  des  Propositions  qui  ne  soient  pas  en  contra- 
diction avec  la  répartition  de  l'ensemble  des  Objets  entre  la 
classe  des  êtres  et  celle  des  non-êtres. 

II.  Les  indéterminées  qui  figurent  dans  les  Axiomes —  en 
place  du  v  quelconque  »  ou  du  «tous»  de  la  logique  ordinaire 
—  représentent  exclusivement  l'ensemble  des  Objets  et  des 
Combinaisons  qui  nous  sont  déjà  acquis  en  l'état  actuel  de  la 
théorie,  ou  que  nous  sommes  en  train  d'introduire.  Lors  donc 
qu'on  déduira  des  Propositions  des  Axiomes  considérés,  ce 
sont  ces  Objets  et  ces  Combinaison^  seules  que  l'on  sera  en 
droit  de  substituer  aux  indéterminées.  Il  ne  faudra  pas  non 
plus  oublier  que,  lorsque  nous  augmentons  le  nombre  des 
Objets  fondamentaux,  les  Axiomes  acquièrent  du  même  coup 
une  extension  nouvelle  et  doivent,  par  suite,  être  de  nouveau 
mis  à  l'épreuve  et  au  besoin  modifiés. 

III.  Nous  avons  défini  l'Ensemble  en  général,  en  le  consi- 
dérant comme  étant  un  Objet  de  la  pensée,  m.  Les  éléments 
de  l'Ensemble  sont  les  combinaisons  mx  ;  en  sorte  que,  con- 
trairement à  l'usage  établi,  nous  regardons  la  notion  d'Elé- 
ment comme  postérieure  à  la  notion  d'Ensemble. 

Comme  on  a  procédé  avec  la  notion  d'  «  Ensemble  »,  on 
procédera  avec  les  notions  de  «  correspondance»,  de  «trans- 
formation», d'  «  association»,  de  «fonction».  On  les  regar- 
dera comme  des  Objets  au  sujet  desquels  on  posera  certains 
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Axiomes  appropriés  :  si  Ton  ne  rencontre  pas  d'impossibilité 
en  cherchant  à  répartir  les  Combinaisons  de  ces  Objets  entre 
la  classe  des  êtres  et  celle  des  non-êtres,  on  sera  en  droit 
de  considérer  les  notions  correspondantes  comme  «  existant 
sans  contradiction». 

Le  Principe  I  est  le  principe  fécond  et  créateur  qui  nous 
donne  pleine  liberté  pour  créer  de  nouveaux  concepts,  à  la 
seule  condition  que  nous  évitions  la  contradiction.  Les  Prin- 
cipes Il  et  III  permettent  d'échapper  aux  Paradoxes  mentionnés 
au  début  de  cet  article,  et  de  triompher,  en  particulier^  du 
Paradoxe  relatif  à  l'Ensemble  constitué  par  tous  les  Ensem- 
bles qui  ne  se  contiennent  pas  eux-mêmes  comme  élément. 

Afin  de  montrer  que  la  notion  définie  dans  III  ne  cesserait 
pas,  dans  une  théorie  plus  complète,  de  coïncider  avec  la 
notion  usuelle  d'Ensemble,  j'établirai  le  théorème  suivant  : 

A  un  stade  déterminé  de  l'évolution  de  la  théorie,  soient  1,.., 
a,..  A:  les  Objets  dont  nous  disposons,  et  soit  a  (J)  une  Com- 
binaison de  ces  Objets,  laquelle  renferme  une  indéterminée  f. 
Soit  de  plus  a  («)  une  «  Proposition  exacte  »  (ce  qui  veut  dire 
que  a  (a)  appartient  à  la  classe  des  êtres).  Alors  il  existe  sû- 
rement un  Objet  m  tel  que  a  ijnx)  soit,  quel  que  soit  .r,  une 
Proposition  exacte  (c'est-à-dire  que  a  {m,r)  appartienne, 
pour  un  .r  quelconque,  à  la  classe  des  êtres),  et  tel  que,  réci- 
proquement, tout  Objet  J  pour  lequel  la  Proposition  a  (|)  est 
exacte,  soit  égal  à  une  Combinaison  mx^"^^ .  [En  disant  que  | 
est  égal  à  /w.r<"^  j'entends  que  la  Proposition 

est  exacte,  en  d'autres  termes  que  les  Objets  |  pour  lesquels 
a  (I)  est  une  Proposition  exacte  sont,  selon  la  définition  don- 
née plus  haut,  les  éléments  d'un  Ensemble  m.\ 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  procéderons  comme 
il  suit  : 

Nous  poserons  d'abord  ce  nouvel  Axiome  :  «  L'Objet  m  est 
tel  que  les  deux  Propositions 

(7)  ai^  I  mÇ  =  Ç 

(8)  a(Ç)  I  mÇ  =  a 
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soient  exactes.  En  d'autres  termes,  si  a  (|)  appartient  à  la 
classe  des  êtres,  on  aura,  d'après  le  nouvel  Axiome,  /n{  =  { ; 
et,  en  cas  contraire,  on  aura  m{  =  «.  »  Nous  adjoindrons  cet 
Axiome  aux  Axiomes  antérieurement  adoptés  relativement 
aux  Objets  1,..,  a,..  A:,  et  nous  imaginerons  pour  un  instant  que 
cette  adjonction  conduise  à  une  contradiction;  autrement  dit. 
nous  supposerons  que  nous  puissions  déduire  de  nos  divers 
Axiomes  deux  Propositions  de  la  forme 

p{m)    et   p{m)  , 

p  {m)  étant  une  certaine  Combinaison  des  Objets  1,..,  A,  m. 

Nous  raisonnerons  alors  ainsi  :  Partout  où,  dans  p  (/w), 
rObjet  m  figure  combiné  avec  «un  Objet  {,  appliquons  les 
Axiomes  (7)  ou  (8),  en  tenant  compte  de  (2),  et  remplaçons 
ainsi  /w|,  soit  par  {,  soit  par  «.  p  {m)  se  transformera  en  q  (m), 
et  dans  q  [m)  il  n'y  aura  plus  aucune  Combinaison  de  la  forme 
//i|.  Il  en  résulte  que  la  Proposition  q  [m]  aurait  pu  être  dé- 
duite des  Axiomes  relatifs  aux  seuls  Objets  1,..,  a,.,  k^  dont 
nous  disposions  avant  d'introduire  (7)  et  (8).  Dès  lors,  elle 
restera  exacte  si  nous  substituons  à  m  Tun  quelconque  de 
ces  Objets,  soit,  par  exemple,  1.  Le  même  raisonnement  s'ap- 
plique à  p  (m).  Notre  hypothèse  initiale  conduit  donc  à  cette 
conclusion  qu'au  stade  de  l'évolution  de  la  théorie  où  l'on  se 
trouvait  avant  l'introduction  de  m,  on  devait  rencontrer  une 
contradiction  de  la  forme 


7(1)     **     7(1)  . 

ce  qui  ne  pouvait  avoir  lieu,  puisque  l'existence  (sans  contra- 
diction) des  Objets  1,..,  k  a  été  admise.  Nous  devons  donc 
rejeter  notre  hypothèse  et  admettre  Texistence  (sans  contra- 
diction) de  l'Objet  m. 

IV.  Eprouver  la  validité  d'un  système  donné  d'Axiomes  re- 
vient à  effectuer  la  répartition  des  Objets  correspondants  en- 
tre la  classe  des  êtres  et  la  classe  des  non-êtres,  en  considé- 
rant les  Axiomes  comme  des  règles  auxquelles  la  répartition 
doit  satisfaire.  La  difficulté  consiste  alors  à  reconnaître  la 
possibilité  d'une  telle  répartition.  La  question  posée  équi- 
vaut encore  à  la  suivante  :  les  Propositions  que  Ton  peut  dé- 
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ddire  des  Axiomes,  lorsqu'on  les  spécialise  ou  qu'on  les 
combine  d'après  la  méthode  exposée  plus  haut,  peuvent- 
elles  oui  ou  non  conduire  à  une  contradiction?  Cela,  lorsque 
Ton  adjoint  aux  Axiomes  les  règles  logiques  classiques  telles 
que 

\(a\b)   .X   {'a\b)\\b 

j    (a    ou    b)    et     (fl    ou    C)    I   I    I    <I    ou    (b    et    c)    j 

Il  y  aura  deux  manières  de  prouver  qu'un  système  donné 
d'Axiomes  est  exempt  de  contradiction.  Ou  bien  Ton  montrera 
que  s'il  y  avait  contradiction  à  un  moment  donné,  cette  con- 
tradiction devrait  déjà  s'être  manifestée  à  un  stade  antérieur 
de  la  théorie.  Ou  bien,  supposant  qu'il  existe  une  déduction 
permettant  de  tirer  une  certaine  contradiction  des  Axiomes 
donnés,  on  établira  qu'une  telle  déduction  implique  elle- 
même  contradiction  et  est  par  suite  irrecevable.  C'est  de  cette 
dernière  manière  que  nous  avons  prouvé  l'existence  (sans 
contradiction)  de  Tlnfîni  :  nous  avons  montré  qu'il  était  im- 
possible de  déduire  l'égalité  (6)  des  Axiomes  (1),  (4). 

V.  Lorsque  dans  les  pages  précédentes  il  était  question 
de  plusieurs  Objets  ou  Combinaisons,  de  plusieurs  indéter- 
minées, de  Combinaisons  multiples,  ces  mots  s'appliquaient 
toujours  à  un  nombre  limité  de  choses.  Après  avoir  défini  le 
«  nombre  fini  »,  nous  sommes  en  état  de  leur  donner  le  sens 
général  qu'ils  comportent.  De  même,  en  nous  appuyant  sur 
la  définition  du  nombre  fini,  nous  pourrons,  conformément 
au  Principe  de  l'Induction  complète,  définir  explicitement  à 
l'aide  d'une  méthode  récurrente  ce  qu'il  faut  entendre  par 
«  Proposition  déduite  quelconques  ou  par  «Proposition  dif- 
férant de  toutes  les  Propositions  d'une  certaine  espèce  »•  En 
particulier,  nous  pourrons  compléter  la  démonstration  don- 
née plus  haut,  laquelle  tendait  à  prouver  que  la  Proposition 
f[ux)^''^)  =  m1  diffère  de  toute  Proposition  qui  se  laisserait 
déduire  des  Axiomes  (1),...,  (4)  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opé- 
rations. A  cet  effet,  nous  regarderons  la  démonstration  elle- 
même  comme  une  notion  mathématique  :  c'est  un  Ensemble 
fini  dont  les  éléments  sont  reliés  par  des  Propositions,  les- 
quelles affirment  que  la  dite  démonstration  permet  de  con- 
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dure  des  Axiomes  {!),...,  (4)  à  la  Proposilion  (6).  Tout  revient 
alors  à  montrer  qu'une  semblable  démonstration  implique 
contradiction  et  ne  saurait  par  suile,  selon  nos  conventions, 
être  considérée  comme  existante. 

Comme  on  a  prouvé  l'existence  du  plus  petit  Infini,  on  prou- 
vera l'existence  de  Tensemble  des  nombres  réels  :  les  Axiomes 
relatifs  aux  nombres  réels  (tels  que  je  les  ai  énoncés  ail- 
leurs ^),  se  laisseront,  en  effet,  représenter  par  des  formules 
analogues  à  celles  qu'on  a  vues  plus  haut.  La  méthode  s'ap- 
pliquera en  particulier  à  V Axiome  des  Systèmes  Complets 
(YoUstiindigkeitsaxiom),  d'après  lequel  l'ensemble  des  nom- 
bres réels  se  trouve  contenir  (en  ce  sens  qu'il  existe  entre 
les  éléments  des  deux  ensembles  une  correspondance  uni- 
voque  et  réciproque)  tout  Ensemble  dont  les  éléments  satis- 
font aux  mêmes  Axiomes.  Cet  Axiome  des  Systèmes  Com- 
plets pourra  être  exprimé  par  des  formules  du  type  défini 
plus  haut,  et,  d'une  manière  générale,  les  Axiomes  relatifs  à 
Tensemble  des  nombres  réels  ne  se  distinguent  pas  qualita- 
tivement des  Axiomes  invoqués  pour  la  définition  du  nombre 
entier.  C'est  là  le  fait  qui  me  paraît  porter  un  coup  décisif  à 
la  doctrine  de  Kronecker  sur  les  fondements  de  l'Arithmé- 
tique, doctrine  qu'au  début  de  cet  article  je  qualifiais  de 
dogmatique. 

En  employant  toujours  la  même  méthode,  on  établira  que 
les  notions  fondamentales  de  la  théorie  des  Ensembles  de 
Cantor,  en  particulier,  la  notion  d'Alef  doivent  être  consi- 
dérées comme  existant  sans  contradiction. 

D.  HiLEiERT  (Gôttingue). 


*  Grundlagcn  der  Géométrie,  2«  Ed.,  Leipzig,  lî»03,  pp.  24-26. 
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Quand  on  demande  si  une  notion  est  définissable  ou  si 
une  proposition  est  démontrable,  ces  questions  n^ont  pas  de 
sens,  ou  du  moins  elles  sont  indéterminées.  Pour  savoir  si 
une  notion  est  définissable,  il  faut  savoir  quelles  sont  les 
notions  dont  on  dispose,  soit  comme  indéfinissables,  soit 
comme  définies  au  moyen  des  indéfinissables.  De  même,  pour 
savoir  si  une  proposition  est  démontrable,  il  faut  savoir 
quelles  sont  les  propositions  qu'on  possède,  soit  qu'on  les 
ait  admises  comme  indémontrables,  soit  qu'on  les  ait  démon* 
trées  au  moyen  des  propositions  premières.  Ainsi  une  notion 
n'est  définissable,  une  proposition  n'est  démontrable,  que 
par  rapport  à  un  certain  ordre  assigné  aux  notions  et  aux 
propositions,  et,  en  définitive,  par  rapport  à  un  certain  sys* 
tème  de  notions  premières  ou  de  propositions  premières  *. 
Une  notion  pourra  être  définissable,  une  proposition  pourra 
être  démontrable  dans  tel  système,  et  ne  pas  l'être  dans  tel 
autre.  Ainsi  les  propriétés  iV indéfinissable  et  à^ indémontra- 
ble ne  sont  pas  intrinsèques  et  absolues,  mais  essentielle- 
ment relatives.  On  a  donc  le  choix,  théoriquement,  entre 
une  multitude  de  systèmes  de  notions  premières  et  de  pro- 
positions premières. 

Quel  système  doit-on  préférer?  Le  bon  sens  répond  :  celui 
où  les  notions  premières  sont  les  plus  simples,  et  où  les  pro- 


*  Dans  la  logique  symbolique,  ud  symbole  qu'on  ne  peut  définir  que  d'une  manière  verbale 
(par  des  mots)  est  considéré  comme  indéfinissable.  C'est  que  la  traduction  verbale  qu'on  en 
donne  ne  peut  être  qu'un  nom  équivalent  (par  exemple  N  =  nombre  entier)  ou  une  para- 
phrase ;  dans  les  deux  cas,  on  ne  peut  pas  réduire  cette  traduction  en  symboles,  car,  si  on  le 
pouvait,  le  symbole  en  question  serait  défini,  et  en  fonction  de  nouveaux  symboles  qui,  eux, 
seraient  indéfinissables.  Les  traductions  verbales  des  symboles  non  définis  ne  font  qu'en 
donner  une  interprétation;  elles  ne  font  pas  partie  de  la  théorie,  comme  les  définitions  sym* 
boliques. 
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positions  premières  sont  les  plus  évidentes.  Mais  il  n'y  a  pas 
de  critérium  logique  de  la  simplicité  des  notions  et  de 
révidence  des  propositions.  Pour  pouvoir  déterminer  abso- 
lument les  notions  les  plus  simples,  il  faudrait  que  toutes  les 
notions  fussent  composées  d'une  manière  univoque  de  quel- 
ques-unes d'entre  elles,  comme  les  nombres  entiers  sont 
tous  composés  (et  chacun  d'une  seule  manière)  de  nombres 
premiers '..  Mais  il  n'en  est  pas  du  tout  ainsi,  et,  dans 
une  certaine  mesure,  les  notions  simples  peuvent  se  défi- 
nir les  unes  par  les  autres.  De  même,  pour  pouvoir  appré- 
cier l'évidence  des  propositions  autrement  que  par  un  senti- 
ment tout  subjectif,  et  par  suite  sujet  à  caution  (car  il  peut 
<^tre  le  produit  de  l'habitude),  il  faudrait  que  toutes  les  pro- 
positions fussent  des  conséquences  de  quelques-unes  d'en- 
tre elles,  bien  déterminées,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Les 
notions  premières  et  les  propositions  premières  se  relient  et 
s'enchaînent,  non  dans  un  ordre  linéaire  (ramifié)  *,  mais  dans 
un  ordre  circulaire,  ou  plutôt  dans  un  réseau  complexe  oii  il 
n'y  a  ni  premier  ni  dernier.  C'est  pourquoi  on  peut  partir  indif- 
féremment d'un  point  ou  d'un  autre,  c'est-à-dire  choisir  entre 
divers  ordres  également  admissibles  au  point  de  vue  logique. 
Toutefois,  à  défaut  de  raisons  strictement  logiques,  on 
peut  avoir  (et  on  a  en  général)  des  raisons  méthodologiques 
de  préférer  tel  ordre  à  tel  autre.  Ainsi,  si  la  rigueur  logi- 
que est  satisfaite  dès  qu'on  énumère  explicitement  toutes  les 
notions  premières  et  toutes  les  propositions  premières  dont 
on  se -sert  pour  définir  et  démontrer  les  autres,  l'élégance 
logique  demande  que  le  nombre  de  ces  notions  et  de  ces 
propositions  soit  le  plus  petit  possible;  elle  demande  aussi 
que  ces  notions  et  ces  propositions  soient,  autant  que  pos- 
sible, indépendantes  entre  elles  nous  allons  définir  bientôt 
celte  expression).  Ce  ne  sont  pas  là  des  exigences  absolues 
de  la  logique,  comme  l'indiquent  les  locutions  mêmes  :  le 
plus  possiblCy  auianL  que  possible.  Ce  sont  simplement  des 
desiderata  d'ordre  quasi  esthétique,  qui  peuvent  être  plus  ou 


*  Cette  hypothèse,  ou  plutôt  cette  analogie,  tétait  le  fondement  (ruineux)  de  toute  la  logique 
de  Leibniz.  V.  notre  ouvrage  sur  La  logique  de  Leibniz,  chap.  II. 
>  Analogue  aux  arbres  généalogiques. 
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moins  satisfaits  sans  que  la  valeur  logique  d'une  théorie  en 
soit  affectée. 

On  dit  que  des  notions  sont  indépendantes  entre  elles^ 
quand  aucune  d'elles  ne  peut  être  définie  au  moyen  des 
autres.  On  dit  que  des  propositions  sont  indépendantes  entre 
elles^  quand  aucune  d'elles  ne  peut  être  démontrée  au  moyen 
des  autres.  Dans  les  mêmes  cas,  on  dit  que  ces  notions  ou 
ces  propositions  forment  un  système  irréductible.  Il  ne  faut 
pas  perdre  de  vue  ce  fait  qu'une  même  théorie  dédùclive  peut 
être  fondée  sur  plusieurs  systèmes  irréductibles  de  notions 
et  propositions  premières,  de  sorte  que  même  cette  condition 
peut  ne  pas  sullire  pour  déterminer  un  système  unique  ^ 

Pour  prouver  que  dans  un  système  de  propositions  pre- 
mières Tune  d'elles  est  indépendante  des  autres,  il  ne  suffît 
pas  d'alléguer  qu'on  n'a  pas  pu  démontrer  cette  proposition 
au  moyen  des  autres;  un  tel  argument  n'a  évidemment  aucune 
valeur  logique,  parce  qu'il  est  empirique  et  ne  peut  justifier 
une  proposition  universelle  négative,  il  faut  (et  ilsudît)  qu'on 
trouve  un  cas  (un  seul)  où  la  proposition  en  question  soit 
fausse  alors  que  toutes  les  autres  sont  vraies;  car  ce  cas  ex- 
clut l'hypothèse  que  celles-ci  impliquent  celle-là.  Or,  puis- 
que le  sens  des  notions  premières  est  indéterminé,  il  sufiit 
de  trouver  une  interprétation  des  symboles  non  définis,  qui 
vérifie  toutes  les  propositions  premières,  moins  celle  dont 
on  veut  prouver  l'indépendance.  D'où  cette  règle: 

Pour  qu'un  système  de  propositions  premières  soit  irré- 
ductible, il  faut  et  il  sufiit  qu'on  puisse  trouver  pour  chacune 
d'elles  une  interprétation  du  système  des  symboles  non  dé- 
finis qui  vérifie  toutes  les  propositions  premières  sauf  celle-là. 

Dans  ce  cas,  on  dit  qu'on  a  démontré  Vindépendance  abso- 
lue dès  propositions  premières  entre  elles.  Il  arrive  en  effet 
qu'on  puisse  seulement  démontrer  leur  indépendance  ordon^ 


*  Il  est  clair  que  si  une  même  théorie  peut  être  fondée  Bur  deux  systèmes  irréduetibles  de 
postulnts,  chacun  do  ces  systèmes  doit  pouvoir  se  déduire  de  Pautre,  puisqu'il  contient  en 
tout  cas  dos  propositions  (premières  ou  non)  de  la  théorie.  En  d'autres  termes,  les  deux  sys- 
tèmes doivent  être  logiquement  équivalents  (s'impliquer  niutucllemcnt).  De  meute,  si  une 
théorie  peut  recevoir  deux  systèmes  irréduetibles  de  notions  premières,  chacun  do  ces  deux 
systèmes  doit  pouvoir  se  déAnir  au  moyen  de  l'autre,  puisque  chacun  d'eux  permet  do  définir 
toutes  loH  notions  de  la  théorie  qu'il  ne  contient  pas. 
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* 

nécy  c'est-à-dire  que  chacune  d'elles  est  indépendante  des 
précédentes.  Cette  démonstration  a  d'ailleurs  lieu  suivant  la 
même  méthode. 

D'autre  part,  pour  prouver  que  dans  un  système  de  notions 
premières  Tune  d'elles  est  indépendantes  des  autres,  il  ne 
suffit  évidemment  pas  d'alléguer  qu'on  n'a  pas  pu  la  définir 
au  moyen  des  autres.  Bien  entendu,  on  doit  considérer  ces 
notions  comme  liées  entre  elles  par  un  ensemble  de  postu- 
lats qui  déterminent  leurs  relations;  et  quand  on  dit  que 
l'une  d'elles  est  indépendante  des  autres,  il  faut  entendre  que 
le  système  des  postulats  ne  permet  pas  de  la  définir  au  moyen 
des  autres.  Par  conséquent,  ce  système  des  postulats  consti- 
tue une  donnée  du  problème,  et  l'indépendance  mutuelle  des 
notions  premières  sera  relative  à  ce  système  de  postulats. 
Or,  pour  prouver  qu'un  symbole  non  défini  est  indépendant 
des  autres,  c'est-à-dire  que  son  sens  n'est  pas  déterminé  par 
celui  des  autres,  il  suffît  de  trouver  deux  interprétations  qui 
ne  difl'èrent  que  par  le  sens  de  ce  symbole,  et  qui  vérifient 
toutes  deux  le  système  des  postulats^  puisque  ce  système  for- 
mule les  conditions  qui  relient  les  unes  aux  autres  les  notions 
premières,  et  qui  contribuent  à  déterminer  (à  limiter)  leur 
sens.  On  aboutit  ainsi  à  formuler  la  règle  suivante  : 

Pour  qu'un  système  de  notions  premières  soit  irréductible 
par  rapport  à  un  système  de  propositions  premières,  il  faut 
et  il  suffît  qu'on  puisse  trouver,  pour  chaque  notion  pre- 
mière, une  seconde  interprétation  qui  vérifie,  comme  la  pre- 
mière, le  système  des  propositions  premières,  toutes  les 
autres  notions  conservant  le  même  sens*. 


* 


Outre  les  définitions  nominales,  dont  il  a  été  question  jus- 


*  A.  Paiwa,  Essai  d'unr  théorie  algébrique  des  nombres  entiers,  précédé  d*une  introduction 
logique  à  une  théorie  dédnctive  quelconque,  ap.  Bibl.  du  Congrès  de  Philosophie,  19041,  t.  Hl 
(Parts.  A.  Colin,  Itful.)  Cotie  méthode  logique  a  été  récemment  appliquée  par  M.  Huntincitom 
dans  IrA  mémuireH  suivanlfi  :  A  complète  set  of  postulâtes  for  the  theory  of  absolute  continuous 
magnitude  :  Complète  sets  of  postulâtes  for  the  théories  of  positive  intégral  and  positive  ratio- 
nai  numbers  ('l'ransactions  of  the  American  M athematical  Society,  t.  III,  1902);  Two  défini^ 
tiofu  of  an  Ahelian  group  by  sets  of  independent  postulâtes  (ibid.,t,  IV,  190:iJ;  Sets  of  indepen- 
dents  postulâtes  for  the  Algebra  of  Ijogic  yibid.,  t.  V,  1904)  ;  et  par  M.  Oswald  Vkki.kn  :  A 
System  nf  axioms  for  tieometry  iibid.,  t.  V,  1904). 
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qu'ici,  on  a  trouvé  en  Mathématiques  deux  autres  espèces  de 
définitions  qui  semblent  irréductibles  à  cette  forme,  à  savoir  : 
les  définitions  par  postulats  et  les  définitions  par  abstrac" 
lion  *. 

La  définition  par  postulats  s'applique,  non  à  une  seule  no- 
tion, mais  à  un  système  de  notions  ;  elle  consiste  à  énumérer 
les  relations  fondamentales  qui  les  unissent  et  qui  permettent 
de  démontrer  toutes  leurs:  autres  propriétés  :  ces  relations 
sont  des  postulats,  c'est-à-dire  les  propositions  premières 
d'une  théorie.  Or  une  telle  définition  n'est  pas  à  proprement 
parler  une  définition,  car  elle  suppose  au  contraire  que  les 
nolions  en  question  sont  indéfinissables.  Admettre  que  des 
postulats  puissent  définir  les  notions  premières  qui  y  figu- 
rent, c'est  admettre  que  tout  peut  se  définir  ;  car  les  notions 
définies  seraient  définies  nominalement,  et  les  notions  non 
définies  seraient  définies  par  postulats.  C'est  donc  là  un 
abus  du  mot  de  définition;  tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  que 
les  postulats  déterminent  le  sens  des  notions  premières,  au 
moins  dans  une  certaine  mesure  ;  car  nous  avons  vu  qu'en 
général  ils  ne  le  déterminent  pas  complètement,  puisque  le 
même  système  de  postulats  peut  recevoir  plusieurs  inter- 
prétations. 

S'il  n'y  avait  qu'une  seule  notion  à  définir,  on  pourrait 
aisément  transformer  une  définition  par  postulats  en  une 
définition  nominale  ;  il  suffirait  de  dire  :  «  le  terme  à  définir 
=  un  objet  qui  vérifie  tels  et  tels  postulats,  »  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  au  moyen  du  symbole  :  .rs  (...)^.  Mais  quand 
il  y  a  plusieurs  notions  à  définir,  il  n'est  pas  possible,  en 
général,  de  «  résoudre  »  ainsi  le  système  des  postulats  par 
rapport  à  ces  notions,   et  d'en  tirer  leur  «  valeur  »   sous  la 


*  C.  BuRALi-FoRTi,  Logica  matematica,  cap.  IV.  %\  6,  7  (Milan,  Hœplî,  1894^;  Sur  Us  dif- 
férentes méthodes  logiques  pour  la  définition  du  nombre  réel,  S  1,  ap.  Bibliothèque  du  Congrès 
de  Philosophie,  t.  III  (Paris,  A.  Colin,  1901). 

*  Ce.st  ce  quia  lieu,  par  exemple,  pour  l'idëe  de  grandeur.  M.  Burau-Forti  a  commencé 
par  la  a  définir  »  au  moyen  de  huit  postulats  qui  portent  sur  cotte  notion  f  Formulaire  de  Ma^^ 
thématiqueSi  t.  I,  ch.  IV  [1895]  :  Les  propriétés  formelles  des  opérations  algébriques,  ap.  Hevue 
de  Mathématiques,  t.  VI,  p.  141  [1900])  ;  puis  il  a  défini  nominalement  la  grandeur,  ou  pins 
exactement,  la  classe  de  grandeurs  homogènes,  comme  un  ensemble  d'objets  qui  vérifie  ces 
huit  postulats  (Sulla  Teoria  générale  délie  (irandezzc  c  dei  ?iumeri,  ap.  Atti  deW  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino,  t.  39  [1904]).  Cf.  notre  ouvrage  Les  principes  des  mathématiques» 
chap.  V. 
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forme  explicite  de  définitions  nominales.  Toutefois,  il  suflira 
de  les  définir  toutes,  sauf  une,  pour  avoir  la  définition  nomi- 
nale de  cette  dernière;  car  alors  elle  sera  la  seule,  et  Ton 
retombera  dans  le  cas  précédent.  Les  postulats  deviendront 
de  simples  conséquences  logiques  de  la  définition,  non  pas 
que  celle-ci  puisse  jamais  être  érigée  en  a  vérité  »  ou  en 
principe,  mais  parce  que  la  notion  définie  vérifiera  ces  pos- 
tulats par  définilion.  C'est  ainsi  que  Ton- peut  transformer 
les  principes  ou  hypothèses  d'une  théorie  en  une  définition 
de  Tobjet  fondamental  de  cette  théorie;  par  exemple,  les 
axiomes  de  la  géométrie,  ou  plutôt  à' une  géométrie,  en  une 
définition  de  l'espace  correspondant  ^ 

La  définition  par  abstraction  s'applique  à  une  fonction 
logique  ou  mathématique.  Elle  consiste,  au  lieu  de  définir 
nominalement  cette  fonction,  à  indiquer  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  à  laquelle  cette  fonction  prend  la  même 
valeur  pour  deux  valeurs  différentes  de  la  variable*.  Ce  pro- 
cédé est  très  fréquemment  employé  en  mathématiques.  Par 
exemple,  beaucoup  d'auteurs  (M.  Georg  Cantor)  définissent 
le  nombre  cardinal  comme  suit:  «  Deux  ensembles  ont  des 
nombres  cardinaux  égaux,  quand  on  peut  établir  une  corres- 
pondance univoque  et  réciproque  entre  tous  leurs  éléments.  » 
De  même,  on  ne  définira  pas  le  vecteur^  mais  on  dira  :  «  Deux 
vecteurs  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  même  longueur,  même 
direction  et  même  sens.  »  On  ne  définira  pas  la  direction^ 
mais  on  dira  :  «  Deux  droites  ont  la  même  direction,  lors- 
qu'elles sont  parallèles.  »  De  même  en  physique  :  on  ne  défi- 
nit pas  nominalement  la  masse,  la  température^  le  potentiel^ 
maison  indique  dans  quelles  conditions  «  on  dira  »  que  deux 
corps  ont  la  même  masse,  la  même  température,  le  même 
potentiel*.  En  général,  toutes  les  fois  qu'on  peut  établir  enire 
deux  objets  d'une  certaine  classe  une  relation  symétrique  et 


^  V.  Les  principes  des  mathématiques,  cbap.  VI,  §  B,  fio. 

'  V.  BuRALi-FoRTi,  Sur  r égalité  et  sur  l'introduction  des  éléments  dérivée  dans  la  science^ 
ap.  L'enseignement  mathématique,  1899. 

*  Les  définitions  par  abstraction  sont  si  fréquentes,  que  certains  auteurs,  par  une  géné- 
ralisation excessive,  affirment  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  en  matliématique.  En  quoi  ils  se 
trompent  ;  car  on  définit  nominalement  beaucoup  de  notions,  comme  celles  de  nombre  pre- 
mier, de  limite,  de  dérivée,  d'intt'grale,  de  triangle,  de  cercle,  de  vitesse,  d'accélération,  de 
quantité  de  chaleur,  etc. 
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transitive  (comme  le  parallélisme  des  droites,  Féquilibre 
des  corps  sur  une  balance),  on  conçoit  cette  relation  comme 
une  espèce  d'égalité,  à  savoir  comme  Tidentité  d'une  pro- 
priété abstraite  de  ces  deux  objets  ^  On  est  ainsi  conduit  à 
déterminer  et  à  définir  cette  propriété  au  moyen  de  la  rela- 
tion en  question;  d*où  le  norp  de  définition  par  abstraction. 
Au  point  de  vue  formel,  une  définition  par  abstraction 
s'énonce  comme  suit  : 

«  L'égalité  ç.r  =  yy,  où  la  fonction  y  est  la  notion  à  définir 
et  où  X  eiy  sont  des  éléments  d'une  même  classe  a,  équivaut 
à  la  proposition  p  relative  à  .r,  y,  » 

Mais  cette  définition  peut  être  ramenée  à  la  forme  d'une 
définition  nominale  de  la  manière  suivante.  La  proposition 
Px,y  est  une  relation  entre  x  ei  y  \  écrivons-la  :  xRy.  Cette 
relation  est  symétrique  et  transitive  par  hypothèse;  et  son 
champ  est  la  classe  a.  En  vertu  du  principe  d'abstraction^^ 
on  peut  en  conclure  l'existence  d'une  relation  uniforme  S 
entre  chacun  des  termes  Xy  y  et  un  même  terme  2,  de  telle 
sorte  qu'on  ait: 

a:R)".=  .  xSz  .ySz 

Ce  terme  z  est  fonction  de  x  et  fonction  de  y;  c'est  son 
existence  et  son  identité  qui  fondent  l'égalité:  (fx  =  <fy.  On 
peut  donc  définir  nominalement  la  fonction  ç>  comme  suit  : 
c'est  la  relation  qui  unit  le  terme  z  à  chacun  des  éléments 
x,y^.,.  de  la  classer  entre  lesquels  existe  la  relation  R.  Ainsi 
la  logique  des  relations  permet  de  réduire  les  définitions  par 
abstraction  à  des  définitions  nominales. 


Pour  illustrer  ces  considérations  théoriques,  nous  ne  pou- 
vons trouver  un  meilleur  exemple  que  la  théorie  du  nombre 


^  C'eftt  en  cela  que  consiste  le  principe  d'abstraction,  qui  peut  s'ënonccr  comme  suit  :  Toute 
relation  symétrique  et  transitive  peut  se  ramener  à  une  espèce  d'égalité. 

'  V.  Les  principes  des  mathématiques,  chap.  I,  ^  C. 


LES    DÉFINITIONS    MATHÉMATIQUES  111 

entier,  où  Ton  verra  le  nombre  entier  défini  tour  à  tour  par 
postulats,  par  abstraction  et  enfin  nominalement. 

La  définition  par  postulats^  consiste  à  prendre  3  notions 
indéfinissables:  N  (nombre  entier  positif),  0  (zéro),  et  seq  (le 
suivant  de)*  :  N  est  une  classe,  0  un  individu  et  seq  une  fonc- 
tion. Puis  on  pose  les  cinq  postulats  suivants: 

I.  Oc  N 
«Zéro  est  un  nombre*.  » 

II.  iriN.o^  .  seqj:  «  N 

«  Le  suivant  d'un  nombre  est  un  nombre*.  » 

III.  jrcN.o     seqa:*  -  =  0 

«  Zéro  n'est  le  suivant  d'aucun  nombre.  » 

IV.  jr,jf N.seqj!-  =  seqj.o^  ,^.jr  =  y 

«  Deux  nombres,  dont  les  suivants  sont  égaux,  sont  égaux '^.w 

V.  Ofa  :  jreN'»fl.o^.seqarcfl  :  j^.Nja 

«  Si  une  classe  a  contient  0,  et  si,  dès  qu'elle  contient  un 
nombre  jt,  elle  contient  le  suivant  de  â?,  elle  contient  tous  les 
nombres.  »  Ce  dernier  postulat  est  ce  qu'on  appelle  le  prin- 
cipe de  l'induction  complète.  On  le formuled'ordinaire comme 
suit:  «  Si  une  proposition  est  vraie  pour  0,  et  si,  dès  qu'elle 
est  vraie  pour  w,  elle  est  vraie  pour  n  +  1,  elle  est  vraie  pour 
tous  les  nombres  entiers  ^  » 


^  G.  Pkano,  Arithmetices  principia  nova  methodo  exposita  (Turin,  Bocca,  1889)  ;  Sul  concetto 
di  numéro,  ap.  Rîvista  di  Matematica,  t.  1  (1891);  Formulaire  de  Mathématiques,  toutes  les 
éditions  ;  Aritnutica  générale  e  Algebra  elementare  (Turin,  Para  via,  1902). 

'  Ces  notions  sont  indéfinissables,  malgré  la  traduction  verbale  que  nous  en  donnons 
parce  que  cette  traduction  n'est  qu'une  interprétation  des  3  symboles  N,  0,  seq,  et  que  leur 
sens  doit  être  déterminé  uniquement  par  les  postulats  suivants. 

*  Nous  dirons  a  nombre  •  pour  abréger,  aucune  confusion  n'étant  possible. 

*  Ceci  implique  que  la  fonction  seq  est  uniforme,  c.-à-d.  que  : 

A*,j8N,a:  =  j.a.seqa*  =  seq  y 
(cf.  le  postulat  IV). 

*  Atttremeat  dit,  la  fonction  seq  est  réciproque.  (Cf.  la  note  2). 

*  L'équivalence  des  deux  énoncés  est  évidente,  si  Ton  remarque  que  toute  proposition  dé- 
termine une  classe,  à  savoir  rensemble  des  individus  qui  la  vérifient. 


«  . 
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De  ces  cinq  postulats  on  peut  déduire  toutes  les  proposi- 
tions de  rArithmétique  des  nombres  entiers  positifs  ;  ils  suflî- 
sent  donc  à  «définir»  les  nombres  entiers,  c'est-à-dire  qu'ils 
en  expriment  les  propriétés  Fondamentales  et  caractéristiques. 
De  plus,  ils  sont  tous  nécessaires,  car  ils  sont  indépendants 
les  uns  des  autres.  C'est  ce  qu'on  peut  prouver  au  moyen  des 
interprétations  suivantes,  dont  chacune  vérifie  tous  les  pos- 
tulats, sauf  celui  dont  elle  porte  le  numéro: 

I.  La  classe  N. (ordonnée  par  la  fonction  seq)  se  compose 
de  tous  les  nombres  entiers  positifs  non  nuls  :  1,  2,  3,  4,  5,... 
(Elle  ne  contient  pas  0  *. 

II.  La  classe  N  se  compose  des  10  premiers  nombres  en- 
tiers: 0,  1,  2,3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  (le  nombre  9  n'a  pas  de  suivant). 

III.  La  classe  N  se  compose  des  nombres  0,  1,  2,  formant 
une  période:  0, 1,  2,  0,  1,  2,  0,  1,  2,...  (le  nombre  0  est  le  sui- 
vant d'un  autre  nombre). 

IV.  La  classe  N  est  0,  1,  2,  1,  2,  1,  2,...  (le  suivant  de  0  est 
1,  comme  le  suivant  de  2.) 

V.  La  classe  N  est  la  suite  des  nombres,  mais  seq  .r  =  a?  +  2 
(et  non  plus  œ  +  !)•  Le  postulat  V  se  trouve  en  défaut  si  Ton 
prend  pour^  l'ensemble  des  nombres  pairs,  car  cette  classe 
vérifie  Thypothèse,  et  non  la  thèse^. 

Ainsi  le  système  des  cinq  postulats  est  irréductible.  On  peut 
dire  que  le  système  des  3  notions  premières:  N,  0,  seq  se 
trouve  défini  comme  vérifiant  le  système  de  postulats.  Mais, 
bien  entendu,  ce  n'est  pas  là  une  définition  nominale.  On 
peut  traduire  le  principe  d'induction  en  disant  que  N  est  la 
plus  petite  classe  qui  vérifie  les  postulats  I  et  II:  en  effet, 
elle  est  contenue  dans  toute  classe  qui  vérifie  ces  deux  pos- 
tulats (Oe5,  et  xzs.^,^e{\xes), 

La  définition  par  abstraction  des  nombres  entiers  est  toute 
autre®.  Elle  consiste  à  considérer  le  nombre  entier  comme 
une  propriété  des  classes  (ce  qu'on  appelle  leur  nombre  car- 


'  On  peut  évidemment  faire  commencer  la  suite  des  nombres  à  t  (ou  à  un  nombre  quel- 
conque), mais  alors  il  faut  substituer  1  à  0  dans  les  postulats  I,  III  et  V. 

*  A.  Padoa,  Conférences  sur  la  logique  mathématique,  p.  51  (1898)  ;  G.  Pkai«o,  Formulaire 
1899,  p.  30. 

•  G.  Pbano,  Formulaire  1903,  §  56. 
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dinaC)  et  à  définir  par  abslraction  les  nombres  cardinaux 
comme  des  fonctions  logiques  (iNum  x)  en  définissant  seu- 
lement leur  égalité  : 

a,6cCls..):  Numa  =  Num6.  =  .  3(/>ffl)  rcp  Df 

««et  6  étant  des  classes,  on  dit  que  leurs  nombres  cardi- 
naux sont  égaux,  s'il  existe  entre  ces  classes  une  correspon- 
dance univoque  et  réciproque.  » 

On  peut  alors  définir  0  comme  suit  : 

0  =  NumA 

«  Zéro  est  le  nombre  cardinal  de  la  classe  nulle.  » 
D'où  Ton  peut  déduire: 

a  c  Cls .  D  :  Num  a  =  0  .  =  ,  a  =  A 

Si  Ton  désigne  (suivant  la  définition  générale  de  celte  nota- 
lion)  par  «  Num  *Cls  »,  Tensemble  des  nombres  d'une  classe 
quelconque,  c'est-à-dire  des  nombres  cardinaux,  on  pourra 
définir  la  somme  de  deux  nombres  cardinaux  eomme  suit  : 

ar, jeNum*C!s.3.Jc  -\-  y  z=iizt  [a,  />f  Cls.Numa  =  x, 

«  Si  J7  et  y  sont  les  nombres  cardinaux  respectifs  des  classes 
a  et  b  qui  n'ont  aucun  élément  commun,  leur  somme  {x  +  y) 
sera,  par  définition,  le  nombre  cardinal  de  la  classe  [a^b]^ 
somme  logique  des  classes  a  et  6.  »  Ainsi  l'addition  arithmé- 
tique se  trouve  définie,  d'une  manière  générale,  au  moyen 
de  l'addition  logique. 

Cela  posé,  on  pourra  définir  scq  n  par  n  +  1^  somme  du 
nombre  cardinal  n  et  de  1.  On  aura  en  conséquence  : 

/iflVum'Cls.flfCIs.j.-.  Numa  =  /i  -|-  1.  =  :  3a  :  jrcfl.o^.  Num(a  -  ix)  =  n 

«  Dire  que  la  classe  a  a  pour  nombre  cardinal  11  +  1^  c'est 
dire  qu'elle  n'est  pas  nulle,  et  que,  si  x  est  un  de  ses  élé- 
ments, la  classe  des  a  difTérents  de  x  a  pour  nombre  cardi- 
nal n.  »  En  d'autres  termes,  une  classe  a  le  nombre  /i  +  I1 
quand  on  peut  l'obtenir  en  ajoutant  un  élément  à  une  classe 
qui  a  le  nombre  n. 
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On  ne  peut  nier  que  cette  manière  de  définir  le  nombre 
cardinal  ne  soit  plus  naturelle  et  plus  conforme  à  la  concep- 
tion ordinaire;  elle  donne  aux  symboles  N,  0,  seq  un  sens 
plus  concret  et  plus  immédiat  que  ne  faisait  la  définition  par 
postulats.  Seulement  cette  définition  s'applique  à  tous  les 
nombres  cardinaux,  même  infinis,  et  non  pas  seulement  aux 
nombres  de  la  suite  naturelle  (dits  finis)  que  nous  avons  dé- 
signés jusqu'ici  par  N.  Or  l'essence  des  nombres  finis  con- 
siste précisément  dans  le  principe  d'induction,  car  celui-ci 
équivaut  à  la  définition  qu'on  donne  des  classes  finies,  par 
opposition  aux  classes  infinies  (qui  peuvent  être  équivalentes 
à  une  de  leurs  parties  intégrantes)'.  On  pourra  donc  définir 
les  nombres  entiers  finis  comme  suit:  «N  est  la  classe  des 
nombres  cardinaux  qui  appartiennent  à  toutes  les  classes  qui 
contiennent  0,  et  qui  contiennent  [n  +  1)  dès  qu'elles  con- 
tiennent n.  » 

On  a  par  là  même  une  définition  nominale  du  nombre  en- 
tier fini  ;  seulement  cette  définition  repose  sur  la  notion  de 
Niim,  qu'on  n'a  définie  que  par  abstraction.  Mais  si  l'on  appli- 
que le  principe  d'abstraction  à  cette  fonction,  on  pourra  en 
conclure  que  la  relation  d'égalité  de  nombre  ou  d'équivalence 
entre  deux  classes  se  réduit  à  une  relation  uniforme  de  ces 
classes  à  un  même  terme,  qui  sera  leur  nombre  cardinal.  El 
comme  chaque  concept  est  représenté  par  son  extension,  le 
nombre  cardinal,  conçu  comme  la  propriété  commune  à  toutes 
les  classes  équivalentes^  sera  représenté  par  la  classe  de  ces 
classes.  En  d'autres  termes,  on  peut  répartir  toutes  les  classes 
possibles  en  classes  telles  que,  dans  une  même  classe,  toutes 
les  classes  ont  le  môme  nombre  cardinal  ;  on  a  ainsi  une  cor- 
respondance univoque  et  réciproque  entre  les  nombres  car- 
dinaux et  les  classes  de  classes,  et  l'on  peut  substituer  ou 
identifier  celles-ci  à  ceux-là.  En  résumé,  on  peut  définir 
Num  a  nominalement  comme  suit  : 

((  Le  nombre  cardinal  de  la  classe  rz  est  la  classe  des  classes 


*  WiiiTF.HKAO,  On  cardinal  numbers.  ap.  American  Journal  of  M€Uhtmatics,  t.  XXIV  (t90i), 
sert.  III. 
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équivalentes  à  a»  ;  et  alors,  dire  qu^me  classe  6  a  le  même 
nombre  que  la  classe  a^  c'est  dire  qu'elle  appartient  à  la 
classe  des  classes  équivalentes  à  a  : 

Num^  =  rs'umfl.r=./>8Cl8«jri[a(jrffl)rcp] 

=  [a(^fû)  rcp] 

On  peut  donc  se  passer  du  symbole  de  fonction  Num,  de 
sorte  qu'au  lieu  d'écrire  [a  étant  une  classe  et  71  son  nombre)  : 
Num  a  =  /?,  on  écrira  : 

a  tn 

c'est-à-dire:  «  la  classe  a  appartient  à  la  classe  de  classes  n,  » 
On  définira  les  nombres  cardinaux  eux-mêmes  comme  des 
classes  de  classes,  sans  le  secours  du  symbole  Num.  On  défi- 
nira d'abord  zéro  comme  suit  : 

ce  Zéro  est  la  classe  qui  comprend  la  seule  classe  nulle.  » 
Puis  on  définira  le  suivant  d'un  nombre: 

«  n  étant  un  nombre,  /^  -j-  i  est  la  classe  des  classes  a 
telles  que,  si  jc  est  un  élément  de  a,  la  classe  des  a  non 
égaux  à  j:*  a  le  nombre  n,  » 

Cette  formule  permet  de  définir  progressivement  tous  les 
nombres  cardinaux  finis  (puisque  ceux-ci,  par  définition,  sont 
ceux  qu'on  obtient  en  ajoutant  toujours  1  au  nombre  précé- 
demment obtenu).  En  particulier,  1  se  définira  comme  le  sui- 
vant de  0  : 

1  =  C\s'*u»{'^u:  xiu.o^.H-uciO) 


Or: 


Mais  : 


Donc  : 


u  -  uriO.  :=  ,11  -  IX  =.  A.  =  .U.^ix 

uoix  .  =1  :  ytu,o„,Y  =  x 

xiu.Jx.u-  txtO  :  =  :  xtu.Jx  '■  J««.Jy.J  =  x  : 
zixtu.ytu.Dx^y.y  =  ar:  =  :  x,y8u,ox,y*y  =  -r 


116  L.   COUTURAT 

Substituons  dans  la  définition  de  1  :  il  vient  : 

On  trouve  ainsi  la  définition  de  la  classe  singulière  \  «  1  est 
la  classe  des  classes  u  non  nulles  et  telles  que,  si  .r,  y  sont 
des  éléments  de  ?/,  ils  sont  identiques.  » 

On  définira  de  même  : 

2  =  CIs^taf^N  :  xtu.ùx.u- ixt\) 

3  =  0\'S'*U9{'i\u  :  xiu,:ix^u-  ixt2) 

et  ainsi  de  suite.  Enfin  on  pourra  définir  nominalement  l'idée 
de  nombre  cardinal  : 

Ne  =  Cls'ClsASf  [gCIs'»wi(z  =  Numw)]  Df 

«  Un  nombre  cardinal  est  une  classe  de  classes  z  telle  qu'il 
y  a  des  classes  u  qui  ont  pour  nombre  cardinal  z,  » 

Et  ridée  de  nombre  cardinal  fini  sera  définie  au  moyen  du 
principe  d'induction: 

Ncfin  =  Nc»nt[5cCl8  .  Ois  :  mixic^s  .  om-wi  -f-  '!«*  '•  ^  •  '***]        Df 

«  L'ensemble  des  nombres  cardinaux  finis  est  une  classe  n 
de  nombres  cardinaux  qui  vérifie  le  principe  d'induction  ;  » 
et  celui-ci  pourra  alors  être  affirmé  de  la  classe  Ncfin  : 

(Indue)  scCIs.Ocs  :  mt'Sc'^s.Jm.fn  -\-  i$s  :  a.NcGnis 

On  peut  démontrer  que  0,  1,  2,...  sont  des  nombres  finis, 
et  que,  si  n  est  un  nombre  fini,  /i  +  1  l'est  aussi  ^ 


« 


Les  considérations  précédentes  nous  amènent  à  examiner 
ce  qu'on  appelle  les  définitions  et  les  démonstrations  par 
induction^  ou  encore  par  récurrence.  Une  définition  par  in- 
duction consiste  à  définir  un  concept  (fonction  d'un  nombre 
entier  indéterminé)  pour  le  nombre  0  (ou  1,  ou  tel  autre 
nombre  entier  déterminé),  puis  à  définir  le  même  concept 
pour  le  nombre  [n  +  1)  en  fonction  de  sa  valeur  (supposée 
connue)  pour  le  nombre  n  ;  on  dit  alors  que  ce  concept  est 


*  WiiiTKHBADr  inimoirc  cité. 
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défini  pour  tous  les  nombres  entiers  (à  partir  du  premier 
nombre  visé  dans  la  définition)  *.  De  même,  une  démonstra* 
lion  par  induction  consiste  à  démontrer  une  proposition  (où 
figure  un  nombre  entier  indéterminé)  pour  le  nombre  0 
(ou  1,  etc.),  puis  à  démontrer  que,  si  cette  proposition  est 
vraie  pour  le  nombre  w,  elle  est  encore  vraie  pour  le  nombre 
/i  +  1  ;  d'où  Ton  conclut  qu'elle  est  vraie  pour  tous  les  nom- 
bres entiers  (à  partir  du  premier  nombre  visé  dans  la  dé- 
monstration)'.  Ces  deux  méthodes,  dont  l'analogie  est  mani- 


1  Exemples  de  rléfînitioDS  pur  induction  : 

1.  Définition  de  la  soinnio  de  deux  nombres  entiers 


d'où  :  a  -{-  1  =  seq  (a  -|-  0)  =  scq  a 

ci  alors  (2)  devient  :  a  +  (6  -f  1)  =  (a  +  ^)  -f- 1 

II.  Définition  du  produit  de  deux  nombres  entiers  : 

\  afN.a.aX©  =  0  ,1) 

/a,*fN.o.aX(*  + 1)  =  (aX*)  +  a  >«) 

d'où  :  aXl  =  (aXO)-|-a— 0-|-a  =  a. 

III.  Définition  des  puissances  ontiérus  d'un  nombre  entier  : 

(«•N.D.Û®=1  (I) 

f  é/,A/iN.j.fl**  +  *=:â[*x  a  l2) 

d'où  :  «*  =z/ï® X«  =  lXfl  =  a. 

*  Exemples  de  démonstrations  par  induction  : 
I.  Loi  associative  deladdition  : 

fl,A,cfN.o.(fl  -t    b)  ^  c  z=i  a  -\-  (b  •{-  c] 

Dein  :  Hp .  c  =  0 .  a .  Ts 

«  Le  théorème  est  vrai  pour  c  =  0.  » 

Hp.lfl  J^  b)  -^  c=:a  -\-  [b-^c).oAa  +  b)-\-[c-\-  1)=  [{a -\- b) -J^  c]  ■\- \  = 
[fl  +  (6  -f-  c)]  -h  1  =r  fl  -f  [(6  -f-  c]  +  !]  =  «  +  \b  -f-  (c  4-  1)1  |2) 

(*  En  supposant  le  théorème  vrai  pour  c,  on  démontre,  par  des  irniisformations  permises, 
qu*il  est  vrai  |>our  c  -{-  1.  n 

Inducl.  (l).  (2).o.P 
«  En  vertu  du  principe  d'induction,  (1)  et  (2)  démontrent  le  théorème.  »   ■ 
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feste,  reposent  sur  le  principe  d'induction.  Gomme  une  défi- 
nition joue  dans  les  raisonnements  le  rôle  d'une  proposi- 
tion, on  comprend  que  le  principe  d'induction  s'applique 
aux  définitions  comme  aux  propositions.  Nous  nous  borne- 
rons donc,  pour  simplifier,  à  étudier  les  démonstrations  par 
induction. 

Ce  mode  de  raisonnement  était  considéré  autrefois  comme 
une  induction^  parce  que,  semblait-il,  il  permettait  de  con- 
clure de  quelques  cas  à  tous;  mais,  s'il  en  était  vraiment  ainsi, 
il  ne  serait  pas  logiquement  probant.  On  a  essayé  de  corriger 
cette  conséquence  en  qualifiant  cette  induction  de  complète^ 
pour  indiquer  qu'elle  épuise  tous  les  cas  possibles.  Mais  il  y 
a  là  une  équivoque  :  tous  les  cas  possibles  figurent-ils  dans 
les  prémisses  ou  dans  les  conséquences?  S'ils   ne    figurent 


II.  Loi  commutative  de  l'addition  : 

Dem:  Df -f  .  o  .  0  -f  0  =  0  (1) 

0-|-fl  =  a.o.  0  +  (rt -h  1)  =  |0 -!-«)-[-  i  =  « -1-1  |2| 

Indue.  (1) .  (2) .  0  .  0  -I-  <i  =  rt  (3) 

Df  -h  .  3  .  1  -h  0  =  0  -I-  1  z=  1  (4) 

1  -h  «  =  fl  -h  1  .  3  .   1  -f  (a  -h  1)  =  (l  H-  «)  +  1  =  («  +  1)  -f  t     (51 

indue.  (4)  .  (5)  .  j  .  1  -I-  a  =  «  -I-  1  (6) 

a  -\^  h=zb  -\-  a.o  .a  -\-  {h  -\-  \)  =  (a  -\-  b)  -^  \  ={b  -\-  a)  +  i 

=  />  -h  (rt  -h  t)  =  *  -h  (1  -h  a)  =  (/'  +  1)  -h  «  (7) 

Indue.  (6)  .  (7) .  o  .  P 

Dans  cette  démonstration,  on  applique  trois  fois  le  principe  d'induction  :  d  abord,  pour 
conclure  de  (1)  et  (2)  à  (3)  ;  puis  pour  conclure  de  (4)  et  (5)  à  (6)  ;  enfin  pour  conclure  de  (è)  et 
(7)  le  th<^orèinn  h  prouver;  (3)  sert  k  prouver  (4).  La  loi  associative  est  employée  pour  prouver 

(9),  (3),  (7j  :  elle  est  invoquée  3  fois  dans  (7). 

III.  Loi  distributive  de  la  multiplication  : 

fl,/>,ciX.,i.(fl  -|-  />)c  =  ac  4-  bc 

Hp.crrO.o.Ts  (!| 

Hp.(a  -f  b]c  =  ac  -f  bc.ô.{a  -\-  b){c  -\-  \)  =  (a  +  b)c  -{-  [a  -\-  b)  =: 
flc  -h  ^c  -I-  a  -f  /-»  =  (flc  -I-  a)  -I-  (^c  -h  />)  =  «  (c  -h  1)  -h  b  (c  -f-  1)       (2) 

Indue.  (1).(2).o.P 

On  pourrait  multiplier  ces  exemples  ;  la  plupart  dos  lois  fondamentales  de  la  théorie  des 
nombres  fittis  se  démontrent  par  induction.  V.  le  Formulaire  de  M.  Pbano. 
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que  dans  les  consé(|uences,  il  y  a  interence  illégitime  de 
quelques  cas  à  tous,  et  par  suite  Tinduction  est  ordinaire  et 
incomplète.  S'ils  figurent  aussi  dans  les  prémisses,  le  raison- 
nement  se  réduit  presque  à  une  tautologie  :  «  Si  le  théorème 
est  vrai  de  chaque  nombre  entier  (pris  à  part),  il  est  vrai  de 
tous  les  nombres  entiers  (en  général).  »  Mais,  en  réalité,  il 
n'est  pas  une  induction  :  sans  doute,  que  le  théorème  soit  vrai 
pour  0  (ou  1),  c'est  là  une  vérité  particulière  ;  mais  que,  si 
le  théorème  est  vrai  pour  /î,  il  soit  vrai  pour  n  -}-  1,  c'est  là 
une  vérité  universelle^  puisque  a  peut  prendre  dans  cet  énoncé 
n'importe  quelle  valeur  entière.  C*est  cette  seconde  prémisse 
qui  fait  l'universalité  du  théorème  considéré  ;  et  il  n'y  a  là  au- 
cune inférence  du  particulier  à  l'universel. 

On  a  prétendu*  que  le  raisonirement  par  induction  enve- 
loppe «une  infinité  de  syllogismes»,  et  par  suite  repose  sur 
quelque  principe  extra-logique  «  irréductible  au  principe  de 
contradiction  »*.  On  dit  :  Le  théorème  est  vrai  pour  0  ;  s'il 
est  vrai  pour  0,  il  est  vrai  pour  1  ;  s'il  est  vrai  pour  1,  il  est 
vrai  pour  2  ;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment  ^  Et  il  parait  que 
cette  infinité  échappe  (on  ne  sait  pourquoi)  aux  prises  de  la 
Logique,  comme  si  le  nombre  infini  (nombre  cardinal  des 
nombres  entiers  finis)  n'était  pas  susceptible  d'une  définition 
logique.  A  cela  on  peut  répondre  d'abord  que,  pour  prouver 
le  théorème  en  question  pour  un  nombre  entier  quelconque, 
il  suflit  d'un  nombre  fini  de  syllogismes,  ou  plutôt  de  déduc- 
tions simples;  c'est  ce  qu'indique  le  nom  de  raisonnement 
par  récurrence»  Et  si  le  théorème  général  enveloppe  une  in- 
finité de  cas  particuliers  (à  savoir  l'infinité  des  nombres  en- 
tiers), c'est  parce  que  la  prémisse  :  «  Si  le  théorème  est  vrai 
de  //,  il  est  encore  vrai  de  /?-}-l»,  enveloppe  cette  même  in- 
finité, et  possède  exactement  la  même  généralité.  Tous  les 
théorèmes  généraux  de  l'Arithmétique  ont  la  même  portée 
infinie,  en  tant  que  tous  valent  pour /o//^  les  nombres  entiers. 


*  H.  PoL-vcARK,  Sur  ta  nature  du  raisonnement  mathématique,  iip.  Revue  de  Métaphysique  et 
de  Morale,  i.  11.  p.  371  (189%i  :  La  science  et  l'hypothèse,  p.  19  sqq. 

*  Comme  ai  le  principe  do  contradiction  (*tait  le  seul  principe  de  la   logique,  selon  un  pré- 
jugé inexplicable  qui  n  cours  chez  les  philosophes.  • 

>  ()e  ne  sont  pas  là  d'ailleurs  des  «syllogismes  »,   mais  des  raisonnements  hypothétiques 
enchaînéfi  de  toile  sorte  que  l<i  thèse  du  précédent  est  l'hypothèse  du  suivant. 


120  L.     COUTURAT 

II  n  y  a  là  rien  d'illogique  ni  de  mystérieux,  mais  simplement 
ce  fait  qu'un  concept  (ici  celui  de  nombre)  peut  avoir  une  ex- 
tension infinie,  sans  que  cela  empêche  de  raisonner  logique- 
ment sur  lui.  Dans  tous  les  cas,  la  conclusion  n'est  pas  plus 
générale  que  la  prémisse  ;  le  passage  de  la  prémisse  à  la  con- 
clusion est  donc  parfaitement  logique  *,  et  il  n'enveloppe  pas 
«  une  infinité  de  syllogismes  »  :  tout  au  contraire,  la  pré- 
misse universelle  :  «  Si  le  théorème  est  vrai  pour  w,  il  est  vrai 
pour  /i  +  l  »  dispense  de  cette  prétendue  suite  infinie  de  dé- 
ductions et  les  remplace  par  une  seule,  grâce  au  principe 
d'induction. 

D'autre  part,  on  a  voulu  voir^,  dans  la  démonstration  par 
induction,  le  type  du  raisonnement  mathématique,  lequel 
serait  étranger  à  la  logique.  Mais  d'abord,  le  raisonnement 
par  induction  n'est  nullement  une  méthode  générale  des 
mathématiques  ;  il  est  spécial  à  l'arithmétique  des  nombres 
entiers  finis  ;  et  pour  s'en  rendre  compte,  il  sufBt  de  remar- 
quer qu'il  repose  sur  le  principe  d'induction,  lequel  fait  par- 
tie de  la  définition  des  nombres  finis*.  Une  peut  s'appliquer 
qu'aux  propositions  (ou  définitions)  où  figure  quelque  fonc- 
tion d'un  nombre  entier  fini  ;  hors  ce  cas,  relativement  res- 
treint, il  n'a  plus  d'application  ni  même  de  sens.  Cette  opi- 
nion  erronée  n'a  pu  provenir  que  de  Varitkmétisation  exces- 
sive à  laquelle  on  a  soumis  les  mathématiques  ;  elle  ne  se 
justifierait  que  dans  la  thèse  où  non  seulement  l'Analyse, 
mais  toute  la  Mathématique  reposerait  entièrement  sur  la 
seule  notion  de  nombre  entier.- Mais  cette  thèse,  qui  a  été 
assez  longtemps  à  la  mode,  est  à  présent  dépassée  et  réfutée*  ; 
et  en  tout  cas,  il  suffit  (sans  parler  de  la  théorie  des  ensem- 
bles et  des  nombres  infinis)  de  citer  la  Géométrie  pour  mon- 
trer un  domaine  où  le  raisonnement  mathématique    le  plus 


1  D'ailleurs,  c'est  une  erreur  de  croire  que  la  déduction  logique  ne  puisse  passer  du  par- 
ticulier au  générai  ;  nous  l'avons  montré  au  Confères  de  philosophie  de  Genève  (1904).  V.  les 
Comptes  renduA  du  Congrès,  et  la  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale»  novembre  1904. 

*  H.  POINCARB,  ibid. 

*  Cette  remarque  a  été  faite  par  M.  Blrali-Forti.  Le  classi  finite,  p.  3,  note  5,  ap.  Atti 
dell'Accadetnia  délie  Scienze  di  Torino,  t.  XXXII  (1896)  ;  et  mémoire  déjà  cité  du  Congrès  de 
Philosophie  (1900). 

*  V.  notre  ouvrage  :  Les  principes  des  mathématiques. 
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rigoureux  règne,  sans  prendre  la  forme  de  Tinduction  (si  ce 
n'est  dans  les  cas  où  un  concept  est  fonction  d'un  nombre 
entier,  comme  le  concept  de  polygone  (w-gone),  ce  qui  con- 
firme noire  thèse). 

Enfin,  etc'est  là  le  point  le  plus  important,  le  raisonnement 
par  induction  n'est  nullement  étranger  ou  réfractaire  à  la 
Logique;  et  la  preuve  en  est  que  nous  avons  pu  le  formuler 
symboliquement  en  termes  purement  logiques.  Le  principe 
d'induction  n'est  pas,  comme  on  le  croit,  un  principe  original 
et  extra-logique  que  les  Mathématiques  seraient  obligées 
d'adjoindre  aux  principes  de  la  Logique  pour  pouvoir  dé- 
montrer leurs  propositions;  c'est,  on  l'a  vu,  une  partieessen- 
tielle  de  la  définition  du  nombre  entier.  Dira-t-on  qu'il  y  a 
quelque  chose  d'artificiel  et  d'arbitraire  à  transformer  un 
principe  en  une  définition,  ce  qui  semble  lui  enlever  sa  «  valeur 
de  vérité»  etie  réduire  à  une  simple  convention?  A  cela  il 
est  facile  de  répondre  que,  si  Ton  retranchait  le  principe  d'in- 
duction delà  définition  du  nombre,  le  nombre  ne  serait  plus 
défini,  puisqu'on  ne  pourrait  plus  déduire  ses  propriétés  de 
sa  définition.  Il  faut  donc  bien  que  le  principe  d'induction  soit 
incorporé  à  sa  définition;  et  il  n'y  a  là  rien  d'arbitraire,  si  l'on 
veut  définir,  non  un  concept  quelconque  qu'on  appellerait 
nombre^  mais  l'idée  du  nombre  entier  fini,  qui  est  la  base 
traditionnelle  de  l'Arithmélique  ordinaire.  Concluons  donc 
que  ni  les  Mathématiques  en  général,  ni  l'Arithmétique  en 
particulier  n'ont  besoin,  pour  se  constituer  déduclivement, 
de  principes  spéciaux,  d'  «  axiomes  propres  »,  et  que  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Logique  leur  suffisent,  quand  on  leur 
adjoint,  bien  entendu,  les  définitions  logiques  des  concepts 
propres  aux  mathématiques.  La  méthode  mathématique  n'est 
pas  autre  que  la  méthode  logique,  et  la  Mathématique  elle- 
même  n'est  pas  une  science  spéciale  et  autonome,  mais  une 
branche  ou  une  application  de  la  Logique.  Telle  est  la  con- 
clusion philosophique  la  plus  importante  des  recherches  re- 
latives à  la  Logique  mathématique. 

Louis  CouTiJRAT  (Paris). 


L'EnA«ignem«nt  mathém.,  7«  année;  1905. 
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Pour  la  plupart,  les  idées  philosophiques  prêtent  à  discus- 
sion, donc  au  doute.  Le  mathématicien,  lui,  exclut  le  doute 
et  nous  verrons  par  quels  procédés.  Il  construit  une  science 
logique,  adéquate  à  la  réalité  jusqu'à  preuve  contraire, 
et  de  cette  tour  d'ivoire  il  descend,  si  nécessaire,  mais  par 
occasion  seulement,  à  la  réalité.  Il  se  garde  alors  de  conser- 
ver la  belle  assurance  qui,  tout  à  l'heure,  Télevait  au-dessus 
du  monde  fuyant  des  contingences.  Deux  hommes  sont  en 
lui  el  des  deux  le  logicien  l'emporte. 

Plus  conséquent  avec  lui-même,  le  philosophe  veut  éta- 
blir Téquilibre  entre  les  deux  hommes  et,  pour  le  faire,  il 
tente  de  pénétrer  Tinconnaissable.  Nous  ne  le  suivrons  pas 
ici  dans  les  tentatives  qu'il  a  faites  pour  expliquer  le  hasard; 
nous  ne  nous  poserons  pas  avec  lui  ces  questions:  le  hasard 
existe-t-il?  qu'est-ce  que  le  hasard?  Nous  tenterons  seule- 
ment d'édifier  avec  le  mathématicien  une  théorie  purement 
logique  du  hasard  et  de  conclure  à  la  valeur  morale  de  cette 
théorie. 

Conséquence  ou  non  de  l'éducation,  l'esprit  cherche  ins- 
tinctivement la  cause  de  tout  événement:  pas  d'effet  sans 
cause,  dit  l'adage,  et  au  cas  où  deux  événements  se  rencon- 
trent sans  que  la  cause  de  cette  rencontre  apparaisse,  il  y 
aura  hasard.  Pour  certains  esprits,  le  mot  hasard  est  donc 
synonvme  de  «cause  inconnue»,  mais  existante:  si  nous 
connaissions  parfaitement  les  lois  qui  régissent  l'univers, 
disent-ils,  le  hasard  ne  serait  plus  qu'un  mot.  C'est  fonder 
la  philosophie  sur  un  déterminisme  incompatible  avec  le  libre 
arbitre^  car,  dans  l'ordre  physique,  le  libre  arbitre  supprime 
la  relation  de  cause  à  elfel.  Je  ne  veux  pas  dire  cependant 
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que  le  libre  arbitre  soit  l'unique  loi  du  monde  créé.  Je  ne 
conçois  pasTunivers  non  régi  par  des  lois.  Mais  on  peut  admet- 
Ire  que  le  libre  arbitre  soit  le  fait  d'un  choix  possible  entre 
plusieurs  modes  d'action  définis  au  moins  négativement  — 
je  puis  aller  de  mille  moyens  différents  de  Paris  à  Versail- 
les, je  ne  puis  y  aller  par  la  poste  — •  et  laisser  place  ainsi  au 
déterminisme.  Dans  ce  déterminisme  mitigé,  la  relation  de 
cause  à  effet  tient  pour  une  part  du  libre  arbitre  et  ne  saurait 
plus,  en  conséquence,  être  constamment  réduite  en  formu- 
les. Nul  esprit,  si  puissant  fùt-il.  ne  pourrait  dès  lors  con- 
clure en  toute  circonstance  de  cause  à  effet;  tout  au  plus  lui 
serait-il  loisible  de  définir  les  effets  possibles  d'une  cause 
donnée  et  de  poser  des  inégalités,  non  des  égalités,  selon  le 
langage  des  physiciens  de  l'Ecole  moderne. 

Pour  d'autres  le  hasard  est  le  résultat  d'un  concours  de 
circonstances  étrangères  les  unes  aux  autres.... 

J'en  passe  :  il  n'empêche  que  le  mot  hasard  ne  corresponde 
à  un  sentiment  bien  défini  et  que  plusieurs  e/^/?7i{//on^  corres- 
pondant au  sentiment  de  hasard  soient  également  possibles: 
et  je  veux  simplement  remarquer  ici  que  les  unes  et  les  autres 
sont  indifférentes  au  Mathématicien,  me  réservant  de  re- 
prendre et  de  développer  dans  la  suite  IdiÙiéovxe philosophique 
du  hasard. 

Le  mathématicien,  disions-nous,  exclut  le  doute  et  il  y  par- 
vient en  construisant  une  science  logique,  algorithme  plus  ou 
moins  parfait  de  la  réalité.  Que  fera-t-il  au  sujet  du  hasard  ? 

J'ai  besoin  d'un  point  de  comparaison. 

Il  est  en  mécanique  rationnelle  une  notion  qui  a  torturé 
bien  des  esprits  :  la  notion  de  force. 

Qu'est-ce  qu'une  force  ? 

Pour  le  philosophe  stoïcien,  la  force  est  le  principe  uni- 
versel des  choses.  Pour  Bûchner,  la  force  est  un  attribut  de 
de  la  matière.  Spencer  pense  que  la  force  est  le  principe  in- 
définissable qui,  dans  son  évolution,  produit  tous  les  phé- 
nomènes de  l'univers. 

Ces  conceptions  métaphysiques  n'offrent  aucune  prise  à 
{^analyste.  Aussi  nous  voyons  Aristote,  Archimède,  Léonard 
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de  Vinci  et  leurs  successeurs  immédials  fonder  la  Mécani- 
que sur  l'idée  de  poids  qui,  dérivée  de  l'idée  de  force,  mais 
non  adéquate  à  celle-ci,  est  du  moins  précise  et  féconde. 
Bientôt  apparaît  en  Stévin  l'idée  du  principe  que  nous  appe- 
lons le  «  parallélogramme  des  forces  »,  principe  que  Newton 
énonce  enfin  explicitement. 

On  connaît  désormais  une  propriété  fondamentale  de  la 
force.  Quelle  est,  sur  l'idée  de  force^  l'influence  de  cette  dé- 
couverte ?  que  devient  avec  lui  la  notion  de  force  ?  Bernoulli 
tient  le  parallélogramme  pour  une  vérité  géométrique.  Il  en 
donne  une  démonstration  géométrique.  Toutefois,  sa  dé- 
monstration suppose  implicitement:  1^  que  l'intensité  et  la 
direction  de  la  force  sont  les  causes  déterminantes  de  son 
action  ;  2**  que  plusieurs  forces  appliquées  en  un  même  point 
ont  une  résultante  ;  3**  que  les  forces  considérées  n'ont  au- 
cune influence  les  unes  sur  les  autres,  propriétés  qu'il  fau- 
drait tout  d'abord  établir,  Bernoulli  préjuge  donc  de  la  na- 
ture de  la  force  et,  en  fait,  il  se  réfère  à  cette  idée  du  temps 
que  la  force  peut  être  assimilée  à  une  traction  qui,  en  toute 
circonstance,  peut  être  remplacée  par  la  traction  que  produi- 
rait un  poids.   » 

Varignon,  au  contraire,  remarque  que  les  forces  sont  pro- 
portionnelles aux  mouvements  qu'elles  produisent  en  des 
temps  égaux  et,  définissant  la  force  comme  la  cause  du 
mouvements  il  déduit  la  composition  des  forces  de  la  compo- 
sition des  mouvements. 

Voici  que  les  idées  se  précisent.  Désormais,  le  parallélo- 
gramme est  un  principe  d'expérience  en  ce  qui  regarde  les 
«  tractions  »  ;  que  l'expérience  soit  directe  ou  qu'elle  soit 
basée  sur  des  expériences  antérie'ures,  telles  que  «  l'indé- 
pendance des  effets  de  tractions  »,  il  n'importe.  Or  le  paral- 
lélogramme est  y\v\Q  conséquence  logique  de  cette  autre  ex- 
périence ;  que  les  tractions  sont  proportionnelles  aux  accé- 
lérations qu'elles  produisent.  Nous  définirons- donc  la  force, 
généralisation  de  l'idée  de  traction,  comme  <  la  cause  du 
mouvement  »  et  nous  justifierons  celte  définition  en  mon- 
trant que  le  principe  du  parallélogramme  en  est  une  consé- 
quence. 
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Nous  sommes  partis  d'un  fait  d'expérience,  plutôt  médiate 
qu'immédiate,  il  n'importe  —  le  parallélogramme  —  et  nous 
avons  posé  une  définition  qui  en  tient  lieu. 

Cette  définition  complète  le  principe  et,  féconde  de  sa  na- 
ture, elle  dépasse  le  principe.  Elle  permet  en  effet  d'étudier 
des  forces  qui  ne  sont  plus  assimilables  à  des  poids  ou  plutôt 
de  faire  abstraction  de  l'idée  de  poids. 

Cette  définition  a  cependant  à  sa  base  un  point  faible. 
Qu'est-ce  qu'une  cause  ?  que  veut  dire  :  la  cause  d'un  mouve- 
ment ?  Parler  de  la  cause  d'un  mouvement  nous  renseigne-t- 
il  sur  ce  mouvement?  Il  semble  bien  que  non.  En  fait,  le 
mouvement  nous  est  accessible,  mais  la  cause  du  mouve- 
ment nous  est  cachée. 

Aussi  bien,  dernier  stade,  perdant  de  vue  Vidée  concrète  de 
force  et  n'en  retenant  que  le  concept  abstrait^  le  géomètre 
définira  la  force  qui  produit  un  mouvement  par  l'accélération 
qu'il  observe  dans  ce  mouvement.  Désormais,  l'étude  de  la 
force  sera  conjointe  à  l'étude  du  mouvement,  rien  ne  distin- 
guera la  force  du  mouvement. 

Est-ce  à  dire  que  la  mécanique  est  une  science  formelle  et, 
par  là,  vaine  ?  Non. 

J'ai  défini  une  force  par  l'accélération  du  mouvement 
qu'elle  produit  et  cette  définition,  excluant  la  métaphysique 
des  considérations  mathématiques,  me  permet  d'édifier  un 
système  logique.  Ce  système  est  adéquat  à  la  réalité  pour  au- 
tant que  la  définition  de  la  force  l'est  et,  si  nécessaire,  je 
passe  sans  effort  de  l'algorithme  à  la  réalité. 

La  Mécanique  est  un  schéma  approximatif,  mais  logique 
de  la  réalité.  Ce  n'est  donc  pas  une  science  purement  for- 
melle. 

Ne  suis-je  pas  résolu  d'ailleurs  à  modifier  l'algorithme  qui 
représente  l'insaisissable  réalité,  dès  que  le  miroir  déforme 
l'image  ?  La  physique  nous  offre  des  exemples  connus  de  ces 
modifications  et  si  le  jour  est  proche  où  la  Mécanique  ration- 
nelle sera  profondément  remaniée,  c'est  que  cette  science 
s'éloigne  en  de  trop  nombreux  points  de  la  réalité. 

J'ai  retracé  à  grands  traits  l'histoire  de  la  Mécanique,  mon- 
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tré  comment  cette  science  se  séparant  peu  à  peu  de  la  méta- 
physique est  devenue  science  logique. 

C'est  riiistoire  de  toute  science  exacte  et  demain  ce  sera 
rhistoire  du  Calcul  des  probabilités  qui,  lui,  est  encore 
discuté. 

Il  peut  paraître  étrange  de  vouloir  codifier  \e probable  et  le 
ramener,  dans  une  certaine  mesure,  au  certain.  Tel  est  ce- 
pendant Tobjet  du  Calcul  des  probabililés. 

Voici  un  stratégiste  en  campagne.  11  sait  qu'il  a  devant  lui 
un  corps  de  Tarmée  ennemie  et  ses  espions  lui  ont  rapporté 
que  le  corps  est  cantonné  à  tel  endroit.  Il  cféploie  sa  carte,  il 
étudie  le  terrain.  L'ennemi  a  pour  objet  la  ville  qui  s'étend 
vers  la  gauche,  mais  il  en  est  séparé  par  un  fleuve.  Ici,  cepen- 
dant, est  un  gué,  tandis  qu'un  peu  plus  bas  les  rives  sont 
resserrées  au  point  qu'on  y  peut  jeter  un  pont  volant.  Quel 
point  de  passage  choisira  l'ennemi  ?  Quelle  est  la  probabilité 
qu'il  essayera  de  jeter  un  pont  et  non  pas  de  franchir  le 
gué? 

Tous  les  jours  nous  avons  à  résoudre  des  problèmes  de  ce 
genre  et,  d'ordinaire,  nous  nous  décidons  au  petit  bon-- 
heur.  C'est  ainsi  qu'on  remplace  le  tracé  exact  des  dents 
d'un  engrenage  par  un  tracé  approximatif,  plus  facile  à  éta- 
blir. 

Il  est  des  cas,  cependant,  où  il  est  possible  de  faire  le  cal- 
cul avec  précision,  de  peser  toutes  les  chances  favorables  et 
toutes  les  chances  contraires,  en  un  mot  de  calculer  une 
probabilité.  Les  jeux  de  hasard,  par  exemple,  se  prêtent  à  ce 
calcul.  Si  l'on  me  promet  dix  francs  chaque  fois  que  je  tire- 
rai un  roi  d'un  jeu  de  32  cartes  et  qu'on  ne  me  demande 
qu'un  franc  quand  il  sortira  une  autre  carte,  j'ai  intérêt  à 
souscrire  aux  conditions  posées. 

En  effet,  sur  les  32  cartes,  4  sont  des  rois.  J'ai  donc  1  chance 
sur  8,  une  chance  contre  7,  de  tirer  un  roi.  On  devrait  donc, 
dans  un  jeu  équitable,  où  les  mises  sont  proportionnelles  aux 
chances,  me  donner  7  francs  et  non  pas  10  et  si  je  joue  long-- 
temps  à  ce  jeu  je  gagnerai  :  j'en  suis  sûr.  Aujourd'hui,  peut- 
être,  perdrai-je,  demain  aussi,  cette  semaine  encore.  Mais 
dans  un  an,  deux  ans,  j'aurai  un  bénéfice  assuré.  Nul  ne  sau- 
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rait  contredire  cette  constatation,  car  c'est  une  constatation. 
Nous  savons  tous,  par  expérience^  que  la  balance  penche  du 
coté  où  les  chances  sont  les  plus  nombreuses. 

Un  examen  attentif  montre  même  de  quel  angle  penche  la 

balance.  Dans  le  jeu  précité  je  gagnerai,  en  moyenne,  les  *- 

des  sommes  totales  que  j'aurai  jouées.  Sur  32  coups,  en  effet, 
je  gagnerai  eh  mojfeuue  itois  et  je  perdrai  en  moyenne  28  (bis. 
Sur  32  coups,  je  paierai  donc  28  francs,  mais  on  me  paiera 
10  X  4  ou  40  francs  ;  j'aurai  donc  comme  bénéfice  moyen 

les  «j  ou  les  ^  des  32  francs  engagés  et  la  loi  étant  évidem- 
ment générale,  mon  bénéfice  moyen  sera  les  j  de  la  somme 

totale  engagée. 

Je  prends  un  livre  où  se  trouvent  des  tables  numériques, 
des  statistiques,  par  exemple  ;  tel  est  TAnnuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  pour  Tan  1903.  A  la  page  438,  est  indiquée  la 
superficie  des  arrondissements  de  France.  La  colonne  de 
gauche  ne  renferme  que  les  chiffres  0,  1,  2  :  ces  chiffres  ne 
ressortissent  donc  pas  du  pur  hasard.  Le  souci  de  former  des 
divisions  administratives  d'étendues  à  peu  près  égales  a  fait 
que  les  arrondissements  ont  été  limités  à  300,000  hectares  en- 
viron. La  colonne  qui  suit,  au  contraire,  renferme  tous  les 
chiffres  de  0  à  10,  mais  j'admets,  pour  m'assurer  un  résultat 
exact,  que  ces  chiffres  sont,  comme  les  précédents,  soumis  à 
une  certaine  loi,  conséquence  de  la  première. 

D'autre  part,  dans  les  chiffres  des  unités,  peuvent  figurer 
certaines  erreurs  systématiques  provenant  des  équations  per- 
sonnelles z\xx  statisticiens,  car  ces  chiffres  ne  sont  qu'approxi- 
matifs et,  pour  la  plupart,  s'éloignent  de  la  réalité.  On  le 
comprendra  par  la  comparaison  aux  chiffres  des  unités  rela- 
tifs à  la  Population.  Chacun  sait  que  les  recensements  ne  se 
font  que  par  à  peu  près  et  que  les  petites  erreurs  y  sont  fré- 
quentes. Ces  erreurs  ne  portent  que  sur  des  nombres  peu 
élevés,  mais  enfin  elles  laissent  place  à  l'équation  personnelle 
relative  à  chacun  des  individus  chargés  du  recensement,  par 
exemple  à  la  manie  de  tel  ou  tel  A" arrondir  les  nombres. 

Des  chiffres  donnés  par  l'Annuaire,  je  retiens  donc  seule- 
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ment  comme  soumis  au  pur  hasard,  ceux  des  dizaines,  cen- 
taines, mille,  dizaines  de  mille. 

A  priori^  combien  de  ces  chiffres  seront  pairs  (0,  2,  4,  6,  8)  et 
combien  seront  impairs  (1,  3,  5,  7,  9)  ow,  plutôt,  quel  sera  le 
rapport  du  nombre  des  chiffres  pairs  au  nombre  des  chiffres 
impairs  ? 

Je  ne  crois  pas  m'avancer  beaucoup  en  disant  que  pour 
lout  esprit  non  prévenu  —  il  semble  que  discuter  le  sujet 
l'obscurcisse  parfois  —  ce  rapport  sera,  à  peu  de  chose  près, 
1,  car  je  ne  vois  pas  de  raison  pour  que  les  chiffres  pairs 
soient  plus  nombreux  que  les  chiffres  impairs.  Il  y  aura  ce- 
pendant quelque  différence  de  l'un  à  Taulre  et,  pour  ce  mo- 
tif, le  rapport  ne  sera  pas  exactement  1. 

Cette  idée  que  je  prête  à  un  esprit  non  prévenu  lui  vient 
d'une  expérience  de  tous  les  jours.  Il  a  pu  constater,  par 
exemple,  que  s'il  jouait  tous  les  jours  la  même  somme  avec 
des  joueurs  de  la  même  force  que  lui,  la  perte  d'un  jour  était 
compenséepar  le  gain  du  lendemain  ;  qu'au  jeu  de  roulette, 
la  rouge  sort  à  peu  près  aussi  souvent  que  la  noire  ;  que  s'il 
marque  habituellement  la  .page  de  son  livre  de  lecture,  le 
chiffre  en  est  tantôt  pair,  tantôt  impair....  Il  serait  peut-être 
nécessaire  de  compter  les  chiffres  de  la  statistique  des  super- 
ficies et  de  calculer  le  rapport  que  nous  estimons  devoir 
s'écarter  peu  de  1....  ce  décompte  n'a  pas  été  fait.  Je  doute 
qu'on  le  fasse.  Au  fond  je  suis  persuadé  que  le  résultat  serait 
celui  que  j'annonce  et  je  suis  même  persuadé  que  le  rapport 

du  nombre  des  chiffres  3  au  nombre  total  des  chiffres  serait 

1 
environ  r^  . 

10 

On  a  voulu  compter  des  chiffres  soi-disant  pris  au  hasard  : 
ceux  qui  interviennent  dans  les  logarithmes  et  même  ceux 
qui  donnent  l'expression  approchée  du  nombre  tt.  Ces  chif- 
fres ne  sont  pas  pris  au  hasard.  D'une  part,  la  différence 
d'un  logarithme  à  un  autre  est  constante  dans  une  échelle 
assez  étendue,  d'autre  part,  les  chiffres  qu'on  rencontre  dans 
le  développement  de  tt  peuvent  être  soumis  à  une  loi,  puisque 
leur  ensemble  représente  le  rapport  de  la  circonférence  à 
son  diamètre. 
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Que  je  compte  ou  non  les  chiffres  de  mon  annuaire  recon- 
nus comme  procédant  du  seul  hasard,  me  voici,  je  suppose, 
persuadé  que  le  rapport  du  nombre  des  chiffres  pairs  au 
nombre  des  chiffres  impairs  est  à  peu  près  1,  que  le  rapport 
du  nombre  des  chiffres  3  au  nombre  total  des  chiffres  est 

environ  rg  .  La  question  de  cet  à  peu  près,  de  cet  environ^  ne 

vient-elle  pas  dès  lors  se  poser  et  son  intérêt  ne  prime-t-il 
pas?  Sans  doute.  Et  comment  la  résoudre?  Le  principe  de 
raison  suflisante  m'en  donnera-t-il  la  solution  ?  Je  n'oserais 
raffirmer.  Qu'on  en  juge. 

La  différence  entre  Vanité  et  le  rapport  du  nombre  des 
chiffres  pairs  au  nombre  des  chiffres  impairs  décroît  et  tend 
vers  zéro  à  mesure  que  croit  le  nombre  des  chiffres  décomptés. 

De  même,  la  différence  entre  la  fraction  r^  et  le  rapport  du 

nombre  des  chiffres  3  au  nombre  total  des  chiffres  décroit  et 
tend  vers  zéro  à  mesure  que  croit  le  nombre  des  chiffres  dé- 
comptés.  Il  y  aura  des  exceptions  à  la  règle,  mais  la  règle 
s'affirmera  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas.  Telle  est  la 
règle,  règle  que  nous  regarderons  comme  un  principe  d'expé- 
rience, au  moins  médiate,  comme  procédant  d'une  induction 
savante,  basée  sur  l'expérience,  comme  un  fait,  analogue  au 
principe  du  parallélogramme. 

Que  je  vérifie  d'ailleurs  la  règle  sur  10,  100,  1000...  suites 
de  chiffres,  pourrai-je  l'affirmer  sans  induction?  non,  sans 
doute.  Sans  induction,  je  ne  puis  inférer  du  particulier  au 
général,  puisque,  seul,  le  particulier  est  susceptible  d'expé- 
riences. Sans  induction,  je  n'aurais  pu  affirmer  que  si  10,  20, 
50  «  ronds  »  paraisssent  jouir  de  cette  propriété  qu'ils  ont 
même  courbure  en  chacun  de  leurs  points,  tous  les  ronds 
ont  partout  même  courbure.  Si  je  vérifie  qu'un  cheval  hàlant 
un  bateau  exerce  un  effort  proportionnel  au  cosinus  de  l'angle 
que  fait  le  câble  avec  l'axe  du  bateau,  ce  qui  n'est  qu'une  ma- 
nière d'énoncer  le  principe  du  parallélogramme,  je  ne  puis 
non  plus  sans  induction  passer  de  là  au  principe  général  du 
parallélogramme.  iVinsi  du  calcul  des  Probabilités. 

Désormais,  nous  possédons  une  base  d'opérations  et  le 
raisonnement  logique  va  intervenir. 
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Je  considère  des  événements  contradictoires  Ei,  E«,  Es,  et 
je  sais  qu'il  n'y  a  pas  de  raisons  pour  que  Tun  se  produise 
plutôt  que  l'autre  dans  telle  ou  telle  expérience.  Que  devien- 
dra le  principe  relativement  à  ces  événements  ? 

Faisant  d'abord  abstraction  des  événements  Es,  qui  n'in- 
fluent pas  sur  les  événements  Ei,  je  sais,  d'après  le  principe 
énoncé,  que  la  différence  entre  l'unité  et  le  rapport  du  nombre 
des  arrivées  des  événements  Ea  au  nombre  des  arrivées  des 
événements  Ei  tend  vers  zéro.  De  même,  la  différence  entre 
l'unité  et  le  rapport  du  nombre  des  événements  Es  au  nombre 
des  événements  Ei  tend  vers  zéro.  Donc  la  différence  entre 
deux  fois  l'unité  et  le  rapport  du  nombre  des  arrivées  des 
événements  Ea  et  Es  au  nombre  des  événements  Ei  tend  vers 
zéro  et  la  différence  entre  3  fois  l'unité  et  le  rapport  entre 
du  nombre  total  des  événements  au  nombre  d'arrivées  de 
l'événement  Ei  tend  vers  1.  Autrement  dit,  si  les  nombres 
d'arrivées  des  événements  Ei ,  Ej,  Es ,  sont  respectivement  /i ,  /a, 

h  de  ce  que  1  —  -j-  ,  1  —  y  tendent  vers  zéro,  je  conclus  que 

2  —  **;    '  ou  3  —         ,         tend  aussi  vers  zéro  et  enfin  que 

/  1 

,  .  .'  .  ,  tend  vers  -t;  ;  le  rapport  du  nombre  des  arrivées  de 
/,  -f  /,  -|-  /,  3  ^'^ 

l'événementEi  au  nom  bre  total  des  éi^énements  tend  vers  -^  .  Nous 

sommes  donc  logiquement  en  mesure  de  donner  au  principe 
énoncé  l'extension  que  voici  :  Si  des  événements  contradic- 
toires  Ei,  Ea,...,  E»  sont  en  présence  et  s'il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  l'un  se  produise  plus  souvent  que  l'autre,  le  rapport, 
dans  un  nombre  donné  d'épreuves,  du  nombre  d'arrivées  de 
l'un  quelconque  d'entre  eu,r  au  nombre  total  des  événements 

différera   d'autant    moins   de  la  fraction  —  que   le    nombre 

d'épreuves  sera  plus  considérable. 

Celte  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  loi  des 
GRANDS  NOMBRES.  Elle  a  fait  l'admiration  des  poètes  qui  ont 
voulu  y  voir  une  «  loi  immuable  de  la  nature.  »  Elle  a  fait  le 
désespoir  des  géomètres,  qui  ont  voulu  la  démontrer  à 
priori.  Nous  savons  désormais  qu'elle  est  un  principe  d'expé- 
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RiENCE,  c'est*à-dire  un  principe  que  Tindiiclion  déduit   de 
quelques  expériences  particulières. 

Nous  ne  sommes  pas  au  terme.  Le  principe  souffre  une 
dernière  extension  logique  :  Etant  donné  des  événements  con^ 
tradictoires  E„  E,,...,  En,  si  les  événements  E,  peuvent  être 
partagés  en  classes  E„  En,...,  E^,,  contradictoires  et  ayant 
égale  chance  de  se  produire^  si  les  événements  E,  peuvent  à 
leur  tour  être  partagés  en  classes  E„,  E«,...,  E,g  contradic- 
toires aussi  et  ayant  égales  chances  encore  de  se  produire^  et 
ainsi  des  autres,  les  événements  E»  se  partageant  en  classes 
E«i,  Ens...-,  En,  de  même  nature^  si,  de  plus,  les  événements 
partiels  E,j ,  E„ , . . ,  Ej^,  E» ,  E„ , . . . ,  E,ç , . . .  E», .  En, , . . .  En« ,  çui 
sont  contradictoires,  ont  égales  chances  de  se  produire,  le 
rapport  dans  un  nombre  donné  d'épreuves  du  nombre  d'ar- 
rivées de  l'événement  E,  au  nombre  total  des  événements  dif- 
férera   d'autant    moins    de  la  fraction  --r- — ^ — -r—  que    le 

P  "T  ^  ~r  •••  ~r  * 

nombre  des  épreuves  sera  plus  grand  et   ainsi  des  autres 
événements  E,,  E,,..,  E»  pour  lesquels  il' faudra  considérer 

les  rapports  — ; ~ —  ,  ...  .  —, J^ r-  . 

L'élude  du  problème  que  voici  nous  servira  de  démons- 
tration. On  lance  deux  dés  sur  une  table.  On  peut  amener 
ainsi  les  points  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12.  Combien  de 
fois  sortira,  en  moyenne  le  point  8?  vers  quel  nombre  tendra 
le  rapport  du  nombre  d'arrivées  du  point  8  au  nombre  de 
coups  joués  ? 

L'événement  Es,  c'est-à-dire  la  sortie  du  point  8  se  décom- 
pose en  les  événements  Esi,  sortie  des  points  2  et  6,  Ess,  points 
3  et  5,  Ess,  points  4  et  4,  Esi,  points  5  et  3,  Ess,  points  6  et  2  ; 
on  trouve  ainsi  1  événement  Ei,  2  événements  Ea,  3  événe- 
ments EU,  4  événements  Es,  5  événements  Ee,  6  événements 
Et,  5  événements  Es,  4  événements  Es,  3  événements  Eio,  2 
événements  En,  1  événement  E12,  soit,  en  tout,  36  événe- 
ments partiels  également  possibles.  Le  point  8  sortira  donc, 

5 
en  moyenne,  xg  fois. 

Nous  sommes  en  possession  du  principe,  principe  d'expé- 
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rience.  Ce  n'est  qu'au  prix  de  vingt  ans  de  réflexion  que  Jean 
Bernoulli  le  mit  au  jour.  Nul  ne  saurait  donc  d'un  coup 
s'élever  à  sa  hauteur.  Regardons  le  principe  comme  une 
vérité  que  tout  jusqu'ici  a  tendu  à  confirmer  et  préoccupons- 
nous  de  fonder  sur  cette  base  le  Calcul  des  Prohabilités. 
Posons  à  cet  effet  une  définition  renfermant  le  principe. 

Je  remarque  que  sur  les  p  -\-  q  -{-...  -\-  s  événements  con- 
tradictoires, mais  également  possibles  E»,,  E„,...,  Ej^,  E^, 
Ea,...,  E,ç,...,  E„,,  E»,,...,  E„,  P  sont  favorables  à  E,  :  ce 
sont  les  événements  E»,,  E„,...,  E,,  ;  en  sorte  que  le  rapport 

— r- — ^ — -r—  est  le  rapport  du  nombre  p  des  événements  fcwo- 

rahles  à  Ej  au  nombre  total  />+y-|-'-'+^  d^^  événements  dif- 
férents  qui  peuvent  se  produire.  Je  puis  donc  énoncer  comme 
il  suit  la  loi  des  grande  nombres  :  le  rapport  du  nombre 
d'arrivées  de  l'événement  Ei  au  nombre  total  d'épreuves  tend,, 
si  le  nombre  des  épreuves  croit,  vers  le  rapport  du  nombre 
des  cas  favorables  à  E,  au  nombre  des  cas  possibles. 

Sur  N  épreuves,  l'événement  Ei  devant  se  produire,  d'après 

la  loi  de  Bernoulli,  —, — -, -—  fois,  le  rapport  du  nombre 

des  cas  favorables  au  nombre  des  cas  possibles  pourra  doncser- 
vira  définir  la  probabilité,  définition  qui  viendra  se  substituer 
au  Principe  de  Bernoulli.  Elle  le  suppose  d'ailleurs  et  c'est 
essentiel  :  si  le  rapport  du  nombre  d'arrivées  de  l'événement 
El  au  nombre  total  des  événements  ne  tendait   pas  vers  le 

rapport  —, ^ ;—  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre 

des  cas  possibles,  la  définition  ne  répondant  à  aucune  réalité 
serait  sans  objet.  Enfin  cette  définition  doit  contenir  le  Prin- 
cipe de  Bernoulli,  en  ce  sens  qu'elle  doit  le  restituer  par 
voie  logique.  Il  en  est  bien  ainsi,  mais  là,  je  laisse  la  parole 
aux  analystes. 

*  L'induction,  basée  sur  l'expérience,  montre  que  si  des 
événements  contradictoires  E»,  E,  ont  égale  chance  de  se 
produire,  le  rapport  du  nombre  d'arrivées  de  l'événement  E, 
au  nombre  total  'd'épreuves  tend  vers  la  fraction  V«  ^^  ®'^ 
diffère  d'autant  moins  que  le  nombre  d'épreuves  est  plus 
grand. 
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J'en  déduis  par  un  raisonnement  logique  que  si  des  évé- 
nements contradictoires  E„  E,,...,  En  ont  égale  chance  de  se 
produire,  le  rapport  du  nombre  d'arrivées  de  Tévénement  Ei 

au    nombre    lolal   d'épreuves  tend  vers   la   fraction  -  et  en 

diflere  d'autant  moins  que  le  nombre  d'épreuves  est  plus 
grand,  au  point  que,  pourun  nombre  assez  grand  d'épreuves, 
la  différence  sera  moindre  que  toute  fraction,  si  petite  qu'on 
puisse  l'imaginer. 

J'en  déduis  encore  que  si  des  événements  contradictoires 
E„  Eg,...,  En  n'ont  plus  chances  égales  de  se  produire  mais 
peuvent  être  partagés  en  classes  d'événements  contradic- 
toires ti*,,,  i!4„,...,  li<ip,  Kfci,  Kg,...,  lis.,,...,  r-fni,  Kfis, ...,  vjfn  ayant, 
eux,  égales  chances  de  se  produire,  le  rapport  du  nombre 
d'arrivées   de   Tévénement  E^  au   nombre  total   d'épreuves 

tend  vers  la  fraction  -—r- — ^ — —    ,    principe  qui  au   cas    de 

nombres  égaux  /?,§', ..,^,  c'est-à-dire  d'égale  probabilité  des 
événements  E„  E,,...,  E»,  se  réduit  au  premier  et  par  suite, 
est  général. 

J'infère  de  ce  principe  que  le  rapport  du  nombre  d'arrivées 
de  l'événement  Ei  au  nombre  total  d'épreuves  est  une  quan- 
tité — ; ^ —   indépendante  du  nombre  d'épreuves  tentées 

et  je  définis  dès  lors  la  probabilité  de  Véi^énement  Ex  par  celte 
quantité  que  j'observe  être  le  rapport  du  nombre  des  cas  fa- 
vorables au  nombre  des  cas^possibles. 

Cette  définition,  posée  en  vertu  du  principe,  doit  le  ren- 
fermer. Sinon,  elle  n'aurait  aucune  raison  d'être.  Le  principe 
doit  donc  en  être  une  conséquence  logique  et  il  l'est. 

Si  le  principe  était  reconnu  inexact,  la  définition  tomberait 
dans  la  mesure  de  cette  inexactitude.  Elle  subsisterait  dans 
les  cas  où  le  principe  subsisterait,  elle  serait  illusoire  dans  les 
autres  cas. 

Enfin,  je  note  que  la  définition  ne  tient  pas  plus  compte 
que  le  Principe  des  cas  d'exception.  J'en  conclus  que  le  calcul 
des  Probabilités  ne  me  renseigne  que  dans  une  certaine 
mesure,  mesure  que  la  définition  même  posée  au  début  me 
permet  d'apprécier  en  me  donnant,  par  voie  logique,  la  loi  de 


134  H.     DE    MONTRSSUS 

Y  écarts  c'esl-à-dire  la  loi  de  la  différence  (du  nombre  pro- 

bable  (rarrivées  — ^ — ^ —  .  De  Févénement  Ei,  dans  une 

/^  H-  7  +  •  •  H-  « 

suite  de  N  épreuves,  au  nombre  réel  de  ses  arrivées). 


Le  Calcul  des  Probabilités  atteint  donc  son  but,  qui  est  de 
donner  des  renseignements  moyens.  Si  Ton  se  proposait 
d'obtenir  des  résultats  exacts,  le  Calcul  des  Probabilités 
n'aurait  plus  sa  raison  d'être. 

Est-il  logiquement  constitué  ?  Dois-je  rappeler  ici  encore 
Tévoluli-on  de  la  Mécanique  Rationnelle?  rappeler  qu'en  der- 
nière analyse  la  notion  de  force  :  cause  du  mouvement,  étant 
inaccessible  à  la  pure  logique,  cette  notion  a  cédé  la  place  à 
celle-ci  :  la  force  est  le  produit  de  la  masse  par  Taccéléralion, 
la  niasse  même  étant  un  nombre,  un  coefficient,  disent  les 
anah'stes  ?  N'est-il  pas  clair  que  le  Calcul  des  Probabilités 
présente  encore  un  point  qui  dkfie  la  logique  ?  Et  qu'est-ce 
donc,  au  point  de  vue  logique,  que  des  événements  ayant 
égale  chance  de  se  produire?  Des  événements  tels  qu'il 
n'existe  pas  de  raison  pour  que  l'un  se  produise  plutôt  que 
l'autre?  Comment  savoir  qu'il  n'est  pas  de  raison  en  faveur 
de  l'un  ou  l'autre?  Je  ne  vois  pas  de  raison  pour...  est-ce  à 
dire  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  ? 

Newton  ne  voyait  pas  de  raisons  pour  que  la  théorie  de 
l'Emission  fut  contraire  à  la  réalité.  Newton  cependant  se 
trompait.  Fresnel,  lui,  a  trouvé  cfes  raisons  que  Newton  ne 
voyait  pas. 

C'est  que  le  principe  de  raison  sulHsante,  valable  dans  les 
circonstances  ordinaires  de  la  vie  ou,  à  défaut  d'autre  base 
dans  les  sciences  physiques,  doit  être  rejeté  des  sciences  ma- 
thématiques. Celles-ci  doivent  être  uniquement  fondées  sur 
le  principe  de  contradiction  et  l'induction  savante. 

Voici  donc  que  le  Calcul  des  Probabilités  est  édifié  sur  une 
appréciation  à  priori  et  par  cela  même  douteuse  des  cas  à 
examiner:  si  des  événements  E„,  Km,...,  E„„  disions-nous 
ont  égale  chance  de  se  produire...  Et  quels  seront  ces  évé- 
nements connus  ainsi  qualitativement  à  priori?  Le  dilemme 
est-il    impossible   à  résoudre?    Non,  sous   condition    de  se 
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borner  à  l'étude  d'événements  idéaux^  aussi  peu  matériels 
que  le  sont  les  lignes  géométriques  sans  épaisseur. 

Dès  lors,  la  définition  de  la  probabilité  :  rapport  du 
nombre  des  cas  favorables  au  nombre  des  cas  possibles  se 
réfère  à  un  attribut  qualitatif  des  événements  étudiés, 
attribut  qui,  dans  le  cas  présent,  définit  les  événements.  Je 
sais  que  tels  et  tels  événements  sont  également  possibles  ; 
pourquoi?  il  n'importe,  je  le  sais;  cela  suffit.  Si  Ton  veut  : 
je  définis  les  événements  que  j'étudie  par  cette  condition  qu'ils 
sont  également  possibles,  qu'il  n'existe  aucune  raison  per- 
mettant d'affirmer  que  Tun  plutôt  que  l'autre  se  produira.  Si 
je  prends  un  billet  de  loterie,  je  ne  choisirai  pas  le  billet  : 
aujourd'hui,  tous  les  billets  se  valent. 

Au  reste  le  mot  Probabilité  posé  au  début  est  une  cause 
de  confusion  en  ce  sens  qu'il  présuppose  trop  visiblement  le 
théorème  de  Bernoulli.  Je  le  remplacerai  donc  pour  un  temps 
par  le  mot  relativité  et  désormais  je  dirai  : 

«  I.  Le  calcul  des  Probabilités  a  pour  objet  l'étude  d'évé- 
nements ayant  chance  égale  de  se  produire  ou  pouvant  se 
ramener  à  des  événements  ayant  chance  égale  de  se  produire, 
étant  sous-entendu  que  de  tels  événements  existent  » 

«II.  Sip  est  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'apparition  de 
l'événement  E,  si  P  est  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  se 

produire,    le    rapport  ^   est  appelé   la    relativité  de   l*évé- 

nement  ». 

Théorème.  «  Le  rapport  du  nombre  d'arrivées  de  l'événe- 
ment E  au  nombre  des  épreuves  tentées  tend  vers  un 
nombre  fixe  R  indépendant  du  nombre  des  épreuves,  quand 
le  nombre  des  épreuves  croît  indéfiniment». 

En  conséquence,  ce  nombre  fixe  R  peut  être  regardé 
comme  définissant  la  probabilité  de  l'événement  E,  En  effet, 
sur  N  épreuves,  l'événement  E  se  produira,  en  moyenne, 
RxN  fois. 

Théoricme.  «  Le  nombre  fixe  R  n'est  autre  que  la  relativité  £  ». 

En  conséquence,  la  relativité,  ou  le  rapport  du  nombre  des 
cas  favorables  au  nombre  des  cas  possibles,  définit  la  pro- 
babilité.  » 
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De  la  science  idéale^  ainsi  constituée  et  basée  enfin  sur  le 
seul  principe  de  contradiction,  nous  passerons,  quand  il  sera 
nécessaire,  à  la  réalité,  tout  comme  le  géomètre  qui  applique 
au  cours  des  astres  les  principes  de  la  Mécanique  Rationnelle; 
du  moins  nous  serons  assurés  que  la  ruine  du  Principe  de 
Bernoulli  n^infirmerait  plus  le  Calcul  des  Probabilités.  Elle 
en  supprimerait  la  raison  d'être,  elle  ne  ferait  pas  qu'il  devînt 
science  fausse. 

Le  Calcul  des  Probabilités  a  terminé  son  évolution.  Il  n'est 
plus  qu'un  chapitre  de  l'Algèbre. 

Revenons  à  la  question  philosophique  et  tirons  une  con- 
clusion de  l'étude  que  nous  avons  faite.  Voici  le  Calcul  des 
Probabilités  fondé  sur  la  «  loi  des  grands  nombres,  »  re- 
gardée comme  principe  d'expérience,  en  ce  sens  que  j'ai 
admis  comme  plus  probable,  dans  un  choix  d'événe- 
ments, l'arrivée  de  l'événement  qui,  sur  un  grand  nombre 
d'épreuves  se  produit  le  plus  souvent. 

Et  d'abord  quelle  est  la  raison  d'être  de  la  loi  des  grands 
nombres  ?  simplement  ceci  :  que  dans  une  série  suflisamment 
étendue  d'événements,  comparables  les  uns  aux  autres,  les 
causes  déterminantes  se  neutralisent.  Dans  l'ensemble  des 
propriétés  foncières,  les  parcelles  de  telle  ou  telle  étendue 
prédominent  en  vertu  de  ces  causes  que  j'appelle  détermi- 
nantes, ici  les  degrés  de  richesse  des  propriétaires  et  aussi 
les  degrés  de  leur  affection  au  sol.  Groupez  ensemble  toutes 
les  propriétés  qui  ont  même  superficie,  à  un  hectare  près, 
cela  de  1  à  100  hectares:  ces  dernières  seront  encore  en 
nombre  assez  grand  et  cela  nous  importe,  nous  allons  en 
effet  prendre  des  moyennes;  comparez  ensuite  les  chiffres  des 
dizaines  des  100  nombres  obtenus  par  addition  des  super- 
ficies de  mêmes  espèces  :  vous  trouverez  à  peu  près  autant 
de  chiffres  impairs  que  de  chiffres  pairs.  Les  chiffres  des  di- 
zaines n'avant  rien  à  voir  avec  les  causes  déterminantes, 
rien  d'étonnant  à  ce  résultat. 

Quelquefois  même,  les  causes  déterminantes  n'existent 
pas.  La  subdivision  régionale  en  arrondissements  ne  s'est 
nullement  préoccupée,  par  exemple,  du  chiffre  des  dizaines    ' 
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des  superficies.  Tout  au  plus  a-t-elle  voulu  que  les  super- 
ficies totales  soient  comprises  entre  certaines  limites  qui  ne 
peuvent  affecter  que  les  chiffres  de  rang  élevé  des  nombres 
en  question. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  loi  des  grands  nombres  s'im- 
pose en  ce  sens  qu'on  ne  voit  pas  pourquoi  elle  ne  serait  pas 
vérifiée.  Principe  de  raison  suffisante?  Sans  doute,  mais 
principe  aussi  d'expérience  et  cela  est  mieux. 

Que  conclure  ? 

Je  joue  tous  les  soirs  au  baccara.  J'ai  intérêt  à  connaître 
les  résultats  que  me  donne  le  Calcul  des  Probabilités  quant  à 
l'opportunité  de  tirer  à  7  ou  à  8  et  encore  je  dois  combiner 
ces  résultats  avec  la  méthode  de  jeu  de  mon  adversaire; 
mais  si,  égaré  par  hasard  dans  la  salle  de  jeu,  je  joue  pour 
la  première  fois,  éteint  décidé,  au  surplus,  à  ne  plus  jamais 
prendre  une  carte  en  mains  tous  les  coups  ne  sont-ils  pas 
d'égale  valeur,  puisque  le  Calcul  des  Probabilités  ne  s'ap- 
plique qu'aux  suites  étendues  d'événements  ? 

La  question  est  oiseuse.  Mille  événements  se  rencontrent 
oii  la  loi  des  grands  nombres  intervient  et  ces  événements 
sont,  dans  une  certaine  mesure,  comparables  les  uns  aux 
autres.  Le  joueur  qui,  chaque  jour,  jouerait  à  un  jeu  dif- 
férent aurait  intérêt  à  jouer  chaque  jour  les  coups  que  la 
théorie  donne  comme  les  plus  favorables  :  son  gain  serait  la 
moyenne  des  gains  théoriques  relatifs  à  chaque  coup. 

Je  conclus  donc  qu'il  existe  des  suites  d'événements  dont 
les  causes  se  neutralisent;  ces  suites  d'événements  obéissent 
en  conséquence  à  la  loi  des  grands  nombres  ou  loi  des 
moyennes. 

Je  pars  de  cette  conclusion  pour  m'imposer  comme  règle 
de  conduite  le  choix  de  la  détermination  que  le  Calcul  des 
Probabilités  m'indi(|ue  correspondre  à  l'événement  qui,  sur 
une  suite  étendue,  se  présente  le  plus  souvent. 

Je  reconnais  donc  au  Calcul  des  Probabilités  une  valeur 
morale. 

Pratiquement,  une  suite  relative  à  deux  événements  con- 
tradictoires tombe  sous  le  coup  de  la  loi  des  grands  nombres 
quand  le  nombre  d'épreuves  atteint  40.  On  dit  qu''à  Monaco 

L'EnBeignemeiit  mathéni.  7*  annéo  ;  1905.  10 
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la  série  de  30  rouges  ou  30  noires  consécutives  n'est  i>as 
encore   sortie.    De   fait    la   probabilité   de    Tévénement  est 

1  073  741  824  ^^  î^   Y    ^   P^^*    ^^    chauces  qu'il    se  produise 

avant  qu'on  ait  joué  un  nombre  de  coups  comparable  an 
chiffre  1  073  741  824,  disons  égal  au  quotient  1  073  741  824  : 
40. 

R.   DE  MONTESSUS 

Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  Libre 
des  Sciences  de  Lille. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  TANGENTES 

QU'ON   PEUT    MENER  a'uNE    COURBE   PAR  UN   POINT 

SITUÉ  SUR  LA  COURBE 


1.  —  Le  problème  qui  a  pour  but  la  détermination  du  nom- 
bre des  tangentes  qu'on  peut  mener  à  une  courbe  algébrique 
par  un  point  situé  sur  la  courbe  se  résoiit  d'une  manière 
presque  intuitive  quand  on  considère  seulement  les  tangentes 
réelles,  comme  on  peut  voir  dans  l'ouvrage  de  Basset,  An 
elementary  Treatiseon  cubic  and  quartic  curves  (Cambridge, 
1901,  p.  17).  Mais,  quand  on  veut  étudier  cette  question 
d'une  manière  générale ,  en  considérant  les  tangentes 
réelles  et  imaginaires,  sa  résolution  est  moins  Facile.  C'est  à 
ce  point  de  vue  général  que  s'est  placé  Salmon  dans  son  ou- 
vrage swvXes courbes  planes  (édit.  française,  Paris,  1884,  p.  89), 
où  il  a  donné  à  cet  égard  un  théorème  im|)ortant,  qu'il  a  ob- 
tenu par  une  élégante  méthode  algébrique. 

Or,  nous  allons  nous  occuper  de  cette  question,  en  nous 
plaçant  aussi  au  point  de  vue  algébrique  général,  pour  don- 
ner une  démonstration,  que  nous  croyons  nouvelle,  conduî- 
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saot  par  une  méthode  plus  élémentaire  au   résultat  obtenu 
par  Téminent  géomètre  anglais. 

2.  —  Soit  : 

Féquation  de  la  courbe  considérée  et  m  son  degré. 

L'équation  de  sa  première  polaire,  par  rapport  au  point 
(j"i,  yi),  est,  comme  on  le  sait,  la  suivante  : 

et  son  degré  est  égal  à  m  —  1. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  lemme  suivant  : 

Si(xi^  y\)  est  un  point  multiple  d'ordre  k  de  la  courbe  con- 
sidérée^  il  est  aussi  un  point  multiple  de  même  ordre  de  sa 
polaire,  et  les  k  branches  de  la  courbe  qui  se  coupent  en  ce 
point  sont  tangentes  aux  k  branches  de  la  polaire  qui  s'y 
coupent  aussi. 

On  peut  considérer  comme  cortipris  dans  cet  énoncé  le  cas 
où  (xi,  y\)  est  un  point  simple  de  la  courbe,  en  supposant 
alors  k  =  i. 

Pour  démontrer  le  lemme  précédent,  écrivons  Féqualion 
de  la  courbe  de  la  manière  suivante  : 

f(xx  '\-  X  -^  xx  ,  yt-\-  y  —  .r»)  =  0  , 

et  ensuite  développons  son  premier  membre  suivant  les  puis- 
sances de  X — xi  et  y — yi;  ce  qui  donne 


■H  0  O-.r.i*]  +...  =  0. 
ou  symboliquement 


«  =  M 


11  =  i 

L'équation  de  la  polaire  de  cette  courbe  peut  être  écrite  de  la 
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manière  suivante,  en  ordonnant  aussi  son  premier  membre 
suivant  les  puissances  de  r — .n  et  y — yi  : 

ou  symboliquement 

Ces  équations  montrent,  en  premier  lieu,  que  si  (.ri,  yi)  est 
un  point  simple  de  la  courbe  considérée,  la  droite  dont  Féqua- 
tion  est 

est  tangente  à  celte  courbe  et  à  sa  polaire. 

On  voit  ensuite  que,  si  (.n,  yi)  est  un  point  double  de  la 
courbe  considérée  et  si,    par  conséquent,  ses  coordonnées 

.n    et  yi  satisfont  aux  équations  ^  z=  o  ,  -i^  =  0  ,   les  deux 

droites  représentées  par  les  équations  . 

tJ  IX  -  jr,)'  +  2  -i^  (.r  -  x^)  (r  -  .n)  +  r^  «  v  -  v,i»  =  0 

sont  tangentes  au  point  .n,  yi)  à  la  courbe  et  à  sa  polaire. 

En  continuant  de  la  même  manière  on  démontre  le  lemme 
énoncé  précédemment. 

3.  —  En  nous  basant  sur  le  lemme  ci-dessus,  nous  allons 
déterminer  le  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  à  une 
courbe  donnée  par  le  point  (.n,  yi\ 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  a  seulement  un  point 
multiple,  qui  coïncide  avec  :.ii,  yi),  et  que  Tordre  de  ce  point 
est  égal  à  k. 

La  courbe  donnée  et  sa  polaire  se  coupent  alors  en 
m  (m  —  1)  points  et  Fun  de  ces  points  coïncide  avec  .n,  yi  . 


SUR  LE  NOMBRE  DES   TANGENTES  141 

Oi%  ce  point  étant  multiple  d'ordre  k  sur  la  courbe  et  sur  la 
polaire,  il  compte  pour  k^  intersections.  Mais,  comme  les 
A'  branches  de  la  courbe  sont  tangentes  aux  k  branches  de  la 
polaire,  chaque  branche  de  celle-là  a  encore  un  autre 
point,  consécutif  à  (.n,  yi),  en  commun  avec  la  polaire.  Donc 
le  nombre  des  intersections  de  la  courbe  et  de  sa  polaire, 
distinctes  de  (.n,  yi),  est  égal  à 

m  (m  —  1)  —  k{k  -\-  1)  . 

Or,  ces  points  coïncident  avec  les  points  de  contact  des 
tangentes  à  la  courbe  menées  par  (jri,  yi)  ;  et  on  a,  par  consé- 
quent, en  représentant  le  nombre  de  ces  tangentes  par  t, 

t  =z  m  (m  —  1)  —  *  {k  -\-  1)  , 

résultat  qui  coïncide  avec  celui  qui  a  été  obtenu  par  Salmon. 

Si  (;ri,  yi)  est  un  point  simple,  cette  formule  a  encore  lieu, 
en  supposant  alors  /c  =  i. 

Si  la  courbe  donnée  a  i  points  doubles  et  v  points  de  re- 
broussement,  distincts  de  (n,  yii,  la  valeur  de  t  peut  être  en- 
core obtenue  facilement,  en  employant  la  méthode  dont  on 
fait  usage  habituellement  pour  démontrer  celle  des  formules 
de  Plûcker  qui  détermine  la  classe  de  la  courbe  (Salmon,  /.  c, 
p.  77-78i  et  le  lemme  précédemment  démontré.  On  trouve 
ainsi. 

/  =  m  (»i  —  1)  —  2<^  —  3v  —  X-  (/(•  -f-  1)  . 
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Le  Congrès  international  des  Sciences  ;  S^-Louis,  Etat-Unis. 

Section  de  Géométrie.  —  Pour  compléter  le  compte  rendu  que 
nous  avons  publié  *  sur  les  travaux  mathématiques  du  Congrès  de 
S^-Louis,  nous  avons  à  donner  encore  un  court  aperçu  des  séances 
de  la  Section  de  Géométrie.  Les  rapports,  au  nombre  de  deux, 
comme  pour  toutes  les  autres  sections,  ont  été  présentés,  Tun  par 
M.  Darboux  (Paris)  sur  le  dèi>eloppement  des  méthodes  géométri- 
ques^ l'autre  par  M.  Kasner  iColumbia  Un.,  New-York)  sur  les 
problèmes  actuels  de  la  Géométrie, 

La  conférence  de  M.  Darboux  vient  de  paraître  en  librairie*  et 
nous  ne  saurions  trop  recommander  la  lecture  de  cette  magistrale 
étude  qui  donne,  sous  une  forme  très  élégante,  un  aperçu  des 
progrès  de  la  Géométrie  pendant  le  siècle  qui  vient  de  finir.  Après 
avoir  jeté  un  coup  d'œil  rapide  sur  Tétat  des  Sciences  mathéma- 
tiques au  commencement  du  XIX'"*  siècle,  le  savant  conférencier 
montre  comment  la  Géométrie  moderne  est  venue  contribuer  dans 
une  large  mesure  au  renouvellement  de  la  Science  mathématique 
tout  entière.  Il  passe  en  revue  les  principaux  travaux  des  mathé- 
maticiens illustres  qui  ont  pris  part  au  mouvement  géométrique 
et  dont  les  uns,  tels  que  Poncelet,  Chasles,  Poinsot,  Steiner, 
V.  Staudt,etc.,  se  rattachent  plus  spécialement  aux  méthodes  de  la 
Géométrie  pure,  tandis  que  les  autres,  tels  que  Monge,  Dupin, 
Gauss,  Plficker,  etc.,  adoptent  des  méthodes  mixtes  qui  ont  con- 
tribué au  développement  des  Géométries  analytique  et  infinitési- 
male. Voici  le  passage  concernant  les  éléments  de  Géométrie  : 

M  Ils  ont  reçu  depuis  cent  ans  des  accroissements  qu'il  convient  de  ne  pas 
a  oublier.  La  théorie  des  polyèdres  s'est  enrichie  de  belles  découvertes  de 
«  Poinsot  sur  les  polyèdres  étoiles  et  de  celles  de  MAbius  sur  les  polyèdres 
»  à  une  seule  face.  Les  méthodes  de  transformation  ont  élargi  l'exposition. 
«  On  peut  dire  aujourd'hui  que  le  premier  Livre  contient  la  théorie  de  la 
((  translation  et  de  la  symétrie,  que  le  deuxième  équivaut  à  la  théorie  de 
u  la  rotation  et  du  dépincement,  que  le  troisième  repose  sur  l'homothétîe  et 
«  l'inversion. 

w  Mais  il  faut  bien  reconnaître  que  c'est  grâce  à  l'Analyse  que  les  Elé- 
M  ments  se  sont  enrichis  de  leurs  plus   belles  propositions.   C'est  ^  l'Ana- 


*  UEtu.  math.,  7>"*  anni^e.  p.  &2-5t,  n*  du  15  janvier  1905. 

*  1  broch.  in-8«  de  34  p.  ;  prix  1  fr.  50.  Librairie  Gauthier^VilIars.  Paris. 
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«  lyse  la  plus  haute  que  oous  devons  riiiscriptiou  des  polygones  réguliers 
a  de  17  côtés  et  des  polygones  analogues.  C'est  à  elle  que  nous  devons  les 
X  démonstrations  si  longtemps  cherchées  de  rirapossibilité  de  la  quadra- 
i  lure  du  cercle,  de  l'impossibilité  de  certaines  constructions  géométriques 
«  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas.  C'est  à  elle  enfiu  que  nous  devons  les 
«  premières  démonstrations  rigoureuses  des  propriétés  de  maximum  et  de 
n  minimum  de  la  sphère.  11  appartiendra  à  la  Géométrie  d'intervenir  sur  ce 
«  terrain  où  l'Analyse  l'a  précédée. 

tf  Que  seront  les  éléments  de  la  Géométrie  au  cours  du  siècle  qui  vient  de 
t  commencer  ?  Y  aura-t-il  un  seul  Livre  élémentaire  de  Géométrie  ?  C'est 
»  peut-être  l'Amérique  avec  ses  écoles  affranchies  de  tout  programme  et  de 
a  toute  tradition,  qui  nous  donnera  les  meilleures  solutions  de  cette  impor- 
«  tante  et  difficile  question.  On  a  quelquefois  appelé  v.  Staudt,  VEuclide  du 
H  XIX^  siècle:  je  préférerais  l'appeler  VEuclide  de  la  Géométrie  projective: 
«  mais  cette  Géométrie,  quelque  intéressante  qu'elle  puisse  être,  est-elle 
«  appelée  à  fournir  la  base  unique  des  futurs  éléments?  ». 

!*es  communications j  d'une  dufée  de  dix  minutes  chacune, 
étaient  au  nombre  de  sept  : 

1.  fl.-F.  Blichfeldt  'Standford  \}\\,,  CaL)  :  Sur  quelques  pro- 
priétés géométriques  des  surfaces  de  révolution. 

2.  G. -A.  Bliss  (Un.  of  Missouri^  :  Sur  un  problème  du  calcul  des 
variations  d'après  la  méthode  géométrique  de  Jacobi. 

3.  L.-\V.  DowLixc  (Un.  of  VVîsconsin)  :  Sur  la  génération  de 
certaines  courbes  unicursales. 

4.  Arn.  Emch  ^Un.  of  Colorado):  Sur  les  points  d'inflexion  d'une 
cubique  plane  et  ses  polaires. 

5.  G.-B.  Halsted  (Kenyon  Collège,  Ohio)  :  La  sphérique  non 
euclidienne. 

t).  H.  HA^•cocK  (Purdue  University,  Ind.)  :  Surfaces  minima  algé- 
briques. 

7.  H. -P.  Mannixc.  iBrown  University)  :  Représentation  dos  va- 
riables complexes  dans  l'espace  à  quatre  dimensions. 

L'étude  de  M.  Halsted  sur  la  sphèriqae  non  euclidienne  a  un  in- 
térêt direct  pour  renseignement;  nous  en  donnerons  le  résumé* 
ci-après  : 

C]c  mémoire  traite  un  point  déjà  abordé  par  l'auteur  dans  s» 
HntionalGeometry^ ,  L'indépendance  de  la  trigonométrie  sphérique 
à  l'égard  du  postulat  des  parallèles  ayant  été  mise  en  évidence 
par  la  création  de  la  géométrie  non  euclidienne,  la  sphérique  pure, 
qui  est  si  importante,  ne  doit  pas  être  euclidienne.  Ceci  montre 
la  nécessité  de  s'affranchir,  pour  la  traiter  convenablement,  de 
tout  théorème  de  géométrie  solide  que  l'on  transporterait  ensuite 


'  nédigé  par  notre  distingu»^  collaborateur,  M.  P.  Barbarin  (Boinleaiixljd'aprt^s  le  manuscrit 
de  railleur. 
*  Voir  l'analyse  dans  la  Bibliographie  de  co  N*,  p.  100-162. 
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H  la  surface  de  la  sphère.  Donc,  plus  de  ligne  droite,  plus  de  gi*and 
cercle,  mais  à  leur  place  un  être  géométrique  nouveau  qui  n'est 
autre  que  la  géodésique  sphérîque  et  que  M.  Halsted  nomme 
straightest.  On  pourrait  la  définir  comme  la  ligne  que  déterminent 
deux  points  sufTîsamment  rapprochés,  mais  ce  dernier  terme 
n'étant  pas  clair.  Fauteur  préfère  lui  substituer  l'axiome  d'asso- 
ciation. 

I.  A  tout  point  A  on  peut  associer  un  point  B  et  un  seul  qui  avec 
A  ne  détermine  pas  une  droite  sphérique.  B  est  dit  opposé  à  A. 

Les  trois  points  A,  B,  C  d'un  certain  circuit  présentent  ou  ne 
présentent  pas  d'ordre  déterminé  selon  que  le  circuit  est  ouvert 
ou  fermé.  De  là  les  trois  axiomes  d'ordre  : 

II.  1.  Aucun  point  de  la  sphère  n'est  entre  deux  points  op- 
posés ; 

2.  Aucun  point  n'est  entre  son  opposé  et  un  troisième  point; 

3.  Entre  deux  points  non  opposés  il  y  a  toujours  un  troi- 
sième point.  —  Notion  du  segment. 

III.  Axiomes  de  congruence,  suivant  les  idées  de  M.  Hilhert  ;  on 
peut  prouver  qu'un  segment  est  congruent  à  lui-même.  Figures 
symétriques.  M.  Halsted  fait  une  distinction  entre  la  symétrie  sur 
le  plan  et  celle  sur  la  sphère;  mais  on  peut  l'annihiler  en  plaçant 
la  sphère  dans  un  espace  approprié  où  elle  est  retournable. 

Reste  l'axiome  de  continuité;  il  paraît  plus  nécessaire  sur  la 
sphère  que  sur  le  plan,  pourtant  Tauteur  a  réussi  à  s'en  affran- 
chir dans  sa  liational  Geometnj  qui  est  une  œuvre  fort  intéres- 
sante. 

Distinction.  —  Le  Jury  international  de  l'Kxposition  universelle 
de  S'-Louis  a  décerné  à  M.  Ernest  Lebox  /Paris)  une  Médaille 
d'Argent  pour  Tensemble  de  ses  Publications  Mathématiques. 

Jubilé  Lejeune  Dirichlet. 

Après  les  jubilés  d'Abel  et  de  Jacobi,  c'était  le  tour  de  Lejeune 
Dirichlet  (1805-1859),  dont  les  profondes  recherches  n'ont  cessé 
d'exercer  une  influence  sur  le  développement  de  la  Théorie  des 
nombres,  de  l'Analyse  et  de  la  Physique  mathématique.  Après 
avoir  fait  ses  études  à  la  Sorbonne  et  au  Collège  de  France,  Di- 
richlet professa  successivement  les  mathématiques  à  l'Ecole  mili- 
taire de  Berlin,  à  l'Université  de  Berlin,  puis  à  Gœttingue  où  il  fut 
appelé  à  succéder  à  son  illustre  maître  Gauss. 

Les  mathématiciens  de  Gœttingue  ont  commémoré  le  centenaire 
de  la  naissance  de  leur  éminent  compatriote,  le  13  février  dernier, 
en  une  séance,  organisée  par  la  Société  mathématique,  et  dans  la- 
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quelle  M.  le  Prof.  Minkowski  a  donné  un  aperçu  de  la  vie  et  des 
travaux  de  Oiriehiet. 

D'autre  part,  le  Journal  fur  die  reine  und  angeivandte  Mat/te- 
matik^  qui  comptait  Dinchlet  au  nombre  de  ses  collaborateurs,  a 
consacré  le  premier  fascicule  du  tome  129,  «  à  la  mémoire  do  Le- 
jeune  Dirichlet  »  :voir  le  sommaire  à  la  fin  de  ce  numéro  . 

Monument  Lalande. 

Il  vient  de  se  former  un  comité  '  dans  le  but  d'élever,  à  Bour^- 
en-Bresse,  un  monument  à  Jérôme  Lalandk  (1732-1807  ,  à  l'occa- 
sion du  centenaire  de  sa  mort.  Les  services  rendus  à  la  science 
par  ce  grand  astronome  sont  considérables.  GrAce  à  ses  nombreux 
écrits  et  à  ses  tables,  il  est  encore  aujourd'hui  universellement 
connu  dans  le  monde  des  astronomes  et  des  mathématiciens. 

Né  en  Bourg-en-Bresse  en  1732,  Lalande  fut  reçu  à  TAcadémie 
des  Sciences  de  Paris  déjà  en  1753  et  devint  professeur  au  Collège 
de  France  en  1762.  Parmi  ses  nombreux  travaux,  rappelons  son 
Traité  d'astronomie  y  plusieurs  fois  réimprimé  ;  son  Histoire  cèlefitc 
française,  sa  Bibliographie  astronomique  et  ses  Tables  de  loga- 
rithmes à  cinq  décimales. 

Réunion  des  maîtres  de  mathématiques  des  Ecoles  moyennes 

autrichiennes. 

I^e  17  décembre  1904  a  eu  lieu  à  Vienne,  sous  la  présidence  de 
M.  H.  Jaxuschke,  une  réunion  commune  des  sociétés  «  Ecole 
moyenne  »  et  «  Ecole  réale  »,  ayant  pour  objet  une  conférence  de 
M.  le  Pron-D*"  C.  Zahradnicek  sur  la  nécessité  d'introduire  les 
éléments  de  calcul  infinitésimal  dans  les  programmes  de  l'enseigne- 
ment secondaire  supérieur  *.  Le  conférencier  a  insisté  sur  les 
avantages  qu'en  retirerait  l'enseignement  de  la  Physique,  dans 
lequel  bien  des  notions,  telles  que  la  vitesse,  l'accélération,  gagne- 
raient en  précision;  beaucoup  de  démonstrations  pourraient  être 
considérablement  simplifiées,  par  exemple  tout  ce  qui  concerne 
le  centre  de  gravité,  le  moment  d'inertie.  Il  a  donné  ensuite  quel- 
ques indications  sur  ce  qui  se  fait  dans  ce  domaine  dans  les  éta- 


*  L«»  ftonscripUoas  seront  reçue»  |Mir  le  trésorier,  M.  Hutoau,  30.  boulevard  Victor-Hugo, 
à  Bour|i^-eD-BresAo  (Ain),  France. 

'  n  est  à  remarquer  qu'à  la  mdme  date  dik  17  déc  la  môme  question  a  été  traitée  k  Zurich, 
à  la  réunion  annuelle  des  maîtres  do  mathématiques  des  Ecoles  moyennes  suisses,  dont  nouH 
avons  rendu  compte  dans  notre  dernier  numéro.  Cotte  coïncidence  montre  bien  que  les  vœux 
émis  de  part  et  d'autre  résultent  H>'un  besoin -qui  se  fait  senlir  dans  renseignement  secondaire 
sapérieur  des  divers  pays.  A  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  ce  mouvement,  nous  signalerons 
à  nouveau  les  divers  articles  de  M.  F.  Klein.  Voir  notamment  les  IVetde  Beitrëgt  zur  Frage 
des  mathemaUschen  und  physikalischen  Vnten  ichts  an  den  hliherrn  Schuten,  gesammeU  von 
F.  Ki.Ki.\  u.  E.  RiKCKK,  Leipzig.  1904. 
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hlissenients  allemands,  anglais  et  américains.  Dans  la  discussion, 
M.  D**  Igii.  Wallentin,  inspecteur,  fit  remarquer  qu'en  réalité^  déjà 
maintenant,  quelques  notions  de  mathématiques  supérieures  se 
sont  glissées,  sous  une  forme  déguisée,  dans  renseignement  des 
Mathématiques  et  de  la  Physique.  Sauf  une  certaine  opposition 
provenant  de  représentants  des  gymnases,  l'assemblée  était  favo* 
rahle  à  un  remaniement  des  programmes;  elle  a  accepté  le  prin- 
cipe de  l'introduction  des  éléments  de  Mathématiques  supé- 
rieures, et  elle  a  nommé  une  commission  chargée  d'examiner 
dans  quelle  mesure  celle  introduction  est  désirable  et  réalisable. 

Cours  de  vacances  pour  les  maîtres  de  renseignement  secondaire 

en  Autriche. 

Le  ministre  autrichien  de  rinstruction  publique  vient  de  déci- 
der la  création  de  cours  de  vacances  pour  les  maîtres  de  sciences 
de  renseignement  secondaire.  Ces  cours  seront  organisés  d'une 
manière  analogue  à  ceux  qui  existent  déjà  dans  divers  pays.  Leur 
but  est  de  permettre  aux  maîtres  de  compléter  et  d'approfondir 
leurs  connaissances  conformément  à  l'état  actuel  de  la  science.  Ils 
auront  lieu  dans  plusieurs  villes  universitaires  et  comprendront 
des  cours  théoriques  et  des  exercices  pratiques.  Pour  cette  pre- 
mière année,  les  cours  seront  organisés  à  Graz,. Prague  et  Lem- 
berg. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Em.  BoKEL,  chargé  d'un  cours  de  théorie  des  fonctions  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  est  nommé  professeur-adjoint. 

M.  Mor.  Caxtor  est  nommé  membre  honoraire  de  la  Royal 
Society  d'Kdinbourg. 

M.  L.  CouHvoisiER,  de  l'Observatoire  de  Ileidelberg,  est  nommé 
astronome  à  l'Observatoire  de  Berlin. 

M.  KscLANGox  est  nommé  astronome-adjoint  à  l'Observatoire  de 
Bordeaux,  en  remplacement  de  M.  Péraud,  décédé. 

M.  H.-B.  Evans  est  nommé  professeur-adjoint  de  mathématiques 
à  l'Université  de  Pensylvanic. 

M.  E.-D.Erant  est  nommé  professeur-adjoint  de  mathématiques 
à  l'Ecole  des  Mines  de  Michigan. 

M.  E.  Jahxke  est  nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole 
des  Mines  de  Berlin,  en  remplacement  de  M.  Kneser,  nommé  à 
Breslau. 

M.  E.  .Iaxisch,  prof,  extr.,  est  nommé  professeur  ordinaire  à 
l'Université  de  Prague. 

M.  M.  Lerch,  professeur  à  FL^niversité  de  Fribourg  ^Suisse),  est 
nommé  Membre  correspondant  de  la  Société  royale  des  Sciences 
de  Liège. 
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M.  W.-F.  Meyeh  et  A.  Schœnflibs,  professeiirs  à  TUniversité  de 
Konigsberg,  sont  nommés  Membres  correspondants  de  la  Société 
royale  des  Sciences  de  Liège. 

M*  Paislkvb,  répétiteur  d'Analyse  à  l'Ecole  polytechnique  de 
Paris,  est  nommé  professeur  de  Mécanique,  en  remplacement  de 
M.  Léauté,  retraité,  et  nommé  professeur  honoraire. 

M.  J.  Stebbins  est  nommé  professeur-adjoint  d'Astronomie  à 
l'Université  de  l'Illinois. 

M.  C.-P.  Wkston  est  nommé  professeur-adjoint  de  Mécanique 
à  l'Université  du  Maine. 

M.  H.-R.  WiLLiAHD  est  nommé  instructeur  à  l'Université  du 
Maine. 

M.  A. -H.  WiLsoN  est  nommé  instructeur  de  mathématiques  h 
rUniversité  de  l'Illinois. 

M.  ZsiGMONoi  est  nommé  prof.  ord.  à  l'Ecole  techn.  sup.  allem. 
de  Prague. 

Nécrologie. 

.I.-C.-V.  Hoffmann.  —  Le  21  janvier  dernier  est  mort  à  Leipzig, 
l'un  de  nos  anciens  confrères  qui,  par  ses  écrits  et  son  journal,  a 
rendu  de  grands  services  à  l'enseignement  scientifique  en  Alle- 
magne. Xous  voulons  parler  de  M.  J.-(].-V.  Hoffmann,  fondateur 
de  la  Zeitschrifl  fur  mathematischen  und  naturwissenschnftlichen 
Unterrivht,  dont  il  fut  le  directeur  pendant  trente-deux  ans;  il 
prit  congé  de  ses  lecteurs  à  No^l  lOOi  et  remit  la  direction  du 
journal  à  M.  H.  Schotten,  directeur  de  l'Ecole  réale  supérieure  de 
Halle.  Hoffmann  est  mort  dans  sa  quatre-vingtième  année,  après 
une  carrière  bien  remplie. 

L.  v.Tetmajer.  —  L'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne  vient 
d'être  douloureusment  frappée  par  la  mort  de  deux  de  ses  plus 
illustres  professeurs,  MM.  L.  v.  Tetmajkk,  recteur,  et  L.  Ditscheiner, 
décédés  à  la  fin  de  janvier  1905. 

Né  en  Hongrie  le  14  juillet  1850,  v.Tetmajer  fît  ses  études  (1868- 
1872)  à  TEcole  polytechnique  fédérale  de  Zurich  où  il  fonctionna 
ensuite  successivement  comme  assistant  et  comme  privat-docent, 
'après  avoir  pris  contact  avec  la  pratique  en  qualité  d'ingénieur  au 
chemin  de  fer  du  N.-E.  En  1881,  il  fut  nommé  professeur  de  Tech- 
nologie à  l'Ecole  polytechnique  de  Zurich  et,  grâce  à  ses  impor- 
tants travaux  et  à  son  brillant  enseignement,  il  ne  tarda  pas  à  être 
placé  parmi  les  meilleurs  professeurs  de  cet  établissement.  Ses 
recherches  sur  la  résistance  des  matériaux  sont  bien  connues  des 
ingénieurs;  elles  lui  valurent,  en  1901,  un  appel  à  l'Ecole  technique 
de  Vienne.  Tetmajer  accepta  cet  appel  et  ne  tarda  pas  à  entre- 
prendre la  création  d'un  laboratoire  d'essai,  analogue  à  celui  qu'il 
avait  installé  à  Zurich. 
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L.  UiTscHEiNER.  —  Le  31  janvier,  le  lendemain  de  la  mort  de 
M.  V.  Tetmajer,  mourut  son  collègue,  M.  I>ëandre  Ditschbiner, 
professeur  de  Physique  mathématique  et  de  Cristallographie  à 
l'Rcole  technique  supérieure  de  Vienne.  Ditscheiner  était  né  le 
4  janvier  1839;  c'était  un  savant  très  estimé  et  très  populaire;  ses 
principaux  travaux  appartiennent  au  domaine  de  la  théorie  des 
ondes  et  de  la  théorie  optique  des  couleurs. 

Nous  apprenons,  d'autre  part,  la  mort  de  : 

M.  Fr.  Chizzom,  professeur  de  Géométrie  à  l'Université  de  Mo- 
dena,  décédé  à  Tàge  de  56  ans  ; 

M;  Féraud,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire  et  professeur- 
adjoint  de  mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Bordeaux, 
décédé  subitement  le  7  janvier  dernier; 

M.  Folie,  ancien  directeur  de  l'Observatoire  de  Bruxelles; 

M.  Guido  Hauck,  professeur  de  Géométrie  descriptive  à  l'Kcole 
technique  supérieure  de  Berlin,  décédé  le  25  janvier  1905,  dans  sa 
00"*'^  année  ; 

M.  James-W.  Masox,  ancien  professeur  au  Collège  of  the  City 
of  New -York  ; 

M.  Rob.  TucKER,  ancien  secrétaire  ide  1867  à  IfK)!»  de  la  Société 
mathématique  de  Londres. 
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Sous  ce  titre  nous  publions  des  renseignements  relatifs  à  l'or^çanisation  de 
de  l'enseignement  :  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  RftoACTiox. 

FRANCE 

Projet  de  programme  pour  la  classe  de  mathématiques  spéciales' 

publié  par  la  Revue  de  Mathématiques  spéciales. 

A.    ALGÈBRE    ET    ANALYSK 

Nombres  imaginaires.  —  Calcul  algébrique.  Applications  à  la  racine  carrée 
d'un  nombre  négatif,  c^  la  résolution  de  l'équation  du  eecond  degré  et  à  la 
résolution  de  l'équation  bicarrée. 


1  Ce  projet  émane  de  notre  éminent  confrère  M.  L.  Humbert,  professeur  de  spéciales  au 
Lyc(>c  Louis-le-Grand,  à  Paris.  Nous  scmn»  reconnaissants  à  nos  lecteurs  des  réflexions  et 
des  remarques  qu'ils  jugeraient  utiles  de  nous  communiquer  à  ca  sujet. 
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Arrangements,  permutations  et  combinaisons  sans  répétition. 

Polynômes  entiers.  —  Addition  et  soustraction.  —  Multiplication. 

Formule  du  binôme  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif. 

Division  des  polynômes  entiers.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes.  —  Conséquences  relatives  à  la  théorie  de  la  divisibilité.  — 
Identité  Au -h  Bt' =  t  où  Ai* 4-31^=0. 

Division  par  x — a.  —  Conséquences.  —  Polynômes  identiques. 

Enoncé  du  théorème  de  d'Alembert.  —  Décomposition  d'un  polynôme  en- 
tier en  facteurs  primaires.  —  Nombre  des  racines.  —  Relations  entre  les 
coefficients  et  les  racines. 

Diviseurs  d'un  polynôme  entier.  —  P.  g.  c.  d.  et  p.  p.  c.  m.  de  plusieurs 
polynômes. 

Racines  imaginaires  des  polynômes  à  coefficients  réels.  —  Indication  que 
fournissent  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  deux  nombres 
réc\fi. 

Fonctions.  —  Définition  d'une  fonction.  —  Exemples. 

Limites.  —  Limites  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient. 

Continuité  et  représentation  graphique  d'une  fonction. 

Fonction  croissante  ou  décroissante  dans  un  intervalle  (définitions}.  — 
Exemples. 

Fonction  exponentielle.  —  Calcul  des  radicaux  arithmétiques.  —  Expo- 
sants fractionnaires,   négatifs.  —  Propriétés  de  la  fonction  a^  .  —   Limite 

du  rapport  —  (a>.  1)  pour  jr  infini  et  positif. 

Fonction  logarithmique.  —  Propriétés.  —  Les  diverses  fonctions  loga- 
rithmiques. —  Logarithmes  vulgaires. 

Etude    sommaire   des   fonctions  e"  ,    log   m,    ar"*,  u"\  jt^  ,  u^'  . 

Séries.  —  Séries  absolument  convergentes.  —  Convergence  d'une  série 
alternée  dont  le  terme  général  décroit  constamment  en  valeur  absolue  et 
tend  vers  zéro. 

Séries   à   termes    positifs  :    caractères  de  convergence   ou   de   divergence 

tirés  de  l'étude  des  expressions     ""^V  ,/ —      ... 

Calcul  des  k  premiers    chiffres   du  développement    décimal  de  la   somme 
d'une  série  numérique. 
Addition,  soustraction  .'multiplication  des  séries. 

Nombre  e.  —  Limite  de  (  1  H )  pour  m  infini.  —  Logarithmes  népé- 
riens. 

Infiniment  petits.  —  Ordre  relatif  de  deux  infiniment  petits.  —  Partie 
principale.  —  Infiniment  petits  équivalents. 

Dérivée  d'une  fonction.  —  DifTérentîdlle  première.  —  Représentation  géo- 
métrique. —  Dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient,  d'une  fonc- 
tion de  fonction.  —  Dérivées  des  fonctions  simples  :  j^'",  a^,  log  x,  sin  .r, 
cos  jr.  tgwT,  cot  X,  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tg  x,  arc  cot  -r. 

Théorème  de  RoUe,  formule  des  accroissements  finis.  —  Fonction 
constante,  croissante  ou  décroissante  dans  un  intervalle  (a,  h).  —  Etude 
d'une  fonction  en  un  point.  —  Maximum,  minimum. 

Etude  des  variations  d'une  fonction.  —  Exemples  variés. 
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Ponctions  de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Dérivées  partielles, 
notations. 

Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  composée.  —  Dérivée  des  divers 
ordres,  cas  où  les  composantes  sont  linéaires. 

Différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables.  —  Transformer 
i<on  expression  quand  on  effectue  un  changement  de  variables. 

Dérivée  d'une  fonction  implicite  (on  admettra  sans  démonstration  l'exis- 
tence de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée). 

Théorème  des  fonctions  homogènes. 

Fonctions  primitives  d'une  fonction  donnée,  leur  représentation  par  l'aire 

d'une  courbe.—  Intégrale  définie. — Symboles    /     f  [x)   dx  et    |  f  \x)  dx. 

—  Tableau  des  intégrales  immédiates.  a 

Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  — '  Changement  de  la 
variable.  —  Intégration  par  parties.  —  Applications  simples. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples.  —  Intégra- 
tion des  différentielles  rationnelles  en  x  et  de  celles  qui  s'y  ramènent*. 

Dîins  la  suite  du  cours,  on  appliquera  les  quadratures  à  la  rectification 
des  courbes,  au  calcul  d'un  volume  décomposé  en  tranches  par  des  plans 
parallèles,  au  calcul  des  moments  d'inertie  du  cylindre  de  révolution,  de  la 
sphère  et  du  parallélépipède  rectangle  par  rapport  à  leurs  axes  de  symétrie. 

Séries  entières.  —  Intervalle  de  convergence.  —  Intégration  et  dérivation 
d'une  série  entière  à  l'intérieur  de  son  intervalle  de  convergence.  (On  ne 
s'occupera  pas  de  ce  qui  se  passe  aux  limites  de  cet  intervalle). 

Développement  en  série  de 

11  \ X 

L  (1  —  x]  ;  arc  tang  x\  L 


Série  exponentielle,  série  du  binôme:  on  peut  trouver  leurs  sommes  à  l'aide 
des  équations 

'»•'  z=  V  et  r'  (1  -|-  x)  =  mr 

Développement  en  série  de  a'   et  arc  sin  x. 

Formules   de   Taylor  et  de  Maclaurin.   —  Développements  en  séries.  — 

N'appliquer  qu'à  e*,  sin  x^  cos  x. 

Appliquer  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  d'une  fonction  en  un  point;  à 
l'étude  du  quotient  de  deux  fonctions  qui  s'annulent  pour  une  même  valeur 
de  X  au  voisinage  de  cette  valeur.  —  Diverses  formes  d'indétermination. 

Formule  de  Taylor  dans  le  cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  — 
Insister  sur  le  cas  où  la  fonction  est  un  polynôme  entier. 

Déterminants.  —  Définition,  développement  suivant  les  éléments  d'une 
même  ligne.  — Echange  des  lignes  avec  les  colonnes. — Permutation  de  deux 
lignes.  —  Addition  de  lignes. 

Équations  linéaires. 

Formes  linéaires.  —  Conditions  d'indépendance.  —  Multiplication  des  dé- 
terminants. 

Homogénéité.  —  Rendre   un  système   d'équations  entières   homogène.  — 


*  Chacuoo  de  ces  questions  sera  traitée  a  la  place  toute  marquée  qu'elle  a  dans  le  cours. 
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Solution  finie,  solution  infinie  d'un  système.  —  Définition   générale  du  ré- 
sultant d'un  système  de  n  -f~  ^  équations  entières  à  n  inconnues. 

Application  de  ce  qui  précède  aux  équations  linéaires. 

Fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  racines  d'une  équation  entière. 

—  Leur  calcul  à  l'aide  des  sommes  des  puissances  semblables   des  racines. 

—  Notion  de  poids. 

Élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  entières  au  moyen  des 
fonctions  symétriques.  —  Théorème  de  Bezout,  sans  examen  d'aucun  cas 
particulier. 

Racines  égales.  —  Conditions  pour  qu'un  nombre  a  soit  racine  multiple 
d'ordre  p  d'un  polynôme  entier.  —  Discriminant. 

Abaissement  d'une  équation  entière  ayant  des  racines  multiples. 

Autre  exemple  d'abaissement  :  équations  réciproques. 

Théorème  de  Descartes. 

Recherche  des  racines  commensurables. 

Résolution  numérique  des  équations  algébriques  ou  transcendantes.  — 
Méthodes  d'approximation  de  Newton  et  des  parties  proportionnelles  expli- 
quées par  des  considérations  géométriques. 

II.   TRIGONOMÉTRIE 

Vecteurs.  —  Somme  géométrique  de  vecteurs.  —  Valeur  algébrique  d'un 
vecteur.  —  Théorème  des  projections. 

Arcs  positifs,  arcs  négatifs.  —  Diverses  valeurs  de  l'arc  AB. 

Définition  du  cosinus,  du  sinus  d'un  arc.  —  Projection  orthogonale  d'un 
vecteur  sur  un  axe.  —  Produits  géométriques. 

Formules  d'addition  :  cos  [a  -^  h),  sin  (a  -^  h). 

Fonctions  circulaires.  —  Relations  qui  existent  entre  elles.  Variation  des 
fonctions  circulaires. 

Résolution  des  équations  sin  x=za^  cos  xz=La,  etc. 

Formules  relatives  aux  arcs x,   -^  -^  x.  it  -{■  x,  n  —  ^^  -^  do  ^'   ^'<^- 

X 

—  Ramener  un  arc  au  premier  quadrant.  —  Limite  du  rapport    -; —     (pour 

sin  X 

ar  =  0). 

Addition,  soustraction  des  arcs  (deux  ou  trois).  —  Multiplication  des  arcs. 

—  Cas  où  Ton  multiplie  par  2  et  par  3. 

Division  des  arcs.  —  Cas  où  l'on  divise  par  2  et  par  3.  —  Résolution  tri- 
gonométrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Usage  des  tables  de  logarithmes.  —  Formules  logarithmiques. 

Résolution  des  triangles  rectilignes.  —  Équivalence  des  systèmes  de  for- 
mules. 

Forme  trigonomélrique  et  représentation  géométrique  de  l'imaginaire. 

Addition,  soustraction,  multiplication  et  division  des  imaginaires. 

P'ormule  de  Moivre. 

Séries  imaginaires.  —  Fonctions  e",  cos  z  et  sin  z. 

Somme  de  sinus  ou  de  cosinus  de  n  arcs  en  progression  arithmétique. 

Expression  de  sin'' or,  cos'*  a:   en    fonction   des   sinus   et  cosinus   des   mul- 
tiples de  X.  —  Applications  au  calcul  intégral  et  aux  développements  en  séries. 
Addition,  soustraction,  multiplication  et  division  des  arcs. 
Résolution  trigonométrique  de  l'équation  binôme. 
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III.    —    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 

i«  Géométrie  plane. 

m 

Coordonnées  refliligncs.  —  Représentation  d'une  ligne  par  une  équation. 

—  Exemples  simples. 

Homogénéité.  —  Construction  d'expressions  algébriques. 

Formules  fondamentales  :  cosinus  directeurs  d'une  direction,  paramètres 
directeurs.  —  Angle  d'une  droite  avec  ox.  —  Cosinus  de  l'angle  de  deux 
directions.  —  Distance  d'un  pointa  l'origine. 

Transformation  des  cook*donncc8.  —  Distance  de  deux  points.  —  Ordre 
d'une  courbe  algébriqne.  Equation  de  la  droite. 

Mouvements  dans  un  plan  :  translation,  rolatioîi,  glissement. 

Coordonnées  homogènes  et  points  à  l'infini. 

Ligne  droite.  —  Equation.  —  Parallélisme.  —  Angle  d'une  droite  avec 
ox,  angle  de  deux  droites.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Applica- 
tions. —  Problèmes  simples  relatifs  à  la  détermination  d'une  droite.  —  In- 
tersection de  deux  droites.  —  Faisceau  linéaire. 

Aire  d'un  triangle.  —  Signes  des  aires.  —  Evaluation  algébrique  d'une 
aire  centrée.  Applications  aux  polygones. 

Notions  sur  les  éléments  imaginaires. 

Systèmes  de  droites  issues  de  l'origine.  —  Droites  isotropes.  —  Faisceau 
de  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  deux  lignes. 

Rapport  anharmonique.  —  Le  rapport  anharmonique  est  projectif.  — 
lilxpression  algébrique  du  rapport  anharmonique.  —  Rapport  anharmonique 
de  quatre  nombres.  —  C'est  un  invariant.  —  Condition  pour  que  quatre 
éléments  soient  harmoniques.  —  Applications. 

Correspondance  entre  les  points  de  deux  séries,  les  rayons  de  deux 
faisceaux,  les  points  d'une  série  et  les  rayons  d'un  faisceau.  —  Relation 
homographique.  —  Séries  et  faisceaux  homographiques   (étude    sommaire). 

Cercle  (coordonnées  rectangulaires  *.  —  Involution. 

(lénéralités  sur  les  lieux  géométriques. 

Etude  simultanée  des  conrbes  définies  par  deux  équations  paramétriques 
.«•  HT /"(/),  yz=.g{t),  ou  bien  dont  l'équation  est  résolue  par  rapport  à  Tune 
des  coordonnées.  —  Définition  des  courbes  unicursales.  —  Ordre.  —  Tan- 
gente; normale.  —  Problèmes  simples  relatifs  aux  tangentes  et  aux  normales. 

—  Sous>tangente,    sous-normale,    tangente  et   normale.  —    Les   cubiques  à 
point  double  et  les  quartiques  ayant  trois   points  doubles  sont  unicursales. 

Construction  de  ces  lignes.  —  Concavité,  convexité,  points  d'inflexion.  — 
Asymptotes. 

Arc  d'une  courbe.  —  Orientation  d'une  ligne.  —  Cosinus  directeurs  de 
la  tangente. 

Courbure.  —  Rayon  de  courbure,  centre  et  cercle  de  courbure.  —  Déve- 
loppée. 

Courbes  algébriques.  —  Généralités  sur  les  courbes  du  second  degré  : 
dérivées  partielles;  discriminant;  mineurs  du  discriminant;  solutions 
doubles;  conditions  pour  qu'une  courbe  du  second  ordre  se  réduise   à  deux 


1  Je  n'ai  pas  détaillé  les  questions  à  traiter  dan»  ce  chapitre,  parce  qu'il  m'a  semblé 
qu'une  étude  sommaire  du  rt^rrle  ne  prête  à  aucune  confusion.  —  Même  remarque  pour  la 
sphère.  (Voir  plus  loin.) 
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2-   Gt^omftrie  dans  i  tfspare. 

Coordonnées  rectiK^es.  —  Repré>«-nUtit»n  d  une  surface  par  uuo  ei|ua- 
tien,  d'une  ligne  par  deox  équations. 

L^Eo8«igpieoient  mathém..  '•  année  -,  t9«x>  '^ 
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Formules  fondamentales.  -^  Les  trouver  avec  des  axes  quelconques  et  in- 
sister sur  le  cas  où  les  axe.s  sont  rectangulaires. 

Transformation  des  coordonnées.  —  Distance  de  deux  points.  —  Ordre 
d'une  surface  alg^ébrique.  —    Équation  du  plan.  —  Formules  d*£uler. 

Coordonnées  homogènes  el  points  à  l'intini. 

Plan.  —  Équation  du  plan.  —  Parallélisme.  —  Angle  de  deux  plans.  — 
Intersection  de  deux  plans.  —  Faisceau  linéaire.  —  Intersection  de  trois 
plans.  —  Condition  pour  que  quatre  plans  passent  par  le  même  point.  — 
Problèmes  simples  de  détermination.  —  Distance  d'un  point  a  un  plan 
(toutes  les  questions  relatives  aux  angles  et  aux  distances  se  traiteront  avec 
des  axes  rectangulaires).  —  Applications.  Rapport  anharmonique  de  quatre 
plans  appartenant  à  un  même  faisceau  linéaire. 

Volume  du  tétraèdre.  —  Signe  d'un  tel  volume. 

Ligne  droite.  —  Équation.  —  Parallélisme.  —  Angle  de  deux  droites.  — 
Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Applications.  —  Intersection  d'une 
droite  et  d'un  plan.  —  Condition  pour  que  deux  droites  se  rencontrent.  — 
Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux 
droites,  plus  courte  dislance. 

Étude  sommaire  de  la  sphère  (axes  rectangulaires). 

Courbes  gauches.  —  Ordre  d'une  courbe  algébrique.  —  Courbes  unicur- 
sales.  —  Cône  projetant  une  ligne  d'un  point  de  l'espace.  —  Cubique 
gauche.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur.  —  Courbure.  —  Plan  tangent  à  une 
surface  en  un  point. 

Surfaces  algébriques.  —  Intersection  d'une  surface  algébrique  avec  une 
droite  qui  tourne  autour  d'un  point.  —  Point  simple.  —  Point  double  ou 
conique.  —  Plan  tangent  en  un  point  simple,  tangentes  inflexionnelles.  — 
Applications  aux  surfaces  du  second  ordre.  —  Problèmes  simples  relatifs 
aux  plans  tangents.  —  Cône  ou  cylindre  circonscrit.  —  Applications  aux 
surfaces  du  second  ordre  et,  en  particulier,  les  classer  à  l'aide  des  points 
doubles  qu'elle  peuvent  avoir. 

Génération  des  surfaces.  —  Quelques  généralités.  —  Enveloppes.  —  No- 
tions sur  les  surfaces  réglées   et   les  surfaces  développables.  —  Cylindres. 

—  Cônes.  —  Surfaces  de  révolution. 

Surfaces  du  second  ordre.  —  Intersection  avec  une  droite.  —  Points  à 
l'infini.  —  Plans  asymptotes.  —  Cône  directeur.  —  Homothétie.  —  Sections 
planes.  —  Classification  en  genres  d'après  la  nature  du  cône  directeur.  — 
Classification  en  espèces  par  la  décomposition  en  carrés.  —  Équations  ré- 
duites.  —  Construction  des  cinq  formes  principales. 

Pôle  et  plan  polaire.  —  Discussion.  —  Points  conjugués.  —  Plans  con- 
jugués. —  Droites  conjuguées. 

Centres.  —  Discussion.  —  Distribution  des  plans  asymptotes. 

Plans  diamétraux.  —  Discussion.  —  Diamètres.  —  Directions  conjuguées. 

—  Diamètres  conjugués.  —  Formes  des  équations  réduites. 

Directions  principales  ;  plans  principaux.  —  Axes  principaux.  —  Équation 
en  S.  —  Calcul  des  formes  réduites  principales  par  une  transformation  de 
coordonnées  (axes  rectangulaires). 

Conditions  pour  qu'une  surface  du  second  ordre  soit  de  révolution. 

Plans  cycliques. 

Étude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites.  —  Cons- 
truction. —  Sections  planes.  —  Sections  circulaires.  —  Plans  diamétraux. 

—  Diamètres.  —  Théorèmes  d'Apollonius.  —  Plan  polaire.  —  Plan  tangent. 
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—  Normale.    —   Problèmes    relatifs   aux   plans  taDgents.   —  Génératrices 
rectilignes.  —  Les  surfaces  du  second  ordre  sont  unicursales. 

Etude  géométrique  de  l'intersection  de  deux  quadriques. 
Problèmes  simples  de  détermination. 

IV.   MÉCANIQUE 

ClRÉMATIQUE    DU     POIXT. 

.    Idée  de  mouvement,  système  de  comparaison,    relativité  du  mouvements 

—  Temps  positifs  et  négatifs. 

Mouvement  rectiligne  d'un  point,  uniforme,  varié,  uniformément  varié.  — 
Vitesse.  —  Accélération.  —  Mouvement  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.  —  Vitesse.  —  Hodographe.  —  Vecteur  accélé- 
ration. 

Accélérations  tangentielle  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces,  des 
vitesses,  des  accélérations  tangentielles. 

Mouvemeot  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 
et  à  des  coordonnées  semi-polaires. 

Changement  du  système  de  comparaison.  —  Composition  des  vitesses; 
composition  des  accélérations  bornée  au  cas  où  le  mouvement  du  système 
de  comparaison  est  un  mouvement  de  translation. 

Dynamique. 

Point  matériel  libre.  —  Principe  de  l'inertie.  —  Définition  de  la  force  et 
de  la  masse  :  F  =:my..  —  Relation  entre  la  masse  et  le  poids.  —  Invaria- 
bilité de  la  masse.  —  Unités  fondamentales.  —  Unités  dérivées. 

Equations  fondamentales  de  la  dynamique.  —  Mouvement  d'un  point  sou- 
mis à  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction.  —  Mouve- 
ment d'un  point  sous  l'action  d'une  force  issue  d'un  centre  fixe  :  \^  propor- 
tionnelle à  la  distance;  2o  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces.  —  Composition  des 
forces  appliquées  à  un  point  matériel. 

Travail  d'une  force,  travail  d'une  résultante,  d'une  force  pour  un  dépla- 
cement résultant.  —  Théorème  de  la  force  vive.  —  Surfaces  de  niveau.  — 
Champs  et  lignes  de  force.  —  Énergie  cinétique  et  énergie  potentielle  d'un 
point  placé  dans  un  champ  de  force. 

Point  matériel  non  libre.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan 
incliné  avec  et  sans  frottement,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée  suivant  la 
ligne  de  plus  grande  pente.  —  Pression  totale  sur  le  plan  ;  réaction  du  plan. 
—  Petites  oscillations  d'un  pendule  simple  sans   frottement  ;   isochronisme. 

Homogénéité.  —  Dimensions  d'une  vitesse,  d'une  accélération,  d'une  force, 
d'un  travail,  d'une  quantité  de  mouvement,  d'une  force  vive. 

Statique. 

» 

Statique  du  point.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  libre,  d'un  point  ma- 
tériel assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  surface  fixe,  avec  ou 
sans  frottement. 

Statique  du  corps  solide  —  Systèmes  en  équilibre.  —  Systèmes  équiva- 
lents. —  On  peut  appliquer  à  un  corps  solide,    sans  changer  son  état,  deux 
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forces  égales,  opposées  et  ayant  la  même  ligne  d'action.  —  Déplacement  du 
point  d'applicalion  d'une  force.  —  Forces  équivalentes. 

Composition  des  forces  parallèles.  —  Centre  des  forces  parallèles.  — 
Centre  de  gravité.  —  Moments  par  rapport  à  un  plan.  —  Conditions  d'équi- 
libre d'un  système  de  forces  parallèles. 

Théorie  des  couples. 

Moment  vectoriel  d'une  force  par  rapport  à  un  point.  —  Moment  par  rap- 
port à  un  axe.  —  Moment  résultant  d'un  système. 

Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  —  Résultante  générale, 
couple  résultant  ou  moment  résultant.  —  Conditions  d'équilibre.  —  -  Condi- 
tions d'équivalence.  —  Réduction  à  deux  forces. 

0 

Equilibre  d'un  solide  invariable  qui  n'est  pas  libre.  —  Cas  d'un  point 
fixe,  d'un  axe  fixe  avec  ou  sans  glissement  le  long  de  cet  axe,  de  un,  deux 
ou  trois  points  de  contact  avec  un  plan.  —  Réactions. 

E.  H. 

Cours  universitaires. 

Paris;  Faculté  des  Siences  (Cours  du  2>n«  semestre,  à  partir  du  mercredi 
l^^i*  mars  1905).  —  £.  Picard:  Des  fonctions  de  plusieurs  variables  (2  leçons 
par  semaine).  —  Gourhat:  Des  Equations  différentielles  et  des  Equations 
aux  dérivées  partielles  (2  leçons  et  une  conférence).  —  Paul  Painlevk  :  Lois 
générales  du  mouvement  des  systèmes,  la  mécanique  analytique,  l'Hydros- 
tatique et  l'Hydrodynamique  (2  leçons).  —  P.  Appell  :  Eléments  de  la  méca- 
nique (1  leçon),  (progr.  du  certif.  de  math,  génér.).  —  M.L.  Raffy:  Les  mé- 
thodes d'Intégrations  (quadratures  et  équations  différentielles),  et  leurs  prin- 
cipales  applications  (2  leçons).  —  Amdoyer  :  Ensemble  des  matières  com- 
prises dans  le  programme  du  Certificat  d'Etudes  supérieures  d'Astronomie 
(2  leçons).  —  J.  Boussinesq  :  De  l'Equilibre  de  l'Elasticité  de  la  sphère. 
Propagations  du  mouvement  à  partir  d'un  centre  dans  un  milieu  élastique  et 
homogène  indéfini  (2  leçons).  —  G.  Kœnigs  -  Des  principes  de  l'Elasticité. 
Essais  mécaniques  et  résistances  des  maXériaux  (2  leçons). 

Hadamard:  Conférence  sur  le  calcul  différentiel  et  le  calcul  intégral  (une 
leçon).  —  Raffy;  Conférence  sur  la  Géométrie  supérieure  en  vue  du  certi- 
ficat (1  leçon).  —  Hadamard:  Conférence  sur  l'analyse  supérieure  en  vue  du 
certificat  (i  leçon).  —  Hadamard  et  Borel:  Conférence  sur  la  mécanique  ra- 
fionelle  (2  leçonsj.  —  Blutel:  Conférence  de  mathématiques  préparatoires  au 
certificat  des  Siences  physiques.  —  Servant:  Conférence  et  travaux  pra- 
tiques de  mécanique  physique  et  expérimentale. 

Copenhague;  Université  (i**^  semestre  de  1905,  1  février  au  9  juin).  — * 
T.-N.  Thiele  :  Astrophysique,  2  h.  ;  Calcul  numérique,  4  h.  —  C.  Christi- 
ANSEN  :  Capillarité,  2  h.  —  H. -G.  Zeuthen:  Calcul  infinitésimal,  6  h.;  Coor- 
données homogènes,  1  h.;  l']xcerciccs  sur  l'histoire  des  Mathématiques,  1  h. 

—  Julien  Petersen  :  Théorie  générale  des  groupes,  4  h.    —   Niels  Niklsex  : 
La  fonction  gamma,  4  h.  —  C.  Juei.:  Courbes  algébriques  et  graphiques,  2  h. 

—  P.  Hegard:  Hydrodynamique,  2  h.  —  M.-C.  Engei.l:  Relevés  de  plans  et 
arpentages  anciens  du  Danemark,  1  h. 
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f* Enseignement  mathématique  a  publié  uo  rapport  très  complet  sur  les 
travaux  mathématiques  au  Congrès  des  Sciences  historiques,  tenu  à  Home 
en  1903:  il  avait  clé  rédigé  par  notre  distingué  collaborateur  M.  Ernest 
Lebon,  Délégué  par  le  ministre  français  de  l'Instruction  publique.  Nous  pou- 
vons donc  nous  borner  à  signaler  simplement  par  leur  titre  les  mémoires 
mathématiques  contenus  dans  le  t.  XII  des  Comptes  rendus  du  Congrès. 
Nous  relevons  d'abord  dans  les  rapports  les  titres  suivants: 

Tanxkry  :  Propositions  ayant  pour  but  d'activer  le  progrès  de  l'IIistoire 
des  sciences. 

Bardi'zzi,  Giacosa,  LoKiA  :  In  qualc  modo  ed  in  quale  mesura  la  Storiu 
della  science  possa  costituirc  oggctto  di  un  corso  universitario. 

LoRiA  :  Un'  impresa  na/.ionale  di  uuiversale  interesse  (publicazione  délie 
opère  di  Kv.  Torricelli). 

Dans  les  communications  : 

Ca?îtor  (Moritz)  :  Hieronymus  (^ardanus,  ein  wissenschaftlichcs  Lebens- 
bild  aus  dem  XVI.  Jahrhundert. 

Dahvai  (M.|:  Vita  di  Giovanni  Bolyai. 

Vacca  (Giov.)  :  Sulla' Storia  dclla  nunierazione  binaria. 

Lebo.n  (Ern.l:  Plan  d'une  bibliographie  analytique  des  écrits  contempo- 
rains sur  l'histoire  de  l'Astronomie. 

Lampe  (Em.):  Das  Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Matheniatik;  Rûck- 
blick  u.  Ausblick, 

MûLLER  (Félix;  :  Ueber  malhematische  Zeitschriften. 

LoRiA  &  ErtESTRôM  :    Ueber  kulturhistorische    und   rein  fachmassige  Be- 

handlung  der  Geschichte  der  Mathematik. 

Tanger  Y  (P.)  :  Sur  l'Histoire  des  mots  analyse  et  synthèse  en  niathémati- 
ques. 

Vailati  :  La  dimostrazione  del  principio  della  leva  data  da  Archimede  nel 
libro  primo  sull'  equilibrio  délie  ligure  piane. 

PiTTARELLi  :  lutomo  al  libro  «  De  perspettiva  pingendi  »  di  P.  dei  Fran- 
ceschi. 

V.  Brauxmûhl  :  Beitruge  zur  Geschichte  der  Integralrechnung. 

H.  F. 

Eugenio  Brltrami.  —  0per6  Matematiche.  publicate  per  Cura  della  Fa- 
cullà  di  Scienze  della  R.  Universilà  di  Roma.  Tonio  secondo.  —  1  vol.  gr. 
in-4»,  486  p.  ;  prix  L.  25. —  ;  Ulr.  llœpli,  Milan,  1904. 

Le  tome  II  des  Œuvres  de  Beltrami  contient  les  mémoires  publiés  par  le 
saTant   géomètre   de   1867   à  1873  dans   divers   périodiques,  principalement 
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dans  les  Memorie  delV  Accademia  délie  Scienze  delV  Istituto  di  Bolognat 
dans  le  Rendiconti  del  Reale  Istituto  Lombardo^  dans  le  Giornale  di  Ma- 
tematiche,  etc Ces  mémoires,  au  nombre  de  dix-neuf,  peuvent  être  ré- 
partis en  trois  catégories.  Les  uns,  et  ce  sont  les  plus  nombreux,  ont 
pour  objet  la  Géométrie  des  surfaces,  où  Beltrami  a  laissé  tant  de  beaux 
travaux.  On  y  trouve  notamment  quelques-unes  de?  remarquables  recher- 
ches sur  les  paramètres  différentiels.  D*autres  mémoires  traitent  de  la 
théorie  des  formes  algébriques  ;  c'est  d'abord  le  grand  travail  intitulé 
Ricerche  sulla  Geometria  délia  forma  hinarie  cubiche,  puis  un  mémoire 
sulle  funzioni  hilineari.  Mais  on  sait  que  fieltrami  a  également  laissé  d'im- 
portants travaux  appartenant  au  domaine  de  la  Physique  mathématique.  On 
trouvera  réunis  dans  ce  volume  une  série  de  belles  recherches  sur  la  ciné- 
matique des  fluides  et  divers  mémoires  d'électrodynamique. 

H.  F. 

C.  Block  (zu  Côpenick).  —  Lahr-und  Uabangsbnch  fur  den  planimetrischen 

Unterricht  an  hriheren  Schulen.  I.  Teil  ;  Quarta,  1  vol.  cart..  70  p.,  prix: 
M.  1. —  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1904. 

Le  petit  manuel,  très  soigné  au  point  de  vue  typographique,  l'est  égale- 
ment pour  ce  qui  est  de  la  coordination  et  de  l'exposition  des  matières  qu'il 
renferme.  Il  comprend  :  I.  Notions  fondamentales  (revision  des  notions  étu- 
diées dans  la  classe  V)  ;  II.  des  angles  et  couples  d'angles;  III.  le  triangle  ; 
IV.  le  quadrilatère.  Le  texte,  à  la  fois  clair  et  concis  et  sans  développements 
inutiles,  est  accompagné  d'un  grand  nombre  (691)  d'exercices  et  de  pro- 
blèmes. La  notation  est  uniforme  et  appliquée  d'une  manière  logique  ;  tou- 
tefois nous  ne  comprenons  pas  l'avantage  qu'il  y  a  décrire  «  compl.  «c  »  et 
«  suppl.  |3»  à  la  place  de  u  90°-a  »  et  de  180**-/)  »  ip.  6|.  Il  est  regrettable 
d'autre  part  que  les  récents  manuels  de  Géométrie  aient  amené  une  certaine 
confusion  dans  la  dénomination  des  divers  groupes  d'angles  déterminés  par 
deux  parallèles  et  une  transversale.  Ainsi,  M.  Block  désigne  sous  le  nom  de 
«  Stufenwinkel  »  les  angles  généralement  appelés  «  Gegenwinkel  »  (angles 
correspondants),  tout  en  conservant  ce  terme  dans  une  signification  nou- 
velle. Quant  au  reste,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  début,  ce  petit  manuel 
(?8t  très  bien  conçu  cl  rendra  de  grands  services  dans  les  classes  auxquelles 
il  est  destiné.  Ernest  Kallbr  (Vienne). 

K.  Carvallo.  —  Leçons  d'électricité.   1   vol.  XIV,  259  p.,  203  «g..  Prix 
10  fr.  ;  Librairie  polytechnique  Ch.  Béranger,  Paris,  1904. 

Parmi  toutes  les  branches  de  la  Physique,  l'Electricité  est  incontestable* 
ment  la  plus  importante  à  l'heure  actuelle  au  point  de  vue  des  applications. 
De  là,  pour  les  jeunes  gens  qui  se  destinent  à  la  carrière  d'électricien, 
résulte  l'impérieuse  nécessité  de  s'assimiler  les  éléments  de  la  science  qui 
les  intéresse.  La  chose  ne  va  pas  sans  quelque  difficulté  ;  une  préparation 
mathématique  préalable  est  assurément  nécessaire  ;  mais  il  ne  s'agit  pas  de 
former  des  savants,  et  ce  n'est  pas  à  des  savants  qu'on  s'adresse.  Le  but  est 
de  former  des  ingénieurs  capables  de  comprendre  et  de  résoudre  les  pro- 
blèmes que  la  pratique  leur  posera  ;  ils  ne  doivent  être,  ni  de  simples  pra- 
ticiens, ni  des  savants  de  laboratoire. 

Or,  dans  la  littérature  pourtant  si  considérable  de  rélcclricité,  depuis 
quelques  années,  il  serait  bien  difficile  de  signaler  un  ouvrage  d'enseigne- 
ment qui  réponde   véritablement   au   besoin   que  nous   venons  de  signaler. 
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à  9m.<r^  Mna-  iâ»  n'ijaicf  •  — *  £t-  ir*  -  i-.i-^  •-  L^ir-,Ai  i  ui  "i>*--.c>  '^-mi 
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rail  p**  a  y^'**»nr**r  m  -m-h"!-'— ^  ":âi^.»L»- i-z.  _  niuî*  i^-ui  j.- «h'-ijîim  r  mt— 
peler  1  *îr-*T.*».iL  ♦»ur  in  •*•— 01:1  jtimii*-^  c  a*»*""-»!.*  ii:^  it  a"  âii.*  »'.»»•  i»««f 
crrlaî'»^  i- v 

fWr  dirr^  -«  mt'f.  L  Un*"  "^  *  tv  iri#*  *»n—»*  t  ni  -  •m»^  »  ii  x^'itfTk»*  ■?•  Xf  i»*.-*' 
>*•  lai>4«rr  r»2.«ir*r  jjt»  pi»*'jri»*^  iijs*-*.44r'--»  d  nr  .â  -în»**:*.!  n  i»  «i  —t.  .t.»^'-  m. 
d«Mite  <ija»  i  — ^îtm  *  inat  iir»*iiai-^r*  j*«":i  •*?  T  «i"  ••*  itr'irn— »  -■  «i  :  >  îv  -b  ■^•'-1 
•'usuite.  Et  -1  i*r"  2«*-a  r*^- iiii.*l  •»  ci  ti  ir*  •î'«-L.*ai  &.!  •^•ii»'iû  .  ••!  v»i  ~ 
Il  an  ni!  p«  jf^-»^  î»-*  j*  t**'î«i*:  *-u*  .  -i.'-^ti.i.»*  r*- ■;*  .in  »"*^  :ti.  •  «*»  c  t  «c  i»f 
i|iiî  1  •-<iair*-.  *>;  ^t*  j«i  r»-  mir**    i**— •♦■r    ?  .»i  •  '*•  c  -^  t^C^»"*  -*'**^  ^"  *    î^    -    "i     j-  es 

nellr. «|iii  poi;.rrfc.>^xi  «^  ***!-.••  o*-*  t^#  r*i  it  î»f-i  zt^^-hA.r^'^  r-  ^  i.*>  r.»-î.  :i  ••t-s 
rlas&iqi»'-^.  Il*  !»►  rtlr.n.»--*-Tn'  ;««♦  j'-  j*  i^.in:  n  *--"•-.  :a  i»*  V»  f  ^ïî.7.~ii 
pa»  la  iiia«-««e  «*.>^b»^  it  ci'-»'-'*'i"  xii*-*  '^  zi  Zh.  '  ^  i  «•;  d*  *a  Vt«r*i  c**^ 
reste  ><>li<i#-  ••t  iiai^^zu*^!  •^-  L-»  f  «tu*  t^-\  -•  *-*-•  rî.»ui:*fï  —  ttr  i.rr  i5*f  n*r  f  ; 
rhani;;ée  à  u^ArT  avï*.  •„  -*-*,:  j'.  ixk  jt-r'-ai  :  u*  >r  i»  «i.  "^ir*-.  i"-*.  ittït:  •ver.-/»*- 
iie£/^reile-la.  Uj^^:*^  *ir  2  *■? i.rrrv^t^*-,  ♦-u'  .  ■î»*-?-'-»*!^  <i  ••■>  î^  :>  *!  a:c>:  .*■•: 
le  rairui  â  **>o  ai-3*  <va:Trî  *   •*  «tl  *  r*»^.-.t. 

Le»  iBatb^iB«i>«r-te^  vi»^  «-eiT-r-a.*  ja— . .t- .  -^r^  nj-e-i:  ii.:<'^-S5<'>  î»**  1*  Nvi*  rf 
«lu  $  i*' da  Ckaphrw  ili  :--":..I^  «^r:-*»^^  or.'s^/  C».x  •  ►t  5  :t\«v.^^  ^h 
quelque»  pa^*-*  i*^  *-«  «fvî*  <h**-»r.*_-.*  -su  r*j'  ^i  ffv-  .t»r:»-.^v.T  it>r:'>f  a  -a 
foi»  de*  idée*  de  HaBj..:.«ii  -rî  f*  «jra**cai_E  +1  '*-•:>  K*^.:*';  «r:a:r>  cbai»:lTv> 
de  la  Phr-«iqoe  i»e  p*-««*-t.î  jt". '«^  *-t»-  <-'*^b::>  a  1  ai^I\s<  ■e-^Kr  œaîiqat  satï^ 
s'exposer  â  de  grai:.dfr*  ei  ii.-::i*-*  e'-r.t.».;raî^ *•."*•. 

J'ai,  â  ce  *^aj*:t.  rt\r»ruxé  p.  S«-S  n»»*-  &».»î.«*d  q  -♦■  j  *^ai>  ii»».i.ji;«"e  mr>i-»ènw 
iJ  y  a  qoelqaes  année*-,  r*-!!*-  d  un  c\tW  e^u<b«'.  J»  la  croyais  al'»rs  %Knn«'ÎN , 
et  je  me  Irompaîs  :  d  aatre^.  avaul  «-t  af.n-«  moi.  oiit  o.>inmis  la  riv^rk^  «rnc^ur. 
I^  idée,  intéressante  an  yr,\n\  de  «u«-  par^nir-ut  et-«tin«-tnqur'.  d  aitachirr  il 
toute  courbe  formée  une  e>^nd»  ur  et  une  Mri«rutali<in  qui  \icuiui)t  ï^e  n^iw 
fondre  arec  laire  »-i  la  rourbe  d«. vit-ut  plane,  me  s^-niblo  plu>  qu  utile  dans 
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les  théories  physiques  qu'étudie  M.  Carvallo  ;  il  la  présente  en  quelques 
lignes  avec  une  simplicité  et  une  clarté  extrêmes. 

En  terminant,  je  me  bornerai  à  reproduire  les  titres  des  cinq  chapitres  qui 
composent  l'ouvrage:  I  Le  courant  électrique;  —  II  Distribution  des  cou- 
rants  et  des  forces  électro-motrices  :  —  III  Electromagnétisme  ;  —  IV  In- 
duction électro-dynamique  ;  —  V  Electrostatique. 

Je  souhaiterais  que  ces  rapides  réflexions  pussent  amener  des  lecteurs  à 
une  œuvre  originale,  bien  ordonnée,  et  qui  m'a  paru  correspondre  aux  besoins 
d'un  enseignement  nouveau.  Avec  un  peu  d'attention  et  de  persévérance,  ils 
trouveront,  je  le  crois,  grand  profit  à  cette  méthode  d'exposition,  et  il  est 
souhaitable  que  l'auteur  puisse  faire  école,  que  d'autres  n'hésitent  pas  à 
suivre  le  sillon  qu'il  vient  de  tracer.  C.-A.  Laisakt. 

George  Bruce  Halsted.  —  Rational  Goometryi  a  Text-book  for  thc  Science 
of  Space.  —  Un  vol.  in  12,  VIII  -|-  285  pages,  247  figures,  John  Wilcy 
&  Sons,  New- York,  190'i. 

Les  récents  et  si  remarquables  travaux  de  M.  Hilbcrt  sur  les  fondements 
de  la  géométrie,  magistralement  analysés  par  M.  Poincaré  dans  ses  articles 
de  la  Hevue  des  Sciences  et  dans  son  Rapport  sur  le  3®  concours  du  prix 
Lobatschefsky  (1903),  ne  pouvaient  manquer  à  bref  délai  d'éveiller  l'atten- 
tion des  géomètres  et  d  exercer  une  influence  profonde  et  décisive  sur  leurs 
ouvrages.  On  devait  certainement  s'attendre  à  voir  publier  des  Traités  di- 
dactiques dont  les  hardis  et  érudits  auteurs,  rompant  résolument  avec  les 
habitudes  et  traditions  de  plus  de  vingt  siècles,  essaieraient  d'harmoniser 
l'enseignement  de  la  géométrie  avec  les  idées  nouvelles.  Malgré  que  M.  Hil- 
bert  eût  pris  déjà  lui-même  soin  d'indiquer  et  de  jalonner  d'une  manière 
précise  la  route  à  suivre,  la  tâche  était  loin  d'être  aisée.  Elle  devait  attirer 
particulièrement  M.  George  Bruce  Halsted,  le  savant  professeur  de  Kenyoïi 
Collège,  un  des  plus  ardents  défenseurs  de  la  géométrie  générale  aux  Etats 
Unis,  bien  connu  par  ses  nombreuses  publications  dans  les  Revues  «  Science  y* 
et  «  American  Mathematical  Monthly\),  et  surtout  par  ses  belles  traductions 
anglaises  de  Saccheri,  Bolyai  et  Lobatschefsky.  La  <n  Rational  geomelry  i^ 
de  M.  Halsted,  encouragée  par  M.  Hilbert,  marque  une  époque  dans  l'histoire 
des  livres  destinés  à  l'enseignement.  Nous  allons  analyser  en  détail  les 
chapitres  de  cet  ouvrage. 

Pour  constituer  une  géométrie  vraiment  rationnelle,  deux  choses  étaient 
indispensables:  en  premier  lieu,  établir  une  liste  complète  des  axiomes  en 
s'efTorcant  de  n'en  oublier  aucun;  ensuite,  supprimer  totalement  le  rôle  de 
l'intuition  qui  a  occupé  jusqu'ici  une  place  telle  en  géométrie  que  nous  fai- 
sons dans  cette  science  presque  à  chaque  instant  usage  de  propositions  in- 
tuitives sans  nous  en  apercevoir  le  moins  du  monde.  Dans  ce  but,  les 
axiomes  qui  expriment  les  relations  mutuelles  pouvant  exister  entre  les  êtres 
géométriques,  point,  droite,  plan,  espace,  ont  été  suivant  la  méthode  de 
M.  Hilbert,  répartis  en  cinq  groupes  :  Connexion  ou  association,  ordre,  eon- 
gruence,  axiome  des  parallèles  ou  d'Euclide,  axiome  d'Archimède  ou  de 
continuité. 

Dans  le  chapitre  I.  M.  Halsted  définit  les  êtres  géométriques  et  expose 
les  sept  axiomes  de  connexion.  De  ces  axiomes  découlent  naturellement  les 
propositions  habituelles. 

Deux  droites  distinctes  ne  peuvent  avoir  deux  points  communs. 

Deux  droites  distinctes  ont  un  point  commun  ou  n'en  ont  aucun. 
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Deux  pîaiis  distincts  ont  en  commun  une  droite  ou  n'ont  aucun  point 
commun. 

Un  plan  et  une  droite  qui  n'y  est  pas  située  ont  un  point  commun  ou 
Aucun. 

Par  une  droite  et  un  point,  ou  deux  droites  qui  ont  un  point  commun,  on 
peut  faire  passer  un  plan  et  un  seul. 

Dans  le  chapitre  II  viennent,  au  nombre  de  quatre,  les  axiomes  de  Tordre 
qui  précisent  l'arrangement  des  points  caractérisé  par  le  mot  entre.  Ces 
axiomes  sont  complétés  par  la  définition  du  segment  qui  ne  doit  éveiller  au- 
cune idée  de  mesure:  Deux  points  A  et  Bde  la  droite  A  définissent  le  seg- 
ment AB  ou  BA  ;  les  points  de  la  droite  situés  entre  A  et  B  sont  les  points 
du  segment.  De  là  la  distinction  entre  les  deux  rayons  d'une  droite  séparés 
par  un  point,  entre  les  deux  régions  du  plan  séparées  par  une  droite.  — 
Points  intérieurs  et  extérieurs  à  un  polygone.  —  Notons  pour  mémoire 
l'axiome  4  ou  axiome  de  Pasch.  Si  A,  B  e/  C  sont  trois  points  non  col- 
linéaires  et  a  une  droite  du  plan  ne  passant  par  aucun  d'eux,  lorsque  a  ren- 
ferme un  point  du  segment  A  B,  elle  en  a  un  autre  sur  B  C  ou  sur  A  C. 
Il  est  évident  que  si  le  plus  petit  rôle  était  laissé  à  l'intuition,  on  ne  son- 
gerait pas  à  énoncer  cette  proposition  dont  on  fait  inconsciemment  un  si 
fréquent  usage. 

Le  chapitre  III  développe  les  axiomes  de  congruence:  segments,  angles, 
triangles,  et  l'auteur  y  formule  en  ces  termes  précis  le  théorème  général  de 
congruence. 

Si  ABC...  A'B'C...  sont  deux  figures  congruentes,  et  que  P  désigne  un 
point  quelconque  de  la  première^  on  peut  toujours  trousser  de  façon  uni- 
voqne  dans  la  deuxième  un  point  P'  tel  que  les  figures  ABC...  P,  A'B'C 
....   P'  soient  congruentes. 

Ce  théorème  exprime  l'existence  d'une  certaine  transformation  unique  et 
réversible  qui  nous  est  familière  sous  le  nom  de  déplacement.  La  notion 
de  déplacement  est  donc  basée  sur  celle  de  congruence,  ce  qui  est  absolu- 
ment logique. 

Le  chapitre  suivant  est  consacré  à  l'axiome  de  la  parallèle  unique  et 
aux  propositions  qui  en  sont  la  conséquence.  La  plupart  sont  classiques, 
nous  n'y  insistons  pas;  mais  il  en  est  d  autres  que'nrus  avons  eu  jusqu  ici 
l'habitude  de  considérer  comme  intuitives  et  qui  ne  le  sont  pas.  M.  Halsted 
les  démontre  avec  raison  :  ce  sont  celles-ci  :  Tout  segment  a  un  point  milieu  ; 
tout  angle  a  un  rayon  bissecteur. 

Chapitre  V.  —  Circonférence. 

Chapitre  YI.  —  Problèmes  de  Construction.  Toutes  les  constructions  dé- 
coulant des  théorèmes  basés  sur  les  cinq  groupes  d'axiomes  peuvent  être 
graphiquement  résolues  par  la  règle  et  le  transporteur  de  segments 
(Streckenùberlràger  de  M.  Hilbert)  et  ramenées  à  ces  deux  tracés  fonda- 
mentaux :  Tracer  une  droite  ;  prendre  sur  une  droite  donnée  un  segment 
donné. 

Chapitre  Yll.  —  Egalités  et  inégalités  entre  côtés,  angles  et  arcs. 
•  Chapitre  YIII.  —  Calcul  des  Segments.  En  se  basant  sur  les  axiomes  des 
groupes  I,  II.  lY  et  en  mettant  systématiquement  de  côté  l'axiome  d'Archi- 
mède  dont  on  s'est  passé  dans  ce  qui  précède  et  dont  on  peut  également  se 
passer  dans  ce  qui  suit,  on  arrive  à  créer,  indépendamment  de  toute  pré- 
occupation métrique,  un  calcul  de  segmentsoù  les  opérations  sont  identiques 
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à  celles  des  nombres.  Sommes  et   produits  de  segments.  Sommes  d'arcs  et 
d'angles. 

Chapitre  IX.  —  Proportions  et  similitudes.  Deux  triangles  sont  dits 
semblables  quand  leurs  angles  sont  respectivement  congruents.  Il  eût  fallu 
dire  là  un  mot  de  l'existence  de  tels  triangles;  c'est  une  lacune  bien  facile 
à  combler.  La  similitude  conduit  naturellement  au  théorème  de  Thaïes  et 
aux  proportionnalités  qui  en  découlent. 

Chapitre  X.  —  Equivalence  dans  le  plan.  La  mesure  des  aires  planes  peut 
être  obtenue  sans  le  secours  de  l'axiome  d'Archimède  parce  que  deux  poly- 
gones équivalents  peuvent  être  considérés  comme  sommes  algébriques  de 
triangles  élémentaires  en  même  nombre  et  deux  à  deux  congruents ,  quoique 
de  dispositions  différentes.  Par  définition  l'aire  d'une  triangle  égale  le  demi 
produit  de  la  base  par  la  hauteur  ;  deux  polygones  équivalents  ont  même 
aire  et  réciproquement.  Théorème  de  Pythagore  et  carrés  construits  sur  les 
côtés  d'un  triangle.  Le  chapitre  se  termine  par  une  note  historique  courte, 
mais  intéressante  sur  le  nombre  jr. 

Chapitre  XI.  —  Géométrie  du  plan,  diiférant  peu  de  notre  cinquième  livre 
usuel. 

Le  chapitre  XII  est  consacré  aux  polyèdres  et  volumes.  M.  Ualsted  com- 
mence à  bon  droit  pas  le  théorème  d'Euler  ;  il  appelle  par  définition  volume 
du  tétraèdre  le  tiers  du  produit  de  la  base  par  la  hauteur,  et  prouve  que 
le  volume  d'un  tétraèdre  égale  la  somme  des  volumes  des  tétraèdres  en 
lesquels  on  le  partage  d'une  façon  quelconque.  L'auteur  examine 
quatre  méthodes  de  division  particulières,  la  division  la  plus  générale  peut 
être  obtenue  au  moyen  de  ces  dernières,  et  il  en  est  de  même  pour  un 
polyèdre. 

Les  chapitres  XIII  et  XIV  nous  donnent  l'étude  de  la  sphère,  du  cylindre 
et  du  cône,  avce  le  mesure  de  leurs  surfaces  et  volumes.  Pour  le  volume 
de  la  sphère,  l'on  fait  usage  de  l'axiome  de  Cavalieri:  Si  deux  solides  eom- 
pris  entre  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un  plan  quelconque  paral- 
lèle aux  deux  premiers  suivants  des. aires  égales,  ils  ont  même  volume. 

Chapitre  XV.  Sphérique  pure  ou  Géométrie  à  deux  dimensions  sur  la  sphère  : 
Ce  Chapitre  ne  pouvait  manquer  de  trouver  ici  sa  place.  M.  Halsted  y  pré- 
cise d'abord  ce  que  deviennent  à  la  surface  de  la  sphère  les  axiomes  d'asso- 
ciation, d'ordre  et  de  congruence,  il  en  déduit  simplement  et  naturellement 
les  propriétés  élémentaires,  trop  négligées  dans  renseignement,  des  tri- 
angles sphériques. 

Trois  notes  terminent  l'ouvrage,  et  sont  relatives  ;  l'une  à  un  théorème  de 
l'ordre,  la  deuxième  au  compas,  et  la  troisième  à  la  solution  des  problèmes. 
•  Ainsi  qu'on  le  voit  par  cette  analyse,  le  livre  de  M.  Halsted  constitue  une 
innovation  et  une  tentative  de  vulgarisation  des  plus  intéressantes.  Pour  lui 
donner  plus  de  poids  auprès  des  étudiants  à  qui  il  est  destiné,  l'éminentpro* 
fesseurde  Kenyon  Collège  y  a  ajouté  700  exercices  formant  un  choix  excel- 
lent et  varié.  Nous  souhaitons  à  cet  ouvrage  de  notre  distingué  ami  tout  le 
succès  qu'il  mérite.  P.  Barbarin  (Bordeaux). 

R.  Marcolongo.  —  Teoria  matematica  deir  equilibrio  dei  corpi  elastici. 

n<»«  348-349  des  Manuali  IlœplL  —  1  vol.  in  16o,   prix  L.  3. —  ;    Hœpli, 
Milan,  1904. 

Ce  n'est  que  depuis  peu  d*anuées  que  la  théorie  de  l'équilibre  des  corps 
élastiques  a  commencé  à  se  rendre   pratiquement   utile  ;    dans   le   passé,    à 
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cause  des  méthodes  mêmes  qui  la  gouve ruaient,  elle  élnit  ù  peu  près  réduite 
à  une  spéculation  théorique,  à  une  succession  de  tentatives  qui  avaient  pour 
but  la  recherche  des  valeurs  de  résistance  de  certains  corps.  Et  cela  devait 
certainement  se  prolonger  jusqu'au  moment  dans  lequel  la  mécanique  ana> 
lytique  n'aurait  trouvé  une  base  rationnelle,  quittant  toute  discussion  oisive 
sur  TEcoIe  et  le  Cartésianisme,  sur  les  théories  atomistiques  et  celles  péri- 
patéticiennes. Beaucoup  de  savants  se  consacrèrent  à  l'étude  des  doctrines 
physiques  de  Télasticité  pour  les  acheminer  sur  une  voie  qui  pouvait  les 
amener  au  progrès  ;  mais  nous  devons  arriver  jusqu'à  Poisson  pour  aper- 
cevoir une  tendance  capable  de  donner  des  résultats  utiles.  La  définition 
des  pressions  comme  résultantes  des  actions  moléculaires  exercées  sur  une 
partie  des  points  matériels  qui  composent  un  système  par  les  autres  point 8 
matériels  du  même  système  donnée  par  ce  savant  à  propos  de  la  tension  des 
membranes  élastiques  (Mémoire  sur  les  surfaces  élastiques^  1814)  fut  celle 
qui  contribua  surtout  aux  progrès  de  la  théorie.  Cette  définition,  développe- 
ment d'une  pensée  de  Laplace,  permit  à  Navier  d'énoncer  pour  la  première 
fois  les  conditions  de  l'équilibre  élastique  des  corps  {Académie  des  Sciences 
de  PariSt  1821)  et  à  Cauchy  d'étendre  aux  corps  non  isotropes  les  résultats 
obtenus  par  Navier,  bien  que,  au  sujet  des  pressions,  ce  savant  ne  laisse  de 
manifester  sa  tendance  à  retenir  équivalentes  les  idées  de  Poisson  avec 
celles  plus  anciennes  de  Lagrange.  Jusqu'à  nos  jours  cette  conviction  fut 
maintenue  par  beaucoup  de  savants  :  SainU-Yenaiil  ne  cessa  jamais  de  la  dé- 
fendre et  M.  Boussinesq,  son  disciple  fidèle,  ne  considère  en  mécanique  que 
les  résultantes  des  actions  moléculaires  et  non  les  forces  de  liaison  {Leçons 
synthétiques  de  Mécanique  générale,  Paris,  1889).  De  nos  jours  celte  théorie 
SI  fait  des  progrès  très  grands,  s'acheminant  rapidement  au  perfectionnement 
des  méthodes  qu'on  applique  à  l'étude  de  la  résistance  des  corps  :  elle 
forme  pour  ce  motif  un  cours  des  plus  utiles  pour  les  ingénieurs. 

Mais  telle  qu'on  la  trouve  dans  les  recherches  classiques  de  Saint-Venant 
sur  la  flexion  et  la  torsion  des  prismes,  de  Boussinesq  et  de  Hertz  sur  la 
dureté  des  corps,  ou  dans  celles  plus  récentes  de  Cerruti,  Levi-Civita, 
Somigliana,  Morera.  etc.,  elle  ne  peut  pas  former  un  cours  ordonné  et  utile: 
ie  besoin  d'un  traité  résumant  en  même  temps  les  recherches  classiques  et 
les  travaux  modernes  se  faisait  vivement  sentir  ;  il  était  surtout  désirable 
que  ce  traité  se  rende  particulièrement  utile  aux  ingénieurs  dont  les  connais- 
sauces  mathématiques  ne  sont  pas  très  étendues.  La  tache  bien  difficile  fut 
entreprise  par  M.  Marcolongo,  le  savant  professeur  de  l'Université  de  Mes- 
sine, et  le  résultat  fut  ce  livre  d'une  valeur  scientifique  et  didactique  très 
remarquable. 

Celui  qui  jette  ses  regards  sur  les  titres  des  chapitres  peut  tout  de  suite 
voir  que  l'auteur  a  tenu  peu  de  compte  du  développement  historique  du 
sujet,  et  j'estime  qu'en  raison  même  du  but  de  ce  manuel  il  a  bien  fait  de 
préférer  l'ordre  logique  à  l'ordre  historique. 

T^es  corps  élastiques  traités  dans  ce  volume  sont  ceux  à  trois  dimensions; 
et  comme  l'auteur  désire  que  le  lecteur  puisse  recouvrer  le  plus  grand 
profit  de  la  lecture  du  livre,  il  a  consacré  trois  chapitres,  les  trois  premiers, 
à  des  théories  mathématiques  qui,  quoique  de  la  plus  grande  importance  eu 
physique,  ne  sont  pas  assez  développées  dans  les  cours  universitaires  :  ce 
sont  les  théories  des  fonctions  harmoniques  et  polyharmoniques.  Les  lem- 
roes  de  Gauss  et  de  Green  sont  développés  seulement  dans  ce  qui  peut  inté- 
resser le  reste  du  volume,    c'est-à-dire  seulement  jusqu'à   la  détermination 
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de  la  fonction  de  Green  dans  des  cas  simples  et  à  la  solution  de  la  question 
des  valeurs  sur  le  contour  pour  le  cercle,  pour  la  sphère,  pour  un  demî- 
plau  et  pour  un  demi-espace  indéfini.  La  transformation  de  l'équation 
As/t  =  o,  fait  l'objet  d'une  étude  très  approfondie.  Puis  l'auteur  passe  rapi- 
dement en  revue  quelques-uns  des  principaux  résultats  obtenus  par  dos 
{géomètres  et  physiciens  modernes,  signalant  particulièrement  la  question 
proposée  et  résolue  par  M.  Painlevé*  (déterminer  trois  fonctions  xi,yi,zi,  de 
jr,  j,  z  et  une  fonction  F  de  u,  x,  y,  s,  avec  la  condition  que  substituant  xi, 
etc.  aux  X,  y,  etc.   dans  u.   qui  vérifie   A%  =:  o,    la    fonction   F  vérifié   aussi 

réquatiou    At  =  o    qui    a    conduit   lord   Kelvin  à   la   propriété  F=  — .    n 

étant  la  dislance  d'un  point  de  l'origine,  et  à  la  généralisation  suggérée  par 
M.  VoUerra  d'un  intéressant  théorème  de  M.  Levi-Civita,  si  u  est  une  fonc- 
tion des  n  variables  .n,  ....  Xn  harmonique  du  degré  m,  cl  si  l'on  fait  une  inver- 
sion définie  par  les  équations  x'î  =  Xi  :  r',  la  fonction  u'  =z  u  :  r^fn—n  sera 
elle-même  harmonique  du  degré  m  par  rapport  aux  jr'  {Atti  H.  Ist.  Veneto, 
1897-98). 

Le  deuxième  chapitre  est  consacré  à  la  théorie  de  la  fonction  potentielle 
de  Green*,  et  que  Gauss*  appelle  tout  simplement  potentiel.  Cette  théorie, 
d'importance  capitale  dans  toute  la  physique  mathématique  et  qui  doit  son 
origine  à  Laplace,  comme  Legendre  l'affirme  dans  le  t.  X  des  Mémoires  des 
rayants  étrangers,  est  singulièrement  négligée  par  le  plus  grand  nombre  des 
traités  d'Analyse  et  dans  les  cours  universitaires.  lien  résulte  que  beaucoup 
d'ingénieurs  ne  connaissent  rien  d'une  telle  fonction,  pas  plus  que  des  fonc- 
tions harmoniques,  ce  qui  les  empêche  de  tirer  parti  des  théories  modernes 
de  la  Physique.  Des  formules  fondamentales,  l'auteur  passe  rapidement  et 
directement  aux  relations  les  plus  remarquables,  parmi  lesquelles  je  veux 
rappeler  celle  donnée  par  M.  Morera  qui  conduit  directement  à  la  célèbre 
formule  de  Poisson. 

As  Vi  =  As  Vo  =  —  'i  îT  ko  , 

et  au  théorème  classique  de  Dirichlet.  Cela  permet  à  l'auteur  d  amener  le 
lecteur  par  une  voie  plus  simple  que  celle  qui  est  suivie  ordinairement,  à 
l'étude  de  la  fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  à  un 
|)oint  intérieur  ou  extérieur,  obtenu  par  E.  Beltrami  {Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Bologne^  I.  1880)  et  qui  a  donné  lieu  à  de  remarquables  mémoires 
de  MM.  Pizetti  et  Morera  {Rend.  Ac.  d.  Lincei,  1894).  La  fonction  poten- 
tielle d'une  couche  simple  et  d'une  couche  double  donne  aussi  lieu  à  l'au- 
teur de  signaler  les  belles  recherches  de  Poincaré  et  Liapounoffet  des  Ita- 
liens Lauricella  et  Morera. 

Mais  de  même  que  l'auteur  a  justement  estimé  nécessaire  de  parler  avant 
tout  de  la  fonction  potentielle,  il  était  logique  qu'il  dût  de  même  s'arrêter 
sur  un  autre  point,  ^également  indispensable  au  développement  de  la  théorie 
des  corps  élastiques,  et   c'est  pour  cela  qu'il  a  voulu  consacrer  le  troisième 


^  Travaux  et  Mémoires  de  la  Faculté  des  Scietwes  de  fJtle,  I.  1889. 

*  An  Essai/  on  the  application  of  mathematical  Analysis  to  thc  théories  of  Electricity  and 
Mag-netism.  —  Nottingham,  1820.  —  Réimprimé  dans  le  Journal  de  Grelle,  t.  XLIV  et 
XLVII. 

•  Allgcineinc  Lehrsàtze  in  Beziehung  anf  die  im  verkehrten  Verhdltnisse  des  Quadrats  der 
Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abatossnngskrtifte.  Rosultatc  aus  don  Boobach- 
tungen  dos  magnetischon  Vcrcins  im  Jahre.  1879. 
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chapitre  à  la  mécauique  des  corps  continus.  Ce  chapitre,  avec  le  deuxième, 
sont  les  plus  remarquables  du  livre  pour  le  soin  tout  particulier  avec  lequel 
l'auteur  expose  dans  Venserable  et  dans  les  détails  les  plus  remarquables, 
des  théories  qui  ordinairement  demandent  bien  plus  de  connaissances  ma- 
thématiques. 

En  parcourant  ces  trois  premiers  chapitres,  le  lecteur  constatera  combien 
l'auteur  a  su  présenter  d'une  manière  à  la  ibis  claire  et  simple  des  ques- 
tions qui  ne  se  prêtent  guère  à  une  exposition  élémentaire.  Ces  trois  cha- 
pitres suffiraient  pour  assurer  le  succès  scientifique  du  traité. 

Mais  nous  voici  enfin  au  sujet  du  livre,  à  la  théorie  mathématique  de 
l'équilibre  élastique  des  corps  isotropes  [ch.  IV)  et  auysotropes(cA.  V)  dont 
le  principe  fondamental,  «  ui  tensio  sic  s^is  »,  complètement  expérimental, 
fut  donné  par  Hooke  en  1660  et  que  Wertheim,  Morin,  Kdlung,  etc.,  assu- 
jettirent à  de  nombreuses  expériences.  J.  O.  Thomson,  qui  dans  ces  derniers 
temps  s'en  occupa  aussi,  suggéra  d'introduire  des  termes  du  troisième 
degré  dans  les  composantes  de  déformation.  M.  Marcolongo  déduit  les 
équations  de  l'équilibre  des  corps  isotropes  suivant  les  mémoires  classiques 
de  Navier,  Lamé,  Poisson,  Cauchy,  c'est-à-dire  en  fonction  des  deux 
constantes  X  et  p  {constantes  de  Lamé).  Tout  récemment  M.  le  professeur 
C^erruti  a  substitué  deux  nouvelles  constantes  H  et  &>  définies  par  les 
relations 

n.  =  ^-±i^^  .a  ^  if. 

V  V 

qui  ont  un  sens  physique  très  important.  —  Quant  aux  corps  anysolropes, 
la  détermination  des  équations  de  leur  équilibre  peut  se  faire  par  un  pro- 
cédé dû  à  Cauchy  et  qui  est  une  extension  de  celui  de  Navier,  ne  présuppo- 
sant ni  l'analyse  des  pressions,  ui  celle  des  déformations  ;  mais  l'auteur 
préfère  une  méthode  plus  en  relation  avec  l'expérience  et  commune  à  plu^ 
sieurs  théories  physiques.  D'après  cette  méthode  les  lois  de  Télasticité  sont 
déduites  suivant  un  procédé  indiqué  par  Green,  c'est-à-dire  de  l'idée  de  po- 
tentiel d'élasticité  et  des  principes  de  la  thermodynamique.  Ce  chapitre 
contient  un  résumé  de  la  théorie  moléculaire  du  professeur  Voigt  qui  sup- 
pose la  matière  formée  d'un  ensemble  de  corps  très  petits,  c'est-à-dire  dis- 
continue. M:  Marcolongo  place  à  la  fin  du  chapitre  le  théorème  de  récipro- 
cité de  M.  Betti  (Théorie  de  l'élasticité ^  chap.  lY)  dans  la  forme  que  lui  a 
donnée  M.  Levy  :  «  si  un  corps  élastique  est  assujetti  à  deux  systèmes  de 
forces,  le  travail  accompli  par  les  forces  du  premier,  lorsque  les  déplace- 
ments sont  ceux  qui  appartiennent  au  deuxième,  est  égal  au  travail  accompli 
par  les  forces  du  deuxième  lorsque  les  déplacements  sont  ceux  qui  appar- 
tiennent au  premier  ».  Ce  théorème  est  l'un  des  plus  importants  dans  la 
théorie  de  l'élasticité  pour  ses  nombreuses  applications  et  amène  à  une 
méthode  remarquable  pour  intégrer  les  équations  de  l'équilibre  des  corps 
isotropes  et  qui  prend  le  nom  de  ce  savant. 

Dans  ses  lignes  générales  est  aussi  considéré  le  problème  de  l'équilibre 
élastique  quand  les  déplacements  ou  les  pressions  superficielles  sont  données: 
pour  l'étude  complète  de  la  question,  dans  ce  cas  et  dans  beaucoup  d'autres 
on  peut  voir  la  thèse  de  doctorat  de  M.  le  professeur  Lauricella.  M.Cerruli 
a  aussi  obtenu  un  théorème,  mentionné  à  la  page  236,  et  qui  apporte  de 
notables  simplifications  dans  plusieurs  cas  particuliers.  Ce  théorème,  tout 
à  fait  nouveau,  qui  fait  dépendre  tout  problème   d'équilibre,  de  la  dclerini- 
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nation  de  trois  fonctions  harmoniques,  peut  s'énoncer  en  disant  que  «  les 
composantes  de  déplacement  d'un  corps  élastique  isotrope  peuvent  toujours 
s'exprimer  à  l'aide  de  trois  fonctions  harmoniques  seulement  ».  —  Le  lec- 
teur trouvera  encore  dans  ce  même  chapitre  un  résumé  très  bien  fait  de 
certaines  recherches  modernes  sur  les  équations  de  l'élasticité,  dues  à  MM. 
Lauricelln,  E.  et  F.  Goursat,  J.  Fredholm,  Somîgliana,  Gebbia  et  à  M. 
Marcolongo  lui-même. 

Nous  voilà  maintenant  au  problème  très  intéressant  de  Boussinesq  et 
Cerruti  (page  245)  :  déterminer  la  déformation  d'un  solide  isotrope  indéfini 
lorsqu'on  donne  sur  le  plan  limite,  1^  les  déplacements;  2<»  les  forces;  3<> 
les  déplacements  normaux  et  les  forces  tangentielles,  ou  réciproquement. — 
Ce  problème  avait  été  résolu  par  MM.  Lamé  et  Clapeyron  au  moyen  des 
séries;  dans  ces  dernières  années  MM.  Boussinesq  et  Cerruti  ont  pré- 
senté des  nouvelles  solutions  par  des  formules  plus  simples  et  plus  élé- 
gantes. L'auteur  de  ce  traité  indique  encore  deux  autres  méthodes  de  solu- 
tion, dont  l'une  est  de  M.  Somîgliana  qui  en  fit  l'application  à  des  questions 
nouvelles.  Toutefois  celles-ci  pouvaient  aussi  se  résoudre  par  des  intégra- 
tions,  comme  l'a  montré  M.  Marcolongo  (Rend.  Je.  Lincei,  1902). 

Au  chapitre  YIII  est  traitée  une  autre  question  qui  depuis  Lamé  a  attiré 
l'attention  des  physiciens;  celle  de  la  déformation  d'une  sphère  isotrope.  La 
première  solution  avait  conduit  Lamé  à  mettre  en  vue  plusieurs  propriétés 
des  séries  doubles  qui  trouvèrent  ensuite  de  remarquables  applications 
dans  certains  problèmes  d'astronomie.  Lord  Kelvin,  et  peu  après  M.  Chree 
ont  considéré  la  question  plus  générale  de  la  sphère  assujettie  à  l'action  de 
forces  dérivables  d'un  potentiel  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  expri- 
mant les  composantes  orthogonales  du  déplacement  par  des  «séries  simples. 
La  solution  par  des  intégrales  définies  fut  donnée  pour  la  première  fois  en 
1873  par  M.  Borchardt  et  après  par  MM.  Somîgliana  et  Cerruti,  qui  indi- 
quèrent des  méthodes  particulières  d'importantes  applications.  M.  Marco- 
lon^ro  a  lui  aussi,  indiqué  d'élégantes  solutions  des  problèmes  composés, 
lorsque,  sur  la  surface  limite  on  donne  une  partie  des  déplacements  et  une 
des  forces,  ou  les  déplacements  et  les  forces  normales,  et  réciproquement, 
(id  méthode  de  résolution,  simple  et  directe,  que  l'auteur  expose  dans  ce 
traité,  est  celle  que  M.  Almansi  a  indiqué  dans  son  mémoire  «  Sur  la  défor- 
mation de  la  sphère  élastique  »  [Mém.  Ac.  de  Turin,  XLYII,  1897)  ;  mais  il 
signale  aussi  en  peu  de  mots  la  solution  donnée  pur  M.  Lauricella  et  celle 
plus  récente  donnée  par  M.  Tedone.  —  Les  nombreuses  indications  biblio- 
graphiques données  dans  ce  chapitre  comme  aussi  dans  les  autres,  sont  un 
guide  très  utile  à  ceux  qui  désirent  recourir  aux  sources  des  théories  ou 
approfondir  davantage  les  questions  traitées. 

Un  autre  problème  d'élasticité  d'une  grande  importance  par  ses  applica- 
tions pratiques,  mais  qui  présente  de  remarquables  difficultés,  est  celui  de 
la  déformation  d'une  pièce  cylindrique.  Le  cas  général  avec  Thypothèse  que 
le  cylindre  est  sollicité  par  des  forces  distribuées  arbitrairement  sur  les 
deux  bases,  n'a  pas  encore  été  résolu.  L'attention  des  savants  s'est  limitée 
à  la  considération  de  certains  cas  particuliers,  dont  l'un  porte  le  nom  de 
problème  de  Saint- Venant.  La  solution  indiquée  par  M.  Marcolongo  dans 
son  traité  est  modelée  sur  celle  donnée  par  Clebsch  (Théorie der  Elasticitàl 
f ester  Kùrper,  1862),  mais  simplifiée  et  adaptée  à  ceux  qui  ont  en  vue  les 
applications  pratiques.  La  question  de  la  déformation  des  plaques  cylin- 
driques, que  l'auteur  appelle  le  problème  complémentaire  de  celui  de  Saint- 
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Venant  et  qui  avait  été  proposé  et  résolu  par  Cicbsch,  forme  l'objet  du 
dixième  chapitre.  Enfin  le  dernier  chapitre  est  entièrement  consacré  aux 
problèmes  de  M.  le  professeur  Yoigt.  Ces  problèmes  sont  une  généralisation 
de  celui  de  Saint-Venant  ;  ils  permettent  d'assigner  des  méthodes  générales 
à  la  détermination  des  constantes  élastiques  des  cristaux  et  ont  des  appli- 
cations très  importantes  dans  l'étude  des  phénomènes  prézoélectriques  d'un 
cylindre  cristallin. 

Dans  ce  compte  rendu,  je  me  suis  efforcé  à  mettre  en  évidence  l'impor- 
tance des  questions  abordées  par  M.  Marcolongo  et  l'excellente  coordination 
didactique  avec  laquelle  elles  ont  été  étudiées.  Je  suis  certain  que  son  ou- 
vrage sera  accueilli  avec  beaucoup  de  faveur  par  les  mathématiciens  et  les 
ingénieurs. 

Cr.  Alasia  (TempiOf  Sard.) 

J.  Tropfke.  —  6e«chicht;e  der  Elementar-Mathematik  in  systematischer 

Darstellimg.  Erster  Band,  80,  VIII-332p.,  1902;  Mk.  8.~.  Zweiter  Band, 
VIII-496  p.,  1903  ;  Mk.  12.—  ;  Veit  &  Co.,  Leipzig. 

Le  Tome  Premier  de  cet  Ouvrage  comprend  deux  parties  :  le  Calcul  et 
V Algèbre;  le  Tome  II  en  comprend  douze  :  Géométrie,  Logarithmes,  Trigo- 
nométrie plane,  Sphérique  et  Trigonométrie  sphérique.  Séries,  Intérêts  com- 
posés^ Analyse  comhinatoire  et  calcul  des  probabilités.  Fractions  continues. 
Stéréométrie,  Géométrie  analytique.  Sections  coniques,  Maxima  et  Minima. 
Sur  ces  quatorze  parties  les  six  premières  embrassent  612  pages,  landis  que 
les  huit  dernières  n'occupent  que  160  pages.  Comme  on  le  voit,  ces  difTé* 
rentes  parties  n'ont  pas  été  traitées  de  la  même  manière,  tout  au  moins  au 
point  de  vue  quantitatif.  Nous  reconnaissons  qu'il  est  juste  que  la  plus 
grande  place  soit  accordée  au  Calcul,  à  V Algèbre  (étude  des  équations),  à  la 
Planimétrie  (c'est  ainsi  que  devrait  être  intitulée  la  3"*«  partie,  et  non  pas 
c  Géométrie  »  )  et  à  la  Trigonométrie ,  mais  nous  n'en  estimons  pas  moins 
que  la  plupart  des  autres  parties  sont  trop  restreintes  par  rapport  aux  pre- 
mières. Quant  à  l'ordre  adopté  par  l'auteur,  il  soulèvera  également  des 
critiques  de  la  part  de  bien  des  lecteurs.  On  comprend  que  les  Logarithmes 
précèdent  la  Trigonométrie:  mais  on  ne  s'explique  pas  pourquoi  les  Séries, 
les  Intérêts  composés,  V Analyse  combinatoire  et  les  Fractions  ont  été  inter- 
calés entre  la  Trigonométrie  sphérique  et  la  Stéréométrie. 

Quant  à  la  façon  dont  sont  traitées  ces  différentes  parties,  notamment  les 
six  premières,  nous  ne  pouvons  exprimer  que  des  éloges  ;  pour  tous  ceux 
qui  voudront  glisser  quelques  notes  historiques,  çà  et  là,  dans  leur  ensei- 
gnement, cet  Ouvrage  constitue  une  mine  très  précieuse  ;  ils  s'orienteront 
très  facilement  dans  les  différents  chapitres.  L'auteur  a  d'ailleurs  eu  soin 
d'ajouter  une  table  alphabétique  et  une  analytique;  toutefois  celle-ci  pour> 
rait  être  encore  plus  riche  ;  on  y  omet,  entre  autres,  l'indication  des  dé- 
monstrations à  induction  complète. 

Le  mode  d'exposition  adopté  par  l'auteur  devait  inévitablement  donner 
tien  à  des  répétitions  ;  mais,  il  eût  été  possible  d'en  diminuer  le  nombre  et. 
par  ce  fait,  l'étendue  du  volume.  Ainsi,  on  retrouve  dans  la  section  C  (le  dé- 
veloppement de  la  notion  de  nombre)  de  la  deuxième  Partie  les  chapitres 
A  le  nombre  un»,  «le  nombre  zéro  »,  0  le  nombre  fractionnaire  »,  qui  figu- 
rent déjà  dans  la  première  Partie,  section  A  (les  noms  de  nombres,  les  chif- 
fres) et  dans  la  section  D  (les  fractions).  Il  eût  donc  suffi  de  faire  entrer  les 
nombres  négatifs,  irrationnels  et  complexes  dans  la  section  C  de  la  deuxième 
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Partie,  et  de  réunir  dans  la  première  Partie  (le  Calcul)  tout  ce  qui  concerne 
le  zéro,  le  nombre  un  et  les  nombres  fractionnaires.  En  outre  l'auteur  re- 
prend à  la  p.  180  (T.  I),  sous  une  forme  plus  réduite  il  est  vrai,  le  dévelop> 
pement  de  l'Algèbre  depuis  Diophante  aux  Cossîstes  de  l'Occident  en  pas- 
sant par  les  Hindous,  tandis  que  cette  question  a  déjà  été  examinée  p.  123 
à  130,  puis  de  nouveau  p»  146-151  ;  aux  pages  2'»6  et  247  revient,  sous  la 
même  forme,  Valdjebr  walmukàbala  déjà  mentionné  p.  152,  etc. 

Nous  avons  enfin  à  critiquer  la  façon  dont  sont  rappelées  les  notes  bio- 
graphiques des  mathématiciens  ;  nous  nous  bornerons  à  indiquer  quelques 
exemples  :  pour  L.  Euler  on  retrouve  22  fois  la  noie  {1707  Ba8el-1783,  Pe- 
tersburg,  Berlin,  PetersburgI,  rédigée  de  sept  manières  différentes  ;  pour 
Lambehit  on  a  12  fois  la  note  :  (1728-1777,  Oberbaural  u.  Akademiker  in  Ber- 
lin), mais  on  ne  voit  nulle  part  oii  il  est  né,  et  ce  n'est  que  dans  II,  p.  133, 
que  figure  la  mention  des  prénoms  «  Joh.  Heinrich  >»  ;  pour  Diophante  on 
lit  21  fois  :  {drittes  bis  viertes  Jahrh.  n.  Chr.),  même  deux  fois  de  suite 
p.  158  et  159;  pour  Grammateus  on  apprend  seulement  p.  190  qu'en  réalité  il 
s'appela  Heinrich  Schreiber  et  qu'il  était  d'Erfurt.  bien  qu'il  ait  déjà  été 
cité  18  fois.  On  voit,  par  ces  exemples,  qu'une  meilleure  disposition  dans 
les  notes  eût  permis  de  diminuer  sérieusement  l'étendue  du  volume.  L'au- 
teur aurait  pu  se  borner  à  donner  une  seule  fois  les  renseignements  biogra- 
phiques, éventuellement  un  peu  plus  complets,  et  d'indiquer  ceux-ci  dans  la 
table  alphabétique  en  accompagnant  par  exemple  le  numéro  de  la  page  d'un 
asiérisque. 

On  comprend  aisément  que  dans  un  Ouvrage  tel  que  celui-ci  où  sont  ac- 
cumulés tant  de  renseignements  historiques,  il  devait  se  glisser  inévitable-» 
ment  quelques  erreurs.  Outre  celles  qui  ont  déjà  été  signalées  par  M.  G. 
Knestrôm  et  que  le  lecteur  trouvera  dans  Bibliotheca  mathematica  1903, 
p.  213-218,  et  1904,  p.  404-412,  j'ai  relevé  encore  les  suivantes  : 

Tome  I,  p,  8 :  «  le  symbole  pour  le  zéro  est  d'origine  hindou-arabe»;  il 
y  a  lieu  de  supprimer  «  arabe  >». 

P.  35  :  Ici  l'auteur  parle  d'un  Manuel  de  calcul  de  Mohammed  ibn  Mousâ 
Alchwarizmi  et  cite  au  bas  de  la  page  dans  la  note  119  une  traduction  an- 
glaise :  The  algebra  of  Mohammed  ben  Musa,  éd.  F.  Rosen.  etc.;  cette  note 
n'appartient  pas  à  cette  place. 

P.  il,  etc.  :  «  Perga?  »  n'est  pas  correct  :  en  grec  ce  nom  de  lieu  s'écrit 
ntpjfi,  en  lat.  Perga  ou  Perge  ;  dans  l'Ouvrage  de  Cantor  on  trouve  également 
la  forme  incorrecte. 

P.  81:  «  La  dénomination  de  Fraction  (^^rucA^  remonte  au  numerus  ruptus 
de  Léonard»  ;  les  Arabes  possédaient  déjà  le  terme  fiesrzzi  fraction,  et  c'est 
à  eux  que  l'a  emprunté  Léonard. 

P,  103  :  Gerhard  de  Cremona  a  utilisé,  déjà  avant  Léonard,  le  terme  de 
communicans  pour  commeusurable,  et  pour  irrationnel  le  mot  surdus  (ce 
dernier  point  a  déjà  été  cité  par  Enestrôm  1.  c.  p.  216). 

P.  187:  Nous  ne  nous  expliquons  pas  la  note   biographique  sur  Gerhard 
de  Cremona  «  1114   Andalousie  —  1187  Tolède  «  ;   d'après    une   source  an- 
cienne et  non  contestée  Gerhard  est  de  Cremona  en  Italie. 
.  P.  'J09  :  Nous  ne  comprenons  pas  pourquoi  l'auteur  donne  pour  l'extraction  de 

la  racine  cubique  d'après  Héron  la  formule  incorrecte  V/A  =  flf  H y= 

A  -{-hya 

(avec  6  au  lieu  de  b)  donnée  par  Curtze  (Zeits.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  42,  p.  119) 

au  lieu  de  donner  la  formule  correcte  de  Wcrtheim  (ibid  Bd.  44,  p.  2). 
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P.  2i^  :  Gemma  Frisius  n'est  pas  le  premier  qui,  dans  l'extraction  de  la 
racine  carrée,  forme  l'expression  f2a  rj-  hj  h  en  écrivant  le  quotient  h  à  la 
droite  du  diviseur  et  en  multipliant  le  nombre  obtenu  par  ce  quotient  ; 
c'est  ce  que  fit  déjà  un  Arabe  de  l'Occident,  Abu  Zakarijà  al  Hassàr,  proba* 
blement  au  XII«  siècle  (v.  Biblioth.  Muthem.  1901,  p.  22  et  23). 

P.  213  :  «  Avant  Stifel,  on  ne  trouve  pas  de  racines  portant  sur  des  som*. 
mes  algébriques  o  ;  on  en  rencontre  cependant  déjà  dans  l'Algèbre  intitulée 
Al-Fakhri  et  due  à  Al-Karchi  (v.  l'édition  publiée  par  F.  Wœpcke,  Paris» 
1853,  p.  54  et  55). 

P.  215  :  Il  faut  lire  ghana  mûla  au  lieu  de  varga  ghana, 

Ihid.  :  «  Gubdr  z=:  Calculer  ■  n'est  pas  correct  ;  gubàr  signifie  «  pous- 
sière »  et  hisàbl-gubàr  veut  dire  «  calcul  sur  le  tableau  à  poussière  u. 

P.  255  :  La  mention  d'après  laquelle  des  auteurs  arabes  racontent  que 
l'astronome  llipparque  aurait  écrit  un  mémoire  sur  les  équations  du  second 
degré,  est  vague,  sinon  incorrecte  :  d'abord  dans  les  écrits  arabes  il  n'est  pas 
question  d'équations  quadratiques,  mais  d'un  «  Livre  sur  l'Algèbre  »  ;  en 
second  lieu,  on  donne  des  interprétations  très  variées  pour  le  nom  d'Hip- 
parque  dans  Ibn  al-Qifti  et  dans  le  Fikrist,  on  peut  aussi  bien  lire  u  Ibn 
Inhjà  »  que  «  Hipparque  »  ;  enfin,  en  troisième  lieu,  l'article  consacré  à 
Hipparque  dans  le  Fihrist  est  entièrement  gâté,  en  ce  qu'il  a  été  fondu  en 
un  seul  avec  un  article  sur  Diophante  (v.  Bibl.  Mathem.  1903,  p.  298  et  299, 
Abhandlgn.  z.  Gesch.  d.  mathem.  Wissenschaften,  VI,  p.  54  et  55). 

P.  268  et  269  :  En  parlant  de  la  marche  suivie  par  Viète  dans  la  résolu* 
tion  des  équations  x  -\-  y  :=z  a  ei  xy  =z  b,  l'auteur  aurait  dû  rappeler  qu'elle 
aTait  déjà  été  suivie  par  Diophante,  d'autant  plus  qu'il  en  est  précisément 
question  à  la  page  248. 

P.  282  :  L'auteur  dit  que  l'onn'est  pas  parvenu  à  reconstruire  le  procédé  de 
Gijàt  ad-din  al-Kâschî  pour  la  détermination  des  racines  numériques  appro- 
chées d'une  équation  du  3*  degré  ;  il  est  cependant  fort  probable  que  ce 
procédé  ait  été  reconstitué  dans  le  mémoire  de  J.-P.  Gram,  Essai  sur  la 
restitution  du  calcul  de  Léonard  de  Pise  sur  l'équation  x*  -|-  2x^  -\-  lOjc 
=  20  (dans  Owersigt  over  det  K.  D.   Yidenskab.  Selskabs,  1893,  p.  18-28). 

P.  296  :  Après  avoir  mentionné  37  fois  le  nom  de  «  Diophante  »  l'auteur 
ne  devrait  plus  écrire  m  nous  devons  à  un  mathématicien  grec  Diophante,  etc. 

P,  30i  :  M  ou  p  est  soumis  à  la  condition  d'être  un  nombre  impair  »  n'est 
pas  correct. 

P.  305  :  La  remarque  que  «  dans  trois  nombres  de  Pythagore  l'un  est  di- 
visible par  3,  l'autre  par  4  et  le  3<^par  5  »,  n'est  pas  correcte  ;  par  ex.  5,  12, 
13! 

Ihid.  ;  Il  y  a  lieu  de  préciser  le  théorème  d'après  lequel  «  il  n'y  a  pas  de 
triangle  rectangle  dont  l'aire  soit  exprimée  par  un  nombre  carré  parfait  »  ; 
il  s'agit  naturellement  d'un  triangle  rectangle  de  Pythagore  ou  à  côtés  ration- 
nels j>. 

Tome  II.  P.  43  :  En  parlant  de  la  résolution  de  la  trisection  de  l'angle  par 
Jordanus  Nemorarius,  l'auteur  aurait  dû  dire  qu'elle  est  empruntée  pres- 
que textuellement  au  Liber  trium  fratrum  de  Geometria,  cité  immédiatement 
au-dessus. 

P.  44  :  Si  d'autre  part  (I,  p.  50  etc.)  Jost  Bûrgi  est  mentionné  comme 
{«uisse,  l'auteur  aurait  pu  le  faire  ici  pour  J.  Steiner;  on  apprend  seulement 
que  •(  le  grand  géomètre  allemand  »  était  à  Berlin,  mais  on  ne  Ht  pas  où  il 
est  né,  ni  où  il  est  mort. 

L'Enseignement  mathem.,  7«  année  ;  1905.  13 
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P.  53  :  Les  cinq  espèces  de  pentagones  que  l'auteur  indique  ici  d'après 
R.  Wolf  ne  sont  nullement  les  seuls  ;  il  manque  par  exemple  le  pentagone 
ayant  trois  couples  de  côtés  qui  se  croisent  ;  à  ce  point  de  vue  le  mémoire 
cité  de  Wolf  est  incomplet. 

P.  59  :  «  D'après  Proclus  c'est  à  Thaïes  qu'il  faut  attribuer  la  découverte 
qu'un  cercle  est  partagé  en  deux  parties  égales  par  tout  diamètre  ;  »  ce  pas- 
sage de  Proclus  ne  devrait  plus  être  cité,  car  il  est  évident  qu'une  vérité 
aussi  élémentaire  était  connue  déjà  longtemps  avant  la  culture  grecque. 

P.  li  :  (K  Pour  ce  qui  est  de  deux  droites  auxiliaires  qui  fournissent  les 
<ieux  triangles  égaux  dans  la  démonstration  du  théorème  de  P^'thagore,  des 
auteurs  arabes  ont  montré  plus  tard  qu'elles  sont  perpendiculaires  entre 
elles  »  ;  mais  cela  n'est  pas  démontré  à  l'endroit  cité  (Anaritius  edid.  Curtze. 
p.  78  et  suiv). 

P.  73  :  Il  y  aurait  lieu  de  mentionner  ici  que  la  démonstration  arabe  du 
théorème  de  Pythagore  d'après  Anaritius  est  due  à  Tàbit  b.  Qorra. 

P.  li^  :  Après  proportion  III  il  faut  lire  :  «  le  rapport  du  rayon  au  demi- 
côté,  etc.  ». 

P.  i9i  :  A  côté  des  traductions  arabes  et  hébraïques  de  la  Sphérique  de 
Menelaûs,  il  y  a  lieu  de  citer  aussi  des  traductions  latines. 

P.  ^ÎO  :  Ici  l'auteur  parle  d'un  «  ouvrage  de  Sphérique  »  de  Maurolykus  ; 
il  aurait  dû  ajouter  que  c'est  la  sphérique  de  Menelaûs. 

P.  2il  :  D'après  nos  connaissances  actuelles,  on  ne  trouve  chez  lui  (Abû'l- 
Wafa)  aucune  table  (des  sécantes  et  des  cosécantes)  pas  plus  que  chez  les 
autres  auteurs  arabes  »  ;  cela  n'est  pas  juste  d'après  les  recherches  récentes 
de  C.A.  Nallino  (Edition  d'AI-Battâni.  Milan,  1903,  T.  I,  p.  182),  car  dans 
les  tables  de  Ahmed  b.  Abdallah  al-Habasch  il  y  a  une  table  des  cosécantes. 

P.  ^i^à  :  Il  n'est  pas  juste  de  dire  :  «  Pour  le  sinus  de  l'angle  complémen- 
taire les  Hindous  possédaient  le  terme  Kotijyâ;  on  cherche  en  vain  un  pa- 
reil terme  chez  les  Arabes  et  les  mathématiciens  du  Moyen  âge  jusqu'au 
16m«  siècle.  »  Cette  erreur  repose  sur  ce  que  l'auteur  semble  ignorer  d'une 
part  la  sigaification  du  mot  Kotijyâ,  d'autre  part  la  terminologie  mathéma- 
tique arabe.  Ce  terme  est  un  mot  composé  hindou  et  signifie  «  sinus  de  la 
fin  (de  l'arc)  »  ou  «  sinus  du  complément  (de  l'arc  pour  90^)  m  ;  ceci  a  été 
traduit  par  les  Arabes  d'une  manière  tout  à  fait  correcte,  par  «watar 
(corde)  at-tamàm)»  (Al-Battâni),  ou  djaib  (sinus)  at-tamâra  »  (Nassir  addîn)  = 
corde  ou  sinus  de  la  fin  ou  du  complément  (de  l'arc)  ;  et  à  son  tour  vient  la 
traduction  exaote,  au  moyen  âge,  en  a  sinus  complementi  ».  Il  n'y  a  pas  de 
meilleure  preuve  du  passage  de  la  Trigonométrie  des  Hindous  aux  Ara- 
bes, puis  de  ceux-ci  à  l'Occident,  que  la.  parfaite  coïncidence  dans  leur  si- 
gnification des  trois  termes  : 

Kotijyâ  =  djaib  at-tamâm  =  sinus  complementi  (=  cosinus). 

P.  234.-  On  a  cru  jusqu'ici  que  le  principe  des  sinus  dans  le  cas  d'un 
triangle  plan  remonte  seulement  à  Nassir-ad-din  ;  mais,  d'après  C.  A.  Nal- 
lino, dans  son  édition  du  Battant,  on  voit  que  ce  théorème  est  signalé  comme 
Gonnu  déjà  dans  la  Chronologie  de  Birûni  (mort  en  1048).  (Trad.  angl.  de 
Sachau,  p.  166),  il  est  probable  que  Al-Battâni  le  possédait  déjà  (v.  Bibl. 
math..  1904,  p.   81  et  82). 

P.  253:  Il  n'est  pas  aussi  évident,  comme  l'auteur  le  croit,  que  la  méthode 
numérique  dans  la  résolution  des  problèmes  de  la  sphérique  soit  due  aux 
Babyloniens. 

P.  326:  L'affirmation  suivant  laquelle  Omar  Alkhayyâmé  aurait  connu  les 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  171 

puissances  supérieures  de  a  -{'  h  ne  peut  pas  être  acceptée  en  toute  certi- 
tude. 

P.  369'kOi:  Ces  piges  sont  consacrées  à  la  Stéréométrie  ;  l'auteur  a  en- 
core pu  tenir  compte  de  la  récente  édition  de  la  Metrica  de  Héron  (Edid. 
Schône,  Leipzig,  1903),  tout  au  moins  pour  les  annotations  ;  mais  il  a  omis 
de  citer  différents  points  de  cet  intéressant  ouvrage,  par  ex.  les  jolies  ap- 
plications entièrement  exactes,  au  sabot  cylindrique  (p.  131)  et  à  la  déter- 
mination du  volume  commun  à  deux  cylindres  dont  les  axes  sont  perpen- 
diculaires (p.  133)  ;  toutes  denx  ont  été  empruntées  par  Héron  à  un  écrit 
d'Archimède  intitulé  Ephodicon,  mais  qui  a  été  perdu« 

P.  447:  Il  y  a  lieu  de  mentionner  qu'il  existe  aussi  des  écrits  arabes  sur 
les  propriétés  optiques  des  foyers  des  coniques  ;  par  ex.  ceux  de  Ibn  al- 
Haitam  (mort  en  1039). 

C'est  par  ces  notes  que  nons  terminerons  notre  compte  rendu  de  cet  ou* 
vrage  qui  reodra  de  grands  services  à  tous  ceux  qui,  reculant  devant  le  prix 
élevé  des  trois  volumes  de  l'Œuvre  de  Cantor,  désirent  avoir  sous  la  main 
un  ouvrage  sur  le  développement  historique  des  mathématiques  élémentai- 
res ;  d'une  consultation  très  facile,  l'ouvrage  de  M.  Tropfke  offre  d'une  ma- 
nière générale  d'excellents  renseignements. 

H.  SuTER  (Zurich). 
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LA  NOTION  DE  FONCTION 

DANS    L'ENSEIGNEMENT    MATHÉMATIQUE 
DES    ÉCOLES    MOYENNES» 

par  H.  Fehr 


1.  Le  principal  but  que  poursuit  notre  Association  est  de 
contribuer  aux  progrès  de  renseignement  mathématique 
dans  nos  écoles  moyennes.  Mais  nos  eiTorts  ne  doivent  pas 
seulement  tendre  à  améliprer  les  méthodes  ;  ils  doivent 
aussi  avoir  en  vue  une  içeilleure  adaptation  des  program- 
mes aux  besoins  de  nçtre  époque.  Dans  cet  ordre  d'idées 
il  est  une  série  de  questions  très  importantes  qui  pourront 
être  mises  à  Tordre  du  jour  des  prochaines  réunions  an- 
nuelles ;  ainsi,  oulre  le  sujet  que  j'ai  eu  Thonneur  de  vous 
proposer  pour  cette  séance,  il  y  aurait  lieu  d'examiner,  entre 
autres,  l'enseignement  de  l'arithmétique  dans  les  divers  éta- 
blissements secondaires,  la  fusion  de  la  Planimétrie  et  de  la 
Stéréométrie;  d'autre  part,  il  serait  bon  de  provoquer  un 
échange  de  vues  sur  la  préparation  scientifique  et  pédago- 
g^ique  des  maîtres  de  mathématiques,  etc. 

Les  plans  d'études  et  les  programmes  doivent  suivre  l'évo- 
lution de  la  Science  ;  aussi  n'ont-ils  toujours  qu'un  caractère 
provisoire.  Ils  doivent  être  revus  de  temps  en  temps,  afin 
d'être  toujours  conformes  aux  conditions  de  la  science  mo- 
derne et  de  la  vie  économique.  Si  l'on  examine  à  ce  point  de 
vue  les  programmes  actuels  pour  les  diverses  parties  des 
mathématiques  élémentaires,  depuis  les  notions  d'Arithmé- 
tique et  de  Géométrie  jusqu'aux  éléments  des  Mathémati- 
ques supérieures,  on  constate  qu'ils  contiennent  encore  bren 


*  Conférence  faite  ft  la  Réunion  annuelle  de  l'Association  des  maîtres  de  mathématiques  des 
EcoUs  moyennes  suisses,  tenue  k  Zurich  le  17  décembre  1904  ;  traduction  de  l'auteur. 
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des  problèmes,  des  chapitres  même,  qui  peuvent  être  laissés 
de  côté  pour  Faire  place  à  des  notions  nouvelles  plus  impor- 
tantes et  d'une  portée  scientifique  plus  réelle.  Telle  est  la 
notion  de  fonction^  et  je  me  propose  d'examiner  ici  la  place 
qu'il  convient  de  lui  accorder  dans  l'enseignement  des  écoles 
moyennes. 

La  question  n'est  pas  nouvelle.  Elle  est  de  nouveau  à 
l'ordre  du  jour  en  Allemagne,  où  elle  vient  de  faire  l'objet 
d'une  intéressante  brochure*  publiée  par  M.  le  prof.  Klein 
et  dont  je  vous  recommande  vivement  la  lecture. 

2.  Je  limiterai  mon  exposé  à  l'examen  des  deux  points  sui- 
vants : 

I.  Y  a-i'il  lieu  d'introduire  la  notion  de  fonction  et  ses  ap- 
plications fondamentales  les  plus  simples  dans  le  plan  d'étu- 
des des  différentes  sections  des  écoles  moyennes  ? 

II.  Dans  Vaffirmative,  comment  et  dans  quelle  mesure 
cette  notion  doit-elle  être  introduite  ? 

Dans  les  sections  techniques  (Ecoles  industrielles,  etc.)  la 
notion  de  fonction  est  déjà  largement  mise  à  contribution. 
D'autre  part,  dans  la  plupart  de  nos  gymnases,  écoles  nor- 
males d'instituteurs  ou  écoles  de  commerce,  les  élèves  ont 
l'occasion  de  pratiquer  les  représentations  graphiques,  et  il 
ne  doit  guère  exister  d'école  technique  moyenne  où  la  no- 
tion de  fonction  ne  soit  pas  utilisée  dans  une  large  mesure. 
Il  y  a  donc  lieu  d'envisager  principalement  les  sections  et 
les  écoles  n'ayant  pas  un  caractère  technique. 

3.  La  première  question  revient  à  demander  si  la  notion  de 
fonction  fait  partie  du  fonds  commun  de  connaissances  géné- 
rales que  doivent  fournir  les  différentes  sections  de  l'ensei- 
gnement secondaire.  La  réponse  ne  fait  pas  de  doute.  En 
effet,  si  l'on  considère  les  progrès  toujours  croissants  de  la 
Science,  on  constate  que  les  Mathématiques  pénètrent  de 
plus  en  plus  dans  les  branches  les  plus  diverses.   Le  plus 


^  Uebcr  eint  zeitgemâsse  Umgestaltung  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  kôheren 
Schulen.  Vortriige  gehalten  boi  Golegenbeit  des  Ferienkurses  fur  Oberlehrer  dor  Muthematik 
u.  Physik,  Gôttingrn,  Ostern  1904.  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1904. 
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souvent  c'est  précisément  la  notion  de  fonction  qui  joue  le 
rôle  Fondamental.  Ainsi,  il  n'est  guère  possible  d'enseigner 
d'une  manière  rationnelle  les  éléments  de  Mécanique  et  la 
Physique  sans  les  premiers  éléments  d'Analyse.  On  ren- 
contre constamment  la  dérivée  d'une  fonction,  par  exem- 
ple dans  la  vitesse,  l'accélération,  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, la  chute  de  potentiel,  etc.  Les  diagrammes,  les 
représentations  graphiques,  l'établissement  de  formules  em- 
piriques, ne  se  retrouvent  pas  seulement  dans  toutes  les 
branches  des  sciences  techniques,  on  en  fait  également 
usage  dans  les  sciences  naturelles  et  biologiques  et  dans  des 
questions  d'ordre  sociologique  :  qu'il  me  suffise  de  rappeler 
ici  les  Cours  d'Economie  politique  deWALRAsetdePARKTO. On 
peut  dire  que  de  nos  jours,  pour  le  chimiste  comme  pour  le 
botaniste,  pour  le  médecin  et  le  biologiste  comme  pour  le 
juriste,  une  connaissance  approfondie  de  la  notion  de  fonc- 
tion est  devenue  indispensable,  car  sans  elle  un  grand  nom- 
bre de  propriétés  fondamentales  lui  restent  entièrement 
inaccessibles.  C'est  dire  qu'en  raison  de  sa  grande  portée  et 
de  ses  applications  fondamentales  dans  les  divers  domaines 
de  la  Science,  la  notion  de  fonction  doit  faire  partie  du  pro- 
gramme des  écoles  moyennes.  Telle  est  ma  réponse  à  la  pre- 
mière question. 

4.  Nous  avons  maintenant  à  examiner  {^seconde  question: 
comment  et  dans  quelle  mesure  la  notion  de  fonction  et  ses 
applications  fondamentales  les  plus  simples  peuvent-elles 
être  introduites  dans  l'enseignement  des  écoles  moyennes  ? 

Comme  préparation  à  une  première  introduction  il  est  bon 
de  familiariser  Télève  de  bonne  heure  avec  la  notion  de 
coordonnées.  Il  s'agira  d'abord,  cela  va  sans  dire,  des  coor- 
données rectangulaires  et  leur  application  à  la  représentation 
graphique  de  la  relation  entre  deux  variables  :  temps  et  tem- 
pérature, temps  et  pression  atmosphérique,  temps  et  niveau 
du  lac,  tableaux  statistiques,  etc.  Dès  les  premiers  exercices 
l'élève  exécutera  lui-même  quelques  graphiques  sur  du  pa- 
pier quadrillé  et  quelquefois  aussi  sur  du  papier  millimé- 
trique. Ces  exercices  constitueront  en  même  temps  une  pre- 
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mière  initiation  à  la  Géométrie  analytique  ;  ils  peuvent  avoir 
lieu,  comme  cela  se  fait  du  reste  dans  divers  établissements, 
immédiatement  après  la  résolution  des  équations  du  pre- 
mier et  du  second  degré. 

Jusqu'ici  les  élèves  n'ont  guère  rencontré  que  des  nombres 
connus  et  des  nombres  inconnus^  ils  acquièrent  maintenant 
ridée  de  variable^  ce  qui  leur  permettra  ensuite  de  se  fami- 
liariser avec  la  notion  de  fonction.  On  examinera  la  repré- 
sentation graphique  de  Fondions  simples  en  commençant 
par  les  fonctions 

(l)  y  •=:  ax  -^  h  y       y  •=.  ajr"  ,       y  in  <za*  -\-  hx  -^  c  , 

dans  lesquelles  on  attribuera  d'abord  aux  coeflicients  des 
valeurs  numériques  très  simples.  L*élève  doit  être  rendu  at- 
tentif au  fait  que  dans 

ax  -\-  b  -=1  a  ,         aji^  -j-  '^^  "h  c  =  ^  » 

X  est  une  inconnue^  tandis  que  dans  1**  x  est  une  variable. 
L'exposé  sera  complété  par  la  discussion. 

flo:  -j-  fr  ^  0  .         ax  -\-  bx  -^^  c^(i  , 

Puis  vient  une  seconde  série  de  représentations  graphiques 
fournie  par  les  fonctions 

ii\  —  ^  —       ^  _  /y-r  +  f» 

Ce  serait  là  une  première  étape.  Mais,  dans  la  suite,  on 
saisira  chaque  occasion  pour  utiliser  les  nouvelles  acquisi- 
tions. Par  exemple,  en  Algèbre,  on  fera  suivre  Tétude  des 
fonctions  exponentielle  et  logarithmique 

(3)  j  =  a*  ,  yzn  logx  , 

de  la  représentation  graphique  de  ces  fonctions;  en  trigono- 
métrie, on  construira  les  courbes 

(4)  y  =  sinjr  ,  y  :=.  tangjr  . 

Suivant  les  établissements,  il  y  aura  lieu  de  développer  ces 
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exercices  en  examinant  encore  les  courbes 

(5)  y  z=z  aa^  +  ^  ,        J  =  «^  ■\-  bx  \ 

a  ax  -\-  h  ax*  -\-  bx  -^  c 

et  en  construisant  quel(|ues  familles  de  courbes  sur,  papier 
millimétrique,  par  exemple,  les  courbes  en  coordonnées  rec- 
tangulaires : 

(y)       yz=ix        I  ,„  _.  1,  2,  3,  5,  10  ;  Va,  V».  *A.  *Ao  ; 

(8)       j  =  x-"») 

.      i  d'abord  pour  6  =  0,  1,  2,  3,  4  ;  7».  V».  V*  ' 
^  •  I        puis  pour  />  m  0.  —  1.  —  2,  —  3,  —  4  ;  V«,  —  V»-  —  V*  î 

(10)       j=«sinjr  ,     jrrsinftjr,     ;y  =  sin  (a: -f- c)  ,     j=:  fl  sin  (6j: -|- c)  , 

on  aura  soin  de  faire  ressortir  le  rôle  des  coefficients  «,  6,  c; 
on  construira  aussi  quelques  courbes  en  coordonnées  po-- 
lairésy  par  exemple 

(11)  p=:  ad  ,  p  z=z  -  ,       f  z=i  a^  ,       pour  «  >  0  ; 

(12)  p  ■=:  a  -{-  bcosO  ,         pour  a  ^  b  ; 

(13)  p  =  a  -{-  bcoBnO  »     pour  n  =  1,  2,  3,  ... 

Mais  ce  ne  sont  là  que  des  exemples,  et  nous  n'avons  pas 
à  entrer  ici  dans  le  détail  des  programmes. 

5.  A  Taide  d'exemples  du  genre  de  ceux  que  je  viens  d'in- 
diquer, nous  aurons  donc  familiarisé  Télève  avec  la  repré- 
sentation graphique  de  fonctions  simples.  Mais  le  but  n'est 
pas  encore  atteint.  11  faut  Tinitier  maintenant  à  Tétude  des 
deux  problèmes  fondamentaux  qui  viennent  se  rattacher 
à  la  notion  de  fonction  ou  à  la  courbe  correspondant  à  une 
fonction.  L'élève  ne  possédera  suffisamment  la  notion  de 
fonction  que  lorsqu'il  pourra  discuter  la  variation  des  fonc- 
tions simples,  ce  qui  n'est  possible  que  s'il  connaît  la  dérl" 
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vée.  Celte  importante  notion  devra  être  appliquée  à  un  grand 
nombre  d'exemples  empruntés  aux  domaines  les  plus  variés 
de  la  Science,  car  il  s'agit  ici  non  pas  simplement  d'exer- 
cices mathématiques,  mais  avant  tout  de  l'acquisition  d'une 
idée  nouvelle,  celle  de  dérivée,  et  des  diverses  interpréta- 
tions dont  elle  est  susceptible.  Il  y  aura  lieu  d'insister  tout 
parliculièrement  sur  les  interprétations  géométriques  et  ci- 
nématiques. 

Quant  à  la  notation,  nous  dirons  avec  M.  Poincaré  (voir 
VEns,  math.,  6"®  année,  p.  277,  1904)  qu'  «  il  faut  dans  les 
commencements  employer  exclusivement  la  notation  de  La- 
grange  »,  qui  consiste  à  écrire  /'(>p). 

En  dernier  lieu  viendra  le  problème  inverse,  celui  de  la 
détermination  de  la  fonction  primitive  d'une  fonction  don- 
née et  son  application  à  la  mesure  d'une  subface  plane.  Ici 
encore  on  étudiera  des  exemples  typiques  très  simples  em- 
pruntés aux  diverses  branches  des  mathématiques  pures  et 
appliquées. 

6.  Comme  vous  le  voyez,  il  s'agit  en  réalité  d'introduire 
dans  les  programmes  les  deux  concepts  fondamentaux  du 
Calcul  infinitésimal,  le  problème  des  tangentes  et  le  pro- 
blème des  quadratures.  Ce  sont  ces  deux  applications  fon- 
damentales de  la  notion  de  fonction  qui  doivent  former  le 
couronnement  des  études  mathématiques  dans  les  écoles 
moyennes.  Au  reste,  on  rencontre  déjà  maintenant  l'idée 
de  limite  et  d'autres  notions  d'Analyse  dans  l'enseignement 
moyen  des  Mathématiques  et  de  la  Physique  ;  mais  ces  no- 
tions doivent  être  coordonnées  méthodiquement,  afin  de 
pouvoir  être  utilisées  par  les  diverses  branches  scientifiques. 

Ce  premier  examen  des  deux  problèmes  fondamentaux  de 
l'Analyse  aurait  en  outre  le  grand  avantage  de  combler 
l'abime  qui  sépare  l'enseignement  mathématique  moyen  de 
l'enseignement  supérieur. 

Il  n'est  guère  besoin  de  dire  que  dans  cette  transforma- 
tion du  plan  des  études  mathématiques,  nous  devrons  opérer 
avec  la  plus  grande  prudence  et  procéder  par  améliorations 
progressives.  D'une  part  il  faut  se  borner  aux  fonctions  les 
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plus  simples  et  aux  notionje  fondamentales  les  plus  essen- 
tielles \  d'autre  pari,  on  ne  devra  jamais  perdre  de  vue  qu'il 
s'agit  d'une  première  initiation  dans  laquelle  toute  théorie 
abstraite  doit  être  éditée. 

7.  En  France,  les  plans  d'études  ont  subi  une  transfor- 
mation dans  ce  sens  il  y  a  deux  ans.  Il  me  parait  intéressant 
de  vous  donner,  simplement  à  titre  d'exemple,  un  court 
aperçu  des  nouveaux  programmes  français  au  point  de  vue 
de  la  question  qui  nous  occupe  en  ce  moment.  La  nouvelle 
organisation  de  l'enseignement  secondaire  français  n^étant 
probablement  pas  connue  de  la  plupart  d'entre  vous,  je  crois 
indispensable  d'en  indiquer  d'abord  les  principales  divi- 
sions ^ 

L'enseignement  secondaire  fait  suite  à  un  cours  d'Etudes 
primaires  d'une  durée  normale  de  quatre  années.  Il  est  cons- 
titué par  un  cours  d'études  d'une  durée  de  sept  ans  et  com- 
prend deujc  cycles. 

Premier  cycle  :  Durée  :  quatre  ans  ;  Classes  VI,  V,  IV,  III 
(dites  de  Sixième^  de  Cinquième^  de  Quatrième  et  de  Troi- 
sième). Dans  ce  premier  cycle  les  élèves  ont  le  choix  entre 
deux  divisions.  Dans  la  Division  A  le  latin  et  le  grec  sont 
obligatoires;  la  Division  By  qui  ne  comporte  pas  d'enseigne- 
ment du  latin  et  du  grec,  donne  plus  de  développement  à 
l'enseignement  du  français,  des  sciences,  du  dessin,  etc.  Ce 
premier  cycle  conduit  à  un  certificat  d'études  secondaires  du 
premier  degré. 

Second  cycle  :  Durée  :  trois  ans;  Classes  II  et  I  (dites  de 
seconde  et  de  première)  et  Classe  de  Philosophie  ou  Classe  de 
Mathématiques.  Dans  ce  second  cycle  les  élèves  ont  le  choix 
entre  quatre  sections  : 

Section  A.  Le  latin  avec  le  grec; 

Section  B.  Le  latin  avec  une  étude  plus  développée  des 
langues  vivantes  ; 

Section  C.  Le  latin  avec  une  étude  plus  complète  des 
sciences; 


*  Pour  plus  de  détails  voir  le  Pleui  tTitudes  et  Programmes  d'enseignement  dans  les  Lycées 
€t  Collèges  de  garçons.  (Arrêtés  du  31  mai  1902,  Delalain  frères,  Paris.) 
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Section  D.  L'étude  des  langues  vivantes  unie  à  celle  des 
sciences  sans  cours  de  latin. 

La  section  A  correspond  aux  sections  classiques  de  nos 
gymnases,  les  sections  C  et  D  aux  sections  réaies,  tandis  que 
la  section  D  (terminée  par  la  Classe  de  Mathématiques)  peut 
être  comparée  à  nos  sections  techniques  (ou  industrielles). 

A  rissue  de  la  Classe  de  Première,  les  élèves  peuvent  se 
présenter  à  la  première  partie  du  Baccalauréat  de  rensei- 
gnement secondaire,  dont  ils  subissent  les  épreuves  d'après 
la  section  qu'ils  ont  suivie  pendant  le  second  cycle. 

Pour  la  troisième  et  dernière  année  du  second  cycle,  les 
élèves  ont  le  droit  d'opter  entre  les  cours  de  la  Classe  de 
Philosophie  et  ceux  de  la  Classe  de  Mathématiques  ;  à  la  fin 
de  ces  cours,  ils  peuvent  se  présenter  à  la  deuxième  partie 
du  Baccalauréat  dont  ils  subissent  les  épreuves  correspon- 
dant aux  études  de  la  section  qu'ils  ont  suivie.  Je  tiens  à 
vous  faire  remarquer  que  tous  les  diplômes  de  bachelier  con- 
fèrent les  mêmes  droits. 

Faisant  suite  à  la  Classe  de  Mathématiques  vient  encore 
la  Classe  de  Mathématiques  spéciales  *  destinée  à  préparer 
les  candidats  aux  grandes  Ecoles  :  Ecole  Polytechnique, 
Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures,  etc. 

Examinons  maintenant  les  programmes  et  voyons  la  place 
réservée  à  la  notion  de  fonction  et  aux  représentations  gra- 
phiques. C'est  dans  la  Classe  de  troisième  (Divis.  B)  qu'elles 
se  présentent  pour  la  première  fois  : 

a...  Variation  de  l'expression  ax  -\-  h ,  représentation  graphique...  Repré- 

1 
senlation  graphique  des  variations  de  x',  —  etc.  ...» 

X 

Puis,  dans  le  programme  des  Classes  de  seconde,  C  et  D, 
on  lil  : 

«...  Variation  du  trinôme  du  second  degré  ;  représentation  graphique.  Va- 

ttx  -4—  b 
riation  de  l'expression    -7 — j-,  représentation  graphique.  » 

a  Notion  de  la  dérivée  ;   signification  géométrique  de  la  dérivée...  » 


>  Voir  le  Rapport  do  M.  Appbll   cl  le  nouveau  programme  dans  VEns.  MtUh.  6*  annéo,  p. 
485-49^,  1904  ;  7«  année,  p.  66-76,  1905. 
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Le  programme  de  la  Classe  de  Philosophie  est  dénature  à 
nous  intéresser  tout  particulièrement.  J'en  extrais  les  pas- 
sages suivants  : 

a...  NolioQ  de  fooclion,  représentation  graphique  de  fonctious  très  sim- 
ples... Usage  du  papier  quadrillé... 

«  Notion  de  la  tangente  et  de  la  dérivée...  Notions  sur  l'usage  de  la  déri- 
Tèe  pour  reconnaître  le  sens  de  la  variation  d'une  fonction.  » 

«  Problème  inverse  de  la  recherche  d'une  dérivée.  Aire  d'un  triangle,  ou 
d'une  parabole,  obtenue  par  la  recherche  d'une  fonction  dont  la  dérivée,  par 
rapport  ii  x,  est  ax  ou  ajr*.  » 

«  Notions  sur  la  méthode  infinitésimale;  exemples  d'infîniments  petits 
de  divers  ordres,  limites  de  rapports  ou  de  sommes  obtenues  en  négligeant 
des  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  celles  que  l'on  conserve.  Appli- 
cation à  l'évaluation  des  volumes  ou  des  surfaces  de  oorps  considérés  en 
Géométrie  élémentaire.  » 

Pour  avoir  une  idée  exacte  de  la  mesure  dans  laquelle  ces 
différentes  notions  ont  pénétré  dans  renseignement  secon- 
daire français,  il  suffit  de  consulter  les  nouveaux  manuels. 
En  voici  quelques-uns;  vous  pourrez  en  prendre  connais- 
sance au  cours  de  cette  réunion.  Rédigés  par  des  hommes 
qui  sont  à  la  fois  d'excellents  professeurs  et  des  savants  très 
estimés,  ces  ouvrages  offrent  toutes  les  garanties  désirables 
tant  au  point  de  vue  pédagogique  qu'au  point  de  vue  scienti- 
fique. Voici  les  titres  de  ces  manuels  et  les  classes  auxquelles 
ils  sont  destinés  : 

Algèbre^  premier  cycle,  par  Emile  Borel,  Maître  de  Con- 
férences à  TEcole  normale  supérieure.  Librairie  A.  Colin, 
Paris,  1903.  —  Classe  de  3«  A,  Classes  de  4«  et  de  3«  B. 

Algèbre^  second  cycle  (du  même  auteur).  —  Classes  de  2" 
et  de  l"^*  C  et  D.        ' 

Précis  d'Algèbre,  contenant  557  exercices  et  problèmes, 
par  Carlo  Bourlet,  Docteur  es  sciences.  Professeur  do  ma- 
tbématiqties  spéciales  au  Lycée  St-Louis,  Librairie  Hachette, 
Paris,  1904.  —  Classes  de  2*  et  l"^*  C  et  D. 

Notions  de  Mathématiques^  par  Jules  Tannery,  sous-direc- 
teur des  Eludes  scientifiques  à  TEcole  normale  supérieure, 
suivies  de  Notions  historiques  par  Paul  Tannery,  Paris,  1903. 
—  Classe  de  Philosophie. 

Traité  d'Algèbre^   par  A.  Grévy,  Docteur  es  sciences,  Pro- 
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fesseiir  agrégé  au  Lycée  St-Louis,  Librairie  Vuiberl  et  Nony, 
Paris,  1905.  —  Classe  de  Mathématiques. 

8.  Les  programmes  et  les  ouvrages  que  je  viens  de  citer 
montrent  que  la  notion  de  fonction  a  été  largement  prise  en 
considération  dans  toutes  les  sections  de  l'enseignement 
secondaire  français.  J'attire  tout  particulièrement  votre  at- 
tention sur  le  programme  de  la  Classe  de  Philosophie  tel 
qu'il  a  été  développé  dans  le  bel  ouvrage  de  MM.  Tannery. 

C'est  maintenant  à  nous  qu'il  appartient  d'examiner  dans 
quelle  mesure  il  est  possible  de  moderniser  les  programmes 
de  nos  écoles  moyennes  en  les  adaptant  aux  nécessités  de 
l'enseignement  scientilique  actuel,  mais  en  tenant  compte, 
cela  va  sans  dire,  des  conditions  spéciales  des  divers  éta- 
blissements. La  discussion  ne  peut  donc  porter  que  sur  des 
propositions  tout  à  fait  générales.  J'en  formulerai  deux,  qui 
sont  en  quelque  sorte  les  conclusions  de  mon  Rapport.  Je 
vous  propose  de  les  adopter  à  titre  de  vœux  : 

I.  En  raison  de  leur  importance  et  de  leur  portée^  la  notion 
de  fonction  et  les  problèmes  fondamentaux  qui  s'y  rattachent 
appartiennent  au  programme  de  Renseignement  mathématique 
des  écoles  moyennes, 

IF.  Quant  à  l'étendue  et  à  la  méthode  on  devra,  d'une  part, 
se  borner  aux  notions  fondamentales  et  à  leurs  applications 
typiques  les  plus  siniple$,  et,  d'autre  part^  éviter  un  exposé 
purement  abstrait. 

■ 

Discussion,  —  La  conférence  a  été  suivie  d'une  intéressante 
discussion  à  laquelle  ont  pris  part  MM.  Wild  (par  une  lettre  datée 
de  S^-Gall),  Scherrbr  (Kûsnacht-Zurich),  Brandenbbrger  (Zurich), 
SuTER  (Kilchberg-Zurich),  Butzbercer  (Zurich),  Flatt  (Bàle),  Ou- 
rler (Zurich),  Juzi  (Bienne)  et  Fehr.  Faute  de  place,  nous  devons 
nous  borner  à  en  donner  un  résumé  très  bref.  Les  divers  orateurs 
ont  parlé  en  faveur  des  deux  propositions.  M.  Suter  a  recommandé 
que,  dans  Texposé  de  ces  notions,  ainsi  que  du  reste  dans  l'en- 
seignement mathématique  d'une  manière  générale,  il  soit  tenu 
compte  du  développement  historique. 

M.  Fehr  tient  à  faire  remarquer  qu'il  a  évité  à  dessein  les  ternies 
d'  «  Eléments  de  Calcul  différentiel  et  intégral  »,  parce  qu'il  craint 
que  ceux-ci  ne  soient  mal  interprétés  dans  certains  milieux,  et 
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qu*en  réalité  il  s'agit  non  pas  d'introduire  Tensemble  de  ces  élé- 
ments dans  les  programmes  de  l'enseignement  secondaire  supé- 
rieur, mais  de  fournir  une  première  initiation  à  Faidede  quelques 
problèmes  fondamentaux  très  simples.  11  se  déclare  entièrement 
d'accord  avec  la  proposition  de  M.  Suter  visant  Tintroduction  de 
notions  historiques  dans  l'enseignement  des  classes  supérieures 
et  il  propose  qu'une  phrase  dans  ce  sens  soit  ajoutée  au  second 
vœu.  L'assemblée  décide  d'en  faire  un  troisième  vœu  : 

III.  //  est  désirable  que  dans  l'enseignement  secondaire 
supérieur^  notamment  dans  les  Gymnases^  une  plus  grande 
place  soit  accordée  au  développement  historique  des  Mal  hé- 
matiques. 

Ces  trois  propositions  ont  été  adoptées  à  runanimité. 


SUR  LES  DEVELOPPEMENTS  EN  SERIKS 

de  sin.r  et  coso:. 


D'après  le  nouveau  programme  ofRciel  d'admission  à 
TEcole  Centrale  des  arts  et  manufactures,  les  développements 
en  séries  des  fonctions  sina;  et  cosj:,  nécessaires  pour  éta- 
blir la  formule  d'EuIer  et  ses  conséquences,  doivent  pouvoir 
se  déduire,  par  le  procédé  élémentaire,  de  Tinégalilé 


jr« 


X  —  sin  j*  <^  —  . 

Le  raisonnement  est  bien  simple  :  le  voici  en   quelques 
mots  : 

I.  Considérons  en  premier  lieu  les  séries  alternées 

WT  M  XX  .»'«•*  If  iW  +  l**  I 


x»         X* 


^='-3T  +  5T---+^-"  i2;r+Ty!  +  '-"     ,1^:37!  + 
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Leurs  séries  modulaires  Ui  et  Vi  sont  convergentes  pour 

U      I 

toute  valeur  de  x^  puisque  le  rapport    ^"*"'  de  la  règle  de 

D'Alembert  y  a  toujours  zéro  pour  limite  quelle  que  soit  la 
manière  dont  p  croît  indéfiniment;  les  séries  alternées  sont 
donc  aussi  convergentes.  Nous  allons  prouver  que  Ton  a 


U  r=  cosa: 


II.  Soient 


V  =  sivkx. 


So  =  l  . 


Si  =  1  — 


2!  ' 
.t 


«•  =  *-f!+fî- 


Ss  =  1  — 


2! 


^  1 1- 


4! 


6! 


*"o  —  '^  » 


2^  =  a- 


"  3!  ' 

T     —        _    ^*    J-   f! 

i,  __  jr        3  !  "•■  5  !  ' 

^_  X*  JT*  x' 

^»  "-  "^  ~  3"!  "•■  5"!  ■"■  71  ' 


Les  Ibiictions 

Jo  =  ^0  —  ^^^^  ' 

j,  =  s,  —  cosx  , 
jj  =  s,  —  cosjr  , 
r,  =  S,  —  cosa*  , 


«0  =  ^0  —  8»'*^  ' 
s,  =:  2,  —  sinx  , 


s,  =:  ï j  —  sin  x  , 
5^  =z  2j  —  sin  a:  , 


jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1**  yp  est  la  dérivée  de  Zp  par  rapport  à  x,  et  à  son  tour  Zpy 
est  la  dérivée  de  —  y^  +  i  • 

2^  Pour  toute  valeur  positive  de  .r,  y^^  est  positive,  donc  z^ 
est  fonction  croissante  et  toujours  positive  puisqu'elle  est 
nulle  pour  jc  =  0  . 

yi  est  donc  toujours  décroissante  et  négative,  à  cause  de 
la  même  remarque,  et  il  en  est  de  même  de  Zj.  Par  suite  y^ 
et  z^  sont  toujours  croissantes  et  positives,  y^  et  Zg  toujours 
décroissantes  et  négatives. 

En  général,  pour  toute  valeur  positive  de  x,  les  fonctions  : 
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y^i       et  z„t ,       nulles  pour  j;  =  0 ,   sont  croissantes  et  posi- 
tives, 
yt«  + 1  et  z,,,  _l-  j ,  nulles  pour  a:  =  0 ,  sont  décroissantes  et  né- 
gatives. 
Donc  on  a 


•n 


VI 


>  8inx>  1^,^  , 


et  aussi 


Par  suite,  pour  /j  =  c»  ,  .r  étant  positiT,  on  a  bien 

C08X  =  U,       et       sinxmV. 

3^  Soit  maintenant  j;  négatir.  Puisque 

cos  ( —  or)  =  cos  X  , 

et  que  la  série  U  ne  dépend  que  des  puissances  paires  de  j*, 
le  premier  résultat  s'applique  à  x  quelconque. 
Ensuite, 

8in( —  x)  =  —  sinar  ,  . 

et  la  série  V  ne  dépendant  que  des  puissances  impaires  de 
.r,  sa  somme  change  de  signe  également  avec  .r,  donc  on  a 
en  définitive  quel  que  soit  x 


cos^  =  '  -  2T  +  î! 


X         xr  j" 

""•'=1-3!  +  5! - 


+  (-!)%?,+  ••••• 


P.   Barbarin  (Bordeaux). 


SUR  LES  CARACTÈRES  DE  DIVISIBILITE 


Les  démonstrations  que  l'on  fait  en  Arithmétique  pour 
trouver  les  caractères  de  divisibilité  par  9  et  par  11  peuvent 
être  reproduites  pour  tout  nombre,  et  cela  a  été  fait  pour 
quelques  nombres  ;  dans  ce  qui  suit,  je  propose  une  dé- 
monstration générale  de  ce  mode  de  recherche  des  carac- 
tères de  divisibilité. 

En  représentant  par«,  ft,  c,  ûJ,...  les  chiffres  des  unités,  des 
dizaines,  des  centaines,  des  mille,...  d'un  nombre  entier  N, 
on  peut  écrire 

(1)  N  =  a  H-  &  .  10  -f  c  .  10»  -h  rf  .  10»  +  ...    ; 

et,  en  représentant  par  a  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
on  peut  ainsi  écrire  tout  nombre  entier  v  : 

(2)  V  =  10  —  a    . 

Le  nombre  N  a  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  ;r,  où 
a:  =.  10,  et  le  nombre  v  a  !a  forme  du  binôme  x  —  a,  oii 
.r  :=  10  ;  donc  le  reste  R^  de  la  division  algébrique  de  N 
par  V  s'obtient  en  remplaçant  10  par  «  dans  l'expression  (1), 
ce  qui  donne 

(3)  Ry  =  a  -h  6  .  a  -h  c  .  «'  -I-  rf  .  «»  -h  .. .    . 

Voici  comment  on  calcule  rapidement  les  restes  obtenus 
en  divisant  par  v  les  puissances  successives  de  «.  Soit  p  le 
reste  de  la  division  de  a  par  v.  Le  reste  de  la  division  par  v 
d'une  puissance  entière/?*^™®  de  «  peut  s'obtenir  en  cherchant 
d'abord  le  reste  p^  de  la  division  par  v  de  la  puissance  /o*, 
puis  le  reste  p^  de  la  division  par  v  du  produit  p^p^  ensuite  le 
reste  p^  de  la  division  par  v  du  produit  p^pj  et  ainsi  de  suite. 
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En  effet,  en  représentant  d'une  manière  générale  par 
R(D,rf)  le  reste  de  la  division  de  D  par  rf,  on  peut  écrire  suc- 
cessivement : 

R(a«,  V)  =  R(p«  ,  V)  =/6,     . 

R(aV  v)=  R(a«  .  a,  V)       =R(p,|»,v)     =  p,    , 
R(a*.  v)  =  R(a»  ,  a.  V)      z=R(/3,p,v)     =  p,    , 


Le  caractère  de  divisibilité  d'un  nombre  entier  N  divisé 
par  un  nombre  enlier  v  peut  être  aisément  déduit  de  ce  qui 
précède,  en  remplaçant  R^  de  Texpression  (3)  par  R(Rv,  v) 
lorsque  R^  sera  égal  ou  supérieur  à  v. 

Exemples, 
1.  —  Quand  y  =  4,  on  a  a  =  6,  et  Ton  trouve 

R^  =r  a  4-  />  .  2  -f  c  .  0  4-  </  .  0  -h  ...    ; 

donc 

RiN,  4)r=  R[{a-f  2ft),  4].     . 

H.  —  (^)uand  v  ^6,  on  a  «  1:=  4,  et  Ton  trouve 

Rg  =  fl  -f  A  .  4  -f-  c  .  4  +  ...     ; 

donc 

R(N.  6)  =  Rj[fl  4-  4(/i  -h  c  -h  ...)],  6}    . 

III.  —  Quand  v  =  7,  on  a  «  =  3,  et  Ton  trouve 

R^=zfl-|-^.34-c.24-^.6-he.4  4-/'.54-^.l-|-A.3-|-...    ; 

retranchant  7  (^/  +  ^  +  /  +  •••)  ^^  chaque  membre  de  cette 
égalité,  on  obtient 

R,  —  7K/  +  e  +  /--f  ...) 
=  a  .  1  -f  /;  .3  -f  c.  2  -I-  ^.(— 1)  -I-  e  .  (— 3)  -h/-.  (— 2|  4-  ^.  l  +...    ; 

de  là  on  déduit  (|uc  : 

Le  reste  de  la  division  d^un  nombre  par  1  est  Le  même  que 
le  reste  obtenu  en  divisant  par  1  la  somme  algébrique  des 
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produits  des  chiffres  successifs  du  nombre^  à  partir  de  celui 
des  unités,  respectivement  par  les  nombres 

IV.  —  Quand  v  =  8,  on  a  «  =  2,  et  Ton  trouve 
donc 

R(N.  8)  =  R[(rt-|-2&-|-4c).  8]    . 

V.  —  Quand  v  =  11,  on  a  a  =  —  1,  et  Ton  trouve 

R„  =  « .  1  -h  i» .  (—  1)  -h  c  .  1  -h  rf .  (—  1)  +  «  .  1  +  ... 

=  (fl  -h  c  -h  e  H-  ...)  —  (6  +  rf  +  /•+  ...)    ; 

donc 

R(N ,  11)  =  R[(2  ch.  ord.  imp.  —  2  ch.  ord.  pair) ,  11]    . 

VI.  —  Quand  v  =  13,  on  a  «  =  —  3,  et  l'on  trouve 

R„  =  a-f-6.(— 3)-f-c.  9-|-rf.(— l)  +  c.3-|-/*.(— 9)-f-^.l  +  A.(— 3)-h...  : 

ajoutant  l'expression  13( —  c  +  f—  •••)  aux  deux  membres  de 
celte  égalité,  on  obtient 

R,, -f  l3(-c -h /•-...) 
=  fl.  1  4-  /, .  (_3)  -I-  c.  (—  4)  4-  <i.  (—  1)  -h  c  .  3-f /•.  4  -h  ^.  14-  ...    : 

de  là  on  déduit  que  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  13  est  le  même  que 
le  reste  obtenu  en  divisant  par  13  la  somme  algébrique  des 
produits  des  chiffres  successifs  du  nombre,  à  partir  de  celui 
des  unités,  respectivement  par  les  nombres 

1  ,?,T,T,  3,  4    ;  l,!.  ... 

VII.  —  Quand  v  =  17,  on  a  «  =  —  7,  et  l'on  trouve 

R„  =  fl  -I-  6  .  (—  7)  -h  c  .  15  -h  rf  .  (—  3)  -h  c  .  4  -h  /•  .  (—  11)  +  ^  .  9 
_|-  ^  .  (_  12)  +  i  ,  16  -h  y  .  (—  10)  -h  A:  .  2  -h  /  .  (— 14)  H-  m  .  13 

-f-  rt  .  (—  6)  +  o  .  8  -I-  />  .  (—  5)  -h  <7  .  1  H-  r  .  (—  7)  -h  ...    • 
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On  peut  é(;rire 

R„  -f  rauh.  17  =  a  -    7A  —  2c  —  3rf  -|-  4c  +  G/"—  8^  +  5A  —  i  -f  Ij 
_|-  2>t  -h  3/  —  4/îi  —  6n  +  8o  —  5/?  -f  <7  —  7r  —  ...    ; 

de  là  on  déduit  que  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  il  est  le  même  que 
le  reste  obtenu  en  divisant  par  11  la  somme  algébrique  des 
produits  des  chiffres  successifs  du  nombre,  à  partir  de  celui 
des  unités^  respectivement  par  les  nombres 

t  ,T,"2."3,  4.  e,"?,  5;T,  7,  2,  S.T.e",  8,5";  1,7,.. 

Ernest  Lebon  (Paris). 


SUR  LA  GEOMETRIE  ET  LA  TRIGONOMETRIE 

SPHÉRIQUES 


Dans  les  pages  suivantes  je  me  propose  d'établir  les  pro- 
priétés des  figures  sphériques  —  jusqu'aux  formules  fonda- 
mentales de  la  trigonométrie  —  sans  jamais  faire  usage  des 
théorèmes  propres  de  la  géométrie  plane  euclidienne  ^  Il  me 
semble  que  ce  ne  soit  pas  un  simple  exercice  de  géométrie 


*  MM.  NiEWBNOLOWSKi  ct  GKttARi),  dans  leur  Traité  de  géométrie,  construisent  la  gcornétrie 
sphcriquc  en  empruntant  aux  dcveloppemcnts  préct^dcnts  la  seule  proposition  que  la  somme 
dci»  deux  côtés  d'un  triangle  sphériquo  est  plus  grande  que  le  troisième.  Cependant  c'est  là 
faire  un  bien  grand  usage  de  la  géométrie  piano. 

Que  la  géométrie  et  la  trigonométrie  sphériqucs  soient  indépendantes  de  Thypothèse  parti- 
cnli<;re  sur  les  droites  parallèles,  c'est  un  fait  bien  connu.  On  peut  aussi  le  faire  ressortir  aisé- 
ment de  l'article  présent:  il  suflira  —  pour  éviter  toute  diUQculté  relative  à  la  géométrie  rie- 
manniene  —  de  définir  convenablement  \**  segment  et  Tordre  :  en  admettant  le  segment  comme 
concept  primitif  on  dira,  par  exemple  :  «  Doux  sognients  d'une  même  droite  ayant  même 
extrémité  A,  ou  bien  sont  l'un  entièrement  contenu  dans  l'autre,  ou  bien  contiennent  chacun 
doA  poiuts  extérieurs  à  l'autre.  Dans  le  premier  cas,  on  dit  que  les  deux  segments  sont  du 
même  côté  de  A,  dans  le  second  qu'ils  sont  de  côtés  opposés  par  rapport  à  A.  Si  deux  seg- 
ments sont  de  côtés  opposés  par  rapport  à  A,  tout  autre  segment  de  la  même  droite,  ayant 
A  pour  extrémité  est  du  même  coté  que  l'un  et  du  côté  opposé  de  l'autre,  n 

L'Enseignement  mathém.,  7«  anr.ée  ;  19<i5.  14 
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générale,  mais  qu'il  en  ressort  beaucoup  de  lumière  sur  cer- 
tains théorèmes  connus  de  la  géométrie  sphérique. 

Les  figures  seront  toujours  décrites  sur  une  sphère  fixe  : 
si  A  et  B  sont  deux  points  de  la  sphère,  le  grand-arc  AB 
sera  Tare  de  grand-cercle  compris  entre  A  et  B  et  plus  petit 
qu'une  demi-circonférence.  Deux  points  d'un  grand-cercle 
seront  du  même  côté  d'un  point  donné  sur  ce  cercle,  s'ils 
appartiennent  à  la  même  demi-circonférence  ayant  ce  point 
comme  origine. 

I.  Géométrie  sphérique. 

1.  Soit  BG  un  arc  de  grand-cercle,  A  un  de  ses  pôles. 
L'angle  ABC  est  droit  —  Soit  C  le  point  opposé  de  G  et  D 
un  point  de  la  demi-circonférence  GAG'  ;  l'angle  DBG  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  ABG  selon  que  DG  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  AG.  Donc  dans  un  triangle  rectangle 
Vangle  opposé  à  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  plus  grand 
ou  plus  petit  qu'un  droit  en  même  temps  que  ce  côté  est  plus 
grand  ou  plus  petit  qu'un  cadrant. 

On  déduit  que  dans  un  triangle  rectangle  la  somme  des 
trois  angles  est  supérieure  à  deux  angles  droits.  Pas  de  doute, 
en  effet,  si  un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  plus  grand  qu'un 
cadrant  :  l'angle  opposé  est  plus  grand  qu'un  angle  droit,  et 
la  somme  de  cet  angle  avec  l'angle  droit  du  triangle  est  déjà 
supérieure  à  deux  droits. 

Si  Ar3G  est.  un  triangle,  rectangle  en  A,  dont  les  côtés  AB 
AC  sont  moindres  qu'un  cadrant,  soit  D  le  milieu  de  BG 
et  soit  Di  le  pied  du  grand-arc  perpendiculaire  de  D  à  BA. 
Sur  le  cercle  DDi  que  l'on  porle  DD2  ^=  DDi.  Les  deux  trian 
gles  BDDi,  GDDa  sont  égaux,  ayant  les  angles  en  D  et  les 
côtés  qui  les  forment  égaux  :  donc  Tangle  GD»D  est  droit  et 
le  cercle  GD2  passe  par  les  pôles  de  DDi.  Soit  P  le  pôle  qui 
est,  par  rapport  à  Di,  du  même  côté  que  B  :  PA  sera  plus 
grand  qu'un  cadrant  et  par  suite  PGA  obtus.  Mais  PGB^:GBx4; 
donc  GBA  +  BGA  +  GAB  >  2  angles  droits. 

Tout  triangle  ABG  a  au  moins  deux  angles  de  même  espèce 
(obtus  ou  aigus)  :  soient  A  et  B.  Le  demi-grand-cercle  passant 
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par  C  et  perpendiculaire  à  AB,  est  divisé  par  C  en  deux  arcs 
dont  Tun  (plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  cadrant  selon  que 
A  et  B  sont  obtus  ou  aigus)  est  alors  intérieur  à  A  et  à  B  et 
par  suite  au  triangle.  Il  décomposera  le  triangle  en  deux  trian- 
gles rectangles;  dans  chacun  la  somme  des  angles  est  supé- 
rieure à  deux  droits;  il  s'ensuit  que  dans  tout  triangle  sphé- 
rique  la  somme  des  trois  angles  est  supérieure  à  deux  angles 
droits. 

En  décomposant  un  polygone  sphérique  en  triangles  on 
étend  la  proposition  aux  polygones,  de  la  manière  connue. 

2.  En  appliquant  la  proposition  au  triangle  polaire  d'un 
triangle  donné  on  déduit  que  la  somme  des  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique  est  inférieure  à  quatre  angles  droits.  Si 
alors  ABC  est  un  triangle  sphérique,  et  A'  est  le  point  op- 
posé de  A,  de  la  relation 

A'B  -h  A'C  -f-  BC  <  'i  angles  droits, 

on  tire  que 

BC  <  AB  -h  AC, 

c'est-à-dire  que  dans  un  triangle  un  côté  est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres.  Les  théorèmes  sur  les  relations  entre 
les  côtés  et  les  angles  opposés,  sur  les  arcs  perpendiculaires 
et  obliques  d'un  point  à  un  grand-cercle,  etc.,  se  démontrent 
alors  suivant  les  méthodes  ordinaires.  Nous  rappelons,  en 
particulier,  l'observation  suivante  que  nous  devons  appli- 
quer: Soient  AB,  AG  deux  arcs,  égaux  ou  moindres  qu'un 
cadrant,  et  formant  entr'eux  un  angle  aigu.  Soit  P  le  pôle  de 
AB  du  côté  de  AG,  et  supposons  que  PB  passe  par  G,  soit 
PCiBi  un  grand-arc,  qui  rencontre  AB  et  AG  en  Bi  et  Gi  res- 
pectivement. On  a  PBi  =:  PB  =  1  cadrant,  PGi  >  PC  ;  donc 
BiCi  <  BG;  c'est-à-dire  :  dans  un  triangle  rectangle  dont  les 
côtés  sont  moindres  qu'un  cadrant  et  dont  un  angle  aigu  est 
ini^arlable,  les  trois  côtés  croissent  et  décroissent  ensemble. 

3.  Nous  appelons  aire  d'un  polygone  l'arc  équatorial  d'un 
fuseau  dont  l'angle  soit  égal  à  la  différence  entre  la  somme 
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des  angles  du  polygone  et  autant  de  fois  deux  angles  droits 
quil  a  de  côtés,  moins  deux  *. 

Si  Ton  divise  un  côté  d'un  polygone  en  deux  par  un  point, 
et  on  considère  ce  point  comme  sommet  d'un  angle  égal  à 
deux  droits,  Taire  du  polygone  reste  inaltérée.  Si  deux  poly- 
gones s'adaptent  Tun  à  l'autre  le  long  d'une  ligne  brisée  for- 
mée de  k  côlés,  k-1  sommets  intérieurs  et  2  sommets  ex- 
trêmes (si  sur  l'un  des  polygones  un  de  ces  sommets  est  un 
point  d'un  côté,  on  le  considérera  comme  sommet  d'un  angle 
du  polygone  égal  à  deux  droits),  leur  ensemble  est  un  nou- 
veau polygone  qui  a  autant  de  côtés  que  la  somme  des  nom- 
bres des  côtés  des  deux  polygones  donnés  diminuée  de  2  k, 
et  dans  lequel  la  somme  des  angles  est  égale  à  la  somme  des 
angles  dé  ces  polygones  diminuée  de2  (k — l)x  2droits.  Il  s'en- 
suit que  l'aire  du  polygone  total  est  la  somme  des  aires  des 
deux  polygones.  De  là,  si  un  polygone  est  décomposé  d'une 
manière  quelconque  en  polygones  partieL^,  son  aire  est  égale 
à  la  somme  des  aires  de  ces  polygones. 

4.  Considérons  sur  la  sphère  un  cercle  de  centre  O;  soit 
ABC...  un  polygone  régulier  inscrit  (lig.  1)  et  MN...  le  poly- 
gone circonscrit  qui  touche  la  circonférence  en  A,  B,  C,... 
Soient  Ai,  Bi,..,  les  points  où  les  demi-grand-cercles  partant 
de  O  et  contenant  A,  B,...  rencontrent  le  grand-cercle  de 
centre  O.  Les  arcs  AB,  BC,...  sont  plus  petits,  respective- 
ment, que  AiBi,  BiCi,...  (d'après  le  n°  2).  Le  périmètre  du 
polygone  ABC...  est  donc  plus  petit  que  la  circonférence 
d'un  grand  cercle.  Si  alors  on  développe  ce  polygone  le  long 
d'un  grand  cercle  et  on  transporte  avec  ses  côlés  les  triangles 
ABM,  BCN,...  compris  entre  le  polygone  inscrit  et  le  poly- 
gone circonscrit,  on  voit  que  la  somme  de  ces  triangles  est 
toule  intérieure  à  deux  fuseaux  ayant  l'angle  égal  à  MAB.  La 
somme  des  aires  de  ces  triangles  est  donc  inférieure  à  la 
somme  des  aires  de  ces  fuseaux,  c'est-à-dire  à  quatre  fois 
l'arc  équatorial  de  l'un  d'eux. 


^  Nous  évitons  ainsi  la  question  de  IVquivalonce  entre  le  polygone  et  le  fuseau  au  point  de 
Tue  delà  composition  par  rôunion  de  parties  égales.  Cette  question  a  d'ailleurs  déjà  été  résolue 
fort  élégamment  par  l'affirmative  par  M.  GànAno.  V.  Thèse  :  Sur  la  géométrie  non-eiwUditnne* 
p.  105,  et  NiKWKNOLOWSKi  et  &ÉRAitD  :  Géométrie  dans  l'espace,  p.  839. 
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Que  Ton  observe  maintenant  que  MAB  -h  BAO  =  1  angle 
droit,  tandis  que,  dans  le  triangle  rectangle  AOMi,  BAO  + 
AOM  >  1  angle  droit;  il  résulte  MAB  <  AOM.  Si  donc  on 
fait  augmenter  suffisamment  le  nombre  des  cùlés  du  poly- 
gone ABC...,  on  peut  rendre  Tangle  MAB  plus  petit  que  tout 
angle  assigné  et  par  suite  la  somme  des  aires  des  triangles 
ABM,  BCN,...  plus  petite  que  toute  aire  assignée. 


Fig.  1. 

II  s'ensuit  que  les  aires  des  polygones  réguliers  inscrits 
dans  le  cercle  croissant  avec  le  nombre  des  côtés,  et  les 
aires  des  polygones  circonscrits  décroissant  en  même  temps, 
tendent  vers  une  limite  commune  :  nous  rappellerons  l'aire 
de  la  calotte  limitée  par  le  cercle.  La  différence  entre  la  cir- 
conférence de  grand  cercle  et  cette  limite  sera  l'aire  de  la 
zone  comprise  entre  le  cercle  donné  et  le  grand-cercle  de 
même  pôle.  Elle  est  la  limite  commune  à  la  somme  des  aires 
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des  quadrilatères  tels  que  ABBiAi  et  à  la  somme  des  aires 
des  pentagones  tels  que  AMBBiAi. 

5.  Formons  la  figure  polaire  de  celle  du  numéro  précédent. 
Nous  obtenons  un  cercle  de  centre  O,  ayant  pour  rayon  le 
complément  du  rayon  du  cercle  donné,  et  un  système  de 
polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  à  celui-ci.  Le  pé- 
rimètre de  chacun  de  ces  polygones  est  la  différence  entre  une 
circonférence  de  grand-cercle  et  Taire  du  polygone  polaire. 
Les  conclusions  du  numéro  précédent  montrent  alors  que 
les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits 
à  un  cercle  tendent  vers  une  limite  commune  lorsque  le  nom- 
bre  de  leurs  côtés  croit  indéfiniment.  Il  est  naturel  d'appeler 
cette  limite  la  longueur  de  la  cii^onférence  du  cercle  consi- 
déré :  elle  est  égale  à  la  différence  entre  la  circonférence  de 
grand-cercle  et  Taire  de  la  calotte  limitée  par  le  cercle  polaire  ; 
donc  (d'après  le  n**  4)  la  longueur  d'une  circonférence  est 
égale  à  l'aire  de  la  zone  comprise  entre  le  cercle  polaire  et  le 
grand-cercle  ayant  même  centre  ^ 

II.   Trigonométrie  sphérique  et  goniométrie. 

6.  Si  p  est  un  arc  de  grand-cercle  on  appelle  sinp  la  Ion- 
gueur  de  la  circonférence  *  de  rayon  p. 

Le  sinus  d'un  arc  est  une  fonction  croissante  et  continue  de 
cet  arc.  Rappelons  en  effet  (n®  5)  que  sin  p  représente  aussi 
Taire  d'une  zone  qui  a  pour  base  un  grand-cercle  et  pour 
hauteur^;  on  déduit  immédiatement  qu'il  est  une  fonction 
croissante  de  p.  Soit  F  la  base  mineure  de  la  zone  ;  considérons 
le  polygone  régulier  ABC...  inscrit  dans  F  (fig.  1),  le  cercle 
Fi  inscrit  dans  ce  polygone  et  le  polygone  MiNi...  inscrit 
dansFi,   dont  les  sommets  sont  les  points  de  contact  de  Fi 


*  A  comparer  avec  le  théorème  connu,  de  la  proportionalité  entre  les  zones  et  leur  hau- 
teur. 

'  On  doit  remarquer  qu'il  n'a  été  dit  nulle  part  quel  était  le  rayon  de  la  sphère  ;  on  a  dit 
seulement  qu'on  opérait  sur  une  sphère  fixe.  Quand  on  reste  dans  Thypothèse  euclidienne, 

que  l'on  prenne  la  longueur  de  ce  rayon  égale  à ,  et  l'on  aura  l'accord  complet  entre  notre 

définition  du  sinus  et  l'ordinaire. 
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avec  ABC...  La  différence  entre  la  zone  considérée  de  hau- 
teur p  et  la  zone  limitée  par  Fi  el  le  même  grand-cercle  est 
la  zone  comprise  entre  T  el  Ti  et  est  moindre  que  la  diffé- 
rence entre  les  aires  des  polygones  MNP...,  MiNiPi...  Tun 
circonscrit  à  F,  l'autre  inscrit  dans  Fi.  Cette  différence  est 
la  somme  des  triangles  ABM,  BCN,...,  MiNiB,  MiPiC,...  et 
on  voit,  comme  au  n*  4,  qu'elle  devient  aussi  petite  que  l'on 
veut  si  l'on  augmente  suflisamment  le  nombre  des  côtés  de 
ABC... 

La  différence  entre  les  aires  de  deux  zones  de  hauteurs  o 
et  /9  +  Ap  peut  donc  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut;  de 
là,  el  de  l'observation  que  sinp  est  une  fonction  croissante* 
on  déduit  qu'elle  est  aussi  continue. 

7.  Soit  F  un  cercle  de  centre  O,  A  le  grand-cercle  'concen- 
trique, y  le  cercle  polaire  de  F,  p  la  hauteur  de  la  zone  (FA). 

Appelons,  comme  d'usage,  -^  le  cadrant  ;    la  hauteur  de  la 

zone  (yA)  est  - — p,  SoilFi,  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon 

-j-(/9-j-^/o)  de  sorte  que  la  zone  (FiA)  ait  la  hauteur  p  +  ip  et 
soit  yi  le  cercle  polaire  de  Fi.  Nous  voulons  comparer  la  dif- 
férence des  aires  des  zones  (FA),  (FiA)  avec  celle  des  zones 
(yA),  fyiA),  c'est-à-dire  les  aires  des  zones  (FFi),   yyi). 

Ces  deux  zones  ont  même  hauteur  ip.  Circonscrivons  à  F 
et  à  Fi  deux  polygones  réguliers,  de  même  nombre  de  côtés, 
et  ayant  les  sommets  sur  les  mêmes  grands-arcs  passant  par  O. 
Nous  pouvons  supposer  les  côtés  de  ces  polygones  si  petits 
que  :  1**  les  aires  comprises  entre  A  et  ces  polygones  soient 
approximées  autant  que  Ton  veut  aux  aires  des  deux  zones 
(FA)  FiA),  et  par  conséquent  Taire  comprise  entre  les  poly- 
gones aussi  peu  différente  que  l'on  veut  de  Taire  de  la  zone 
(FFi)  ;  2®  si  Ton  circonscrit  à  y  un  polygone  dont  tous  les 
côtés,  sauf  un  au  plus,  soient  égaux  aux  côtés  du  polygone 
circonscrit  à  F,  et  à  yi  le  polygone  qui  a  les  sommets  sur  les 
mêmes  rayons  par  O  que  le  précédent.  Taire  comprise  entre 
les  deux  polygones  diffère  encore  aussi  peu  que  Ton  veut  de 
Taire  de  la  zone  fyyi),  même  si  on  néglige  la  partie  comprise 
entre  les  deux  côtés  différents  et  les  arcs  passant  par  O  et 
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par  leurs  sommets.  Les  rayons  sortant  de  O  et  passant  par 
les  sommets  des  deux  figures  polygonales  qu'on  substitue 
ainsi  aux  zones  (rFi),  (yyi)  les  décomposent  en  trapèzes  iso- 
scèles,  tous  de  même  hauteur  ip^  et  avec  une  base  égale; 
Tautre  base  est  plus  grande  que  celle-ci  pour  les  trapèzes 
relatifs  à  (yyi),  plus  petite  pour  les  trapèzes  relatifs  à  (rFi). 
Si  donc  on  pense  que  Ton  transporte  chaque  trapèze  relatif  à 
(rFi)  sur  un  trapèze  relatif  à  (yyi)  on  voit  que  le  rapport 
entre  les  aires  des  deux  figures  polygonales  relatives  à  (TT\) 
et  à  {yy\)  est  plus  petit  que  le  rapport  des  longueurs  des  péri- 
mètres des  polygones  circonscrits  à  T  et  à  y. 

On  peut  répéter  les  mêmes  considérations  en  choisissant 
les  côtés  du  polygone  circonscrit  à  yi  égaux  aux  côtés  du 
polygone  circonscrit  à  Fi  ;  alors  ce  sont  les  trapèzes  relatifs 
à  la  zone  (FFi)  qui  sont  plus  grands  que  les  trapèzes  relatifs 
à  la  zone  (yyi)  et  par  suite  le  rapport  entre  les  aires  des  deux- 
figures  polygonales  relatives  à  (FFi)  et  à  [yyi)  est  plus  grand 
que  le  rapport  des  longueurs  des  périmètres  des  polygones 
circonscrits  àTi  et  à  yi. 

Faisons  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  des  poly- 
gones considérés;  nous  aurons  à  la  limite  que  le  rapport 
entre  les  aires  des  deux  zones  (FFi),  (yyi)  est  compris  entre  le 
rapport  des  longueurs  des  circonférences  F,  y  et  le  rapport 
des  longueurs  des  circonférences  Fi,  yi. 

Supposons  enfin  que  ip  diminue  indéfiniment;  à  cause  de 
la  continuité  du  sinus  (n^  6)  les  longueurs  de  Fi,  yi  tendent 
vers  les  longueurs  de  F,  y  ;  on  a  donc  à  la  limite 


Mm 


aire  iTril   '«"R-  I"  aire  (yA) 

J/>=="ô   '^^^^  <W)    ""  '<^"K-  7  ""  a"*c  (FA).' 

c*est-à-dire 


^aire  (FA)         aire  (7A) 

lim  •= — ; nz  — ; , 

ip^o  0  aire  (7A)        aire  (FA) 


ou  bien  encore 


,.  â  sin  û 

Il  m 


_  "°  (I  -  p) 


ip  =  ot  sin  (1  -  0) 


8in  p 
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Si  donc  X  et  y  sont  les  sinus  de  deux  arcs  coDfiplémentaires, 
ils  satisfont  à  Téquation  différentielle 


y 

X 


On  détermine  mieux  cette  équation  quand  on  observe  que 
X  décroît  lorsque  y  croît  ;  donc 


ou  bien 


et,  en  intégrant, 


^  —  _  Z 

xàx  -|-  y^y  =  O 

or'  -}-  >■*  z=  const. 


On  détermine  la  constante  en  considérant  le  cas  de  /?  =  tt. 
Alors  r  se  réduit  à  O,  y  coïncide  avec  A  et  Ton  voit  que  la 
constante  vaut  1. 

A»  -f  J«  =  1. 

C'est  la  formule  fondamentale 

sîn  'p  -|-  cos  *p  =  1.  (1) 

8.  Soit  encore  F  un  cercle  de  centre  O,  A  le  grand-cercle 
concentrique,  et  soit  Fi  un  cercle  de  centre  O  intérieur  à  la 
zone  (FA)  (fig.  2).  Soit  MNP...  un  polygone  régulier  circons- 
crit à  F,  ABC...  ses  points  de  contact.  Prolongeons  les  arcs 
AM,  MBN,  NCP,...  tous  du  même  côté  jusqu'à  la  rencontre 
de  A,  respeclivement  en  Ai,  Bi,  Ci,...  et  de  Fi  en  A«,  B»,  C«,... 
L'aire  de  la  zone  (FA)  est,  d'après  le  n"  4,  la  limite  de  la 
somme  des  triangles  MAiBi,  NBiCi,...  lorsque  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  croît  indéfiniment  :  d'autre  côté  Taire  de 
la  zone  (FiA)  est  la  somme  des  aires  AaAiBiB»,  BaBiCiC»,... 

Avec  les  points  M,  N,  P,...  comme  centres  décrivons  les 
arcs  BaA'a,  CaB'a,...  et  les  arcs  AiB'i,  BiC'i,...;  observons 
que  toutes  les  figures  contenues  dans  les  triangles  MAiBi, 
NBiCi,...  sont  égales  entre  elles  ;  nous  obtenons 

aire  (MNP...,  A)     aire  (MAiB^)  _   £  aire  (MAiB^) 
aire  (Fi.  A)   ^  aire  lA'iAiB'iBj)  ""  ï  aire  (A'iAiB'iBi)  ' 


L 
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Fig.  2. 

Avec  les  mêmes  centres  décrivons  les  arcs  A2B''2,  BaC» 
et  les  arcs  BiA^i,  CiB^i...  ;  nous  obtenons  de  même 


aire  (MNP...,  A)    _aire  (MA"iBi) 


1  aire  (MA"iBi) 


aire  Ti,  A) 


aire  (AiA^'iBiB^a)  ~"  2  aire  |AjA"iBiB"f)  ' 


Les  seconds  membres  de  ces  inégalités  ont  même  limite 
lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  croît  indéfiniment: 
en  effet,  Tangle  AiMBi  a  pour  mesure  Tare  qu'on  doit  en- 
lever à  Tare  équatorial  de  AOB  pour  avoir  Taire  du  quadri- 
latère AOBM.  Il  est  donc  <  AOB  et  par  suite  la  somme  des 
aires  A2A'«B2B''2,  est  plus  petite  que  la  zone  dont  les  deux 
bases  ont  pour  rayons  MA2  et  MB2  et  dont  la  hauteur  est 
2  AM.  Elle  tend  donc  à  zéro  avec  cette  hauteur  (n**  6);  de 
même  la  somme  des  aires  AiA"iBiB"i  tend  vers  0. 

Alors 


aire  (F.  A)        ,.  aire  (MAiB'i)  ,. 

:=  lim  —. r-r—. — =  lim 


aire  (fi,  A) 


aire  (A'2AiB'iB2) 


aire  (MA^Bi) 
aire  (AîA"iBiB"f)  ' 


Remarquons  que  AAi,  BBi,...  sont  égaux  chacun  à  un  ca- 
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drant:  considéroiis  alors  la  fi^:ure  constituée  d  un  srnnd- 
cercle  i  el  d'un  cercle  concentrique  y  de  nvon  AA^  :  pour 
plus  d'évidence  consîdên>ns  de  cette  fi^re  seulement  la 
partie  comprise  entre  deux  rayons  formant  un  angle  égal  à 
AiMBi  :  soit  001610261:  on  toî!  immédiatement  que 


air«   MJbB'i 


.  ,  o>  o     > 


a:re    o*-.ii 


jirp  'A'sAiB'iBt         aire  «B«i^ft>s 


> 


_aîr^_MAVBx  _ 
aire    A«A*xB:B*ti 


Or 


aire  *om%^. 
aire  i«B«i^xis 


aire  béoiispbêrr  f 

aire    yJ-  aire   yi 


Donc  enfin,  en  rapprochant  ces  égalités  des  précédentes 


aire   TA 


aire  >riA         aire  ''ff 

Appelons  p  la  hauteur  de  TA  ,  pi  celle  de   ri  A  ;  celte  éga- 
lité peut  s'écrire 

«in  f  I 

»in  f/i        sin  Ai  As 

9.  Soit  ABC  un  triangle  rectangle  [fig.  3  ,  C  son  angle  droit; 
soit  A  le  grand-cercle  de  centre  A,  et- soient  T.  T\  les  cercles 
de  centre  A  passant  par  C  et 
par  B.  Appelons  a^  b^  c  les 
côtés  du  triangle,  opposés 
aux  sommets  A,  B,  C.  Nous 
pouvons  appliquer  la  formule 
précédente,  où  p,  pi  et  AiAa 
auront  respectivement  les  va- 
leurs    |  — *.    I"""'     1^^' 


donc 
ou  bien 


cos  b 


cos  c 


cos  a 


cos  c  =:  cos  a  cos  b .       (2) 


Fig.  3. 


C'est  la  formule  fondamentale  pour  les  triangles  rectangles. 
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Soient  Ai  et  Ci  les  points  de  rencontre  avec  A  des  demi 
grands-cercles  qui  projettent  B  de  A  et  de  G  ;  appelons  a'  /3 
les  mesures  des  angles  A  et  B  dans  le  triangle  ABC  ;  dans 
le  triangle  AiBCi  on  a  : 

AiCi  =  —  —  a,  AiB  =:  -r-  —  c,  BCi  =  ^  —  a,  angle  B  =  j3. 

Â  A  ^ 

En  appliquant  la  formule  (2)  à  ce  triangle  on  obtient  donc 


sio  a  z=  sin  c  sm  a, 


(3) 


et, en  appliquant  au  même  triangle  cette  nouvelle  formule  (3), 


cos  a  zi:  cos  a  sin  J3. 


(4) 


'  Dans  les  formules  (2)  (3)  (4)  se  résume  toute  la  trigono- 
métrie des  triangles  rectangles.  D'après  des  procédés  con- 
nus on  en  tire  encore  toute  entière  la  trigonométrie  sphérî- 
que,  pourvu  que  Ton  possède  la  formule  pour  la  somme  des 
arcs.  C'est  cette  formule  que  nous  allons  maintenant  nous 
procurer. 

10.  Il  est  connu  qu'il  suffit  de  l'établir  dans  l'hypothèse 

que  la  somme  des  arcs  soit  <  ^.  Soit 

alors  ABC  un  triangle  rectangle  en 
\^  C  et  soit  CD  sa  hauteur  (fig.  4).  Po- 
sons AD=a,  BD  =  fr,  AC  = /w, 
BC  =  /i,  CAB  =  a,  CBA  =  /3, 
ACD  =  y         et ,    par    conséquence, 

Fig.  4.  ^ 

BCD  =  2  —  y.      En  appliquant   les 
formules  (3)  et  (4)  aux  triangles  ABC,  ACD,  BCD,  on  obtient 


.    ,,        sm  n        sm  m 

sm  (a  -|-  h)  =  —. =   — 


sin  o         sin  J3 


sm  a  =  sm  m  sm  y. 


sin  0  ==  sin  n  cos  y 


cos  7 

cos  a  =  -; — = 

sm  a 


sm  y 
cos  h  =  -; — J,  ; 
sm  p 
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d'où 

sin  a  cos  b  =z  -. — ^  «iu  'y  =  sin  (a  -4-  b)  sId  'v 

sin  p  ' 

a 

sin  i  cos  a  =  — —  cos  S  =  sin  (a  -1-  b)  cos  '7 

sin  a 

et,  à  cause  de  la  formule  (1), 

sin  a  cos  b  -\-  sia  b  cos  a  =  sin  (a  -|~  ^j*  (^) 

C'est  la  formule  pour  la  somme  des  arcs  :  afin  que  sa  dé- 
monstration soit  généralement  valable,  il  suffît  de  remarquer 
que,  par  suite  de  la  continuité  du  sinus  (n®  6),  il  existe  tou- 
jours un  triangle  rectangle  dans  lequel  la  hauteur  abaissée 
du  sommet  de  Tangle  droit  sur  Thypoténuse  divise  celle-ci 

en  deux  segments  donnés  (dont  la  somme  soit   <-2)-    Des 

formules  du  triangle  rectangle,  en  effet,  on  tire  aisément 
que,  les  lettres  conservant  les  mêmes  significations  que  ci- 
dessus,  on  a,  dans  le  triangle  rectangle  ABC, 

tg  AD  =  tg  AB  cos  'a. 

Or  de  la  continuité  du  sinus  il  suit  immédiatement  aussi 
la  continuité  de  la  tangente  et  du  cosinus:  si  donc  AB  res- 

tant  constant,  on  fait  croître  avec  continuité  a  de  0  à  ji  AD 

variera  avec  continuité  entre  AB  et  0  et  passera  par  toute 
valeur,  arbitrairement  assignée,  de  a  <  AB. 

Beppo  Levi  (Plaisance,  Italie). 


P.  S.  —  Cet  article  fut  envoyé  à  la  rédaction  en  août  1904.  Tout 
récemment  a  paru  dans  les  Mathematischen  Annalen  (Bd.  60)  une 
note  de  M.  Dehn  011  l'auteur  donne  une  démonstration  nouvelle  de 
Téquivalence  par  réunion  de  parties  égales  des  polygones  ayant 
même  excès  sphérique,  indépendamment  du  postulatum  de  la  con- 
tinuité. 

A  cette  occasion  je  donne  encore  quelques  autres  références  bi- 
bliographiques, dont  je  n'ai  eu  connaissance  qu'après  avoir  corrigé 
les  épreuves  de  l'article.    Dans  les  CoUectanea  de  M.  Enriqi^es: 
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Questioni  che  riguardano  la  geometria  elementare,  M.  Bonola 
donne  aussi  une  démonstration  de  la  pi^oposîtion  que  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  sphérique  est  plus  grande  que  deux  an- 
gles droits,  en  ayant  cependant  recours  à  la  notion  extensîve  de 
Taire  du  triangle,  qu'il  est  certainement  utile  d'éviter.  Au  contraire, 
dès  le  1895,  M.Mansion  a  donné,  dans  un  supplément  de  J/a^^^^is, 
une  construction  de  la  Géométrie  et  de  la  Trigonométrie  sphé- 
riques,  indépendante  des  hypothèses  sur  les  droites  parallèles  et 
sur  l'infinité  de  la  droite.  Si  Ton  confronte  avec  celle-ci  la  nouvelle 
construction  on  verra,  je  l'espère,  que  l'intérêt  méthodologique 
n'est  nullement  diminué. 

Plaisance,  12  Février  1905. 


LES  COORDONNEES  PROJECTIVES  SUR  LA  SPHERE 


1.  Des  coordonnées  sphériques  non-homogènes  ont  été  in- 
troduites par  G.  GuDERMANN  *,  qui,  pouF  déterminer  la  position 
d'un  point  M  par  rapport  à  un  triangle  sphérique  VXY  dont 
deux  côlésVXetVY  sont  droits,  mène  parle  point  en  question 
les  droites  sphériques  XM  et  YM.  La  première  rencontre  le 
côté  VY  en  Q,  la  seconde  rencontre  le  côté  VX  en  P.  Ge  sont 
les  tangentes  trigonométriques  des  arcs  VQ  et  VP,  qu'il  con- 
sidère comme  les  coordonnées  du  point  ^l  (Axenkoordinate). 
Quelquefois  il  emploie  aussi  un  système  de  coordonnées  po- 
laires :  l'arc  VM  et  l'angle  XVM,  qu'il  appelle  les  coordon- 
nées centrales  du  point  M  (Centralhoordinate).  Les  problè- 
mes ordinaires  de  la  droile,  des  coniques,  de  la  cycloïde  et 
de  la  chaînette  sphériques  qui  sont  traités  dans  ces  systèmes 
de  coordonnées  donnent  lieu  à  des  déductions  et  des  for- 
mules d'une  exlrême  longueur,  ce  qui  explique  suflisamment 
l'oubli  dans  lequel  les  recherches  de  Gudermann  sont  tom- 
bées. 


'  G.  GuHKRMANN.  Grutidriss  der  analytischen  Sphàrik.  Kôln,  1830. 
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Indépendamment  de  lui,  un  géomètre  anglais,  Gh.  Gra- 
ves ^  arrivait,  quelques  années  plus  tard,  aux  mêmes  sys- 
tèmes de  coordonnées.  Pour  l'emploi  des  coordonnées  po- 
laires sphériques  il  avait  été  devancé  par  son  compatriote 
S.  T.  Davies*. 

On  doit  à  MôBius*  un  premier  essai  d'introduire  un  sys- 
tème de  coordonnées  homogènes  sur  la  sphère.  Il  y  arrive 
en  étendant  à  cette  surface  le  calcul  barycentrique,  et  voici 
comment  il  procède.  Si  A,  B,  G  sont  trois  points  de  la 
sphère,  on  peut,  pour  tout  autre  point  Q  de  la  surface  sphé- 
rique,  trouver  des  nombres  a,  6,  c  tels  que 

acosVA  -|-  6cosVB  -|-  ccosVC  =  ^cos  VQ     , 

le  point  V  étant  un  point  de  la  sphère  tout  à  fait  quelconque. 
Pour  arriver  à  une  sphérique  analytique,  nous  voulons,  dit 
Mobius,  par  abréviation,  laisser  de  côté  les  signes  cos  et  V 
et  écrire,  au  lieu  de  Téquation  précédente  : 

«A  -h  ^B  +  cC  =  ^Q    . 

Les  coefficients  «,  6,  c  sont  alors  les  coordonnées  homo- 
gènes du  point  Q,  et  Mobius  démontre  ensuite  que  cette 
manière  de  traiter  analyliquement  la  surface  sphérique  est 
au  calcul  barycentrique  comme  la  sphérique  est  à  la  plani- 
métrie.  Le  centre  de  gravité  des  poids  «,  b,  c  en  A,  B,  G 
ne  sera  pas  dans  la  surface  sphérique,  mais  on  peut  ajouter 
au  centre  de  la  sphère  M  un  poids  m,  tel  qu'il  est  ramené  au 
point  de  la  sphère  aA  -h  6B  +  ^G. 

G.  Salmon*,  procédant  autrement,  arrive  à  des  meilleurs 
résultats.  Si  Ton  substitue  les  coordonnées  d'un  point  P  de 
la  sphère  dans  le  premier  membre  de  l'équation  normale 
a  =0  d'un  plan  passant  par  l'origine  (qui  est  en  même  temps 
le  centre  de  la  sphère),  on  obtient  la  normale  abaissée  du 


'  Two  ^ometrical  Memoirs  on  the  gênerai  properties  of  cônes  of  the  second  degree  and  of  the 
spherical  conics  by  M.  Chastes,  translated  from  the  french,  with  notes  and  additions,  and  an 
appendix  on  the  application  of  analysis  to  spherical  Geometry,  by  tho  Rev.  Chnrlos  Gkavrs. 
Dublin«1841. 

■  Transnctidn»  of  tho  Royal  Society  of  Edenbiirgh,  Vol.  XII. 

*  MÔBiUS.  Gesammelte  Werke,  Ilt«i>  Band,  S.  1-54. 

*  Salmon-Fikulkr.  Ànalytische  Géométrie  des  Haumes,  I.  Tcil,  3.  Auflago,  X.  Kapitel. 
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point  P  sur  le  plan  a  =  0  ou  encore  le  sinus  de  Wvc  sphé- 
rique  compris  entre  P  et  le  grand  cercle  déterminé  sur  la 
sphère  par  le  plan.  Les  valeurs  a,  /3,  y  qu'il  obtient  ainsi 
pour  trois  plans  différents  passant  par  le  centre  sont  les 
coordonnées  du  point  P  par  rapport  au  triangle  sphérique 
que  ces  trois  plans  déterminent  sur  la  sphère. 

Nous  allons  développer  un  système  de  coordonnées  pro- 
jectives  sphériques,  qui  permet  de  passer  de  deux  manières 
différentes  aux  cas  spéciaux  des  coordonnées  projectives 
planes  et  aux  coordonnées  cartésiennes.  Le  traitement  des 
proi)lèmes  sphériques,  dans  ce  système  de  coordonnées,  se 
trouvera  élre  plus  simple  et  plus  symétrique  que  celui  .des 
problèmes  analogties  pour  le  plan,  et  il  ne  nécessitera  nulle 
part  l'intervention  de  la  connaissance  des  coordonnées  car- 
tésiennes. Sous  ce  rapport,  l'exposition  ordinaire  des  coor- 
données projectives,  qui  présuppose  déjà  la  connaissance 
de  ce  qui  en  est  un  cas  spécial,  laisse  certainement  à  dé- 
sirer. 

Nous  nous  servons,  dans  l'exposition  des  éléments  de  la 
sphérique  analytique  qui  va  suivre,  de  quelques  relations 
très  simples  du  calcul  des  vecteurs  qui  se  tiouvent  dans  un 
article  de  L'Enseign.  Mathématique  (mars  1902,  p.  111-113;. 

2.  F^e  rayon  de  la  sphère  étant  Tunité,  chaque  point  de  sa 
surface  est  déterminé  par  un  vecteur-unité  r  partant  du  cen- 
tre. Chaque  multiple  positif  de  ce  vecteur  détermine  le  môme 
point;  chaque  multiple  négatif  détermine  le  point  diamétra- 
lement opposé. 

Une  droite  sphérique,  son  sens  positif  étant  fixé,  est  dé- 
terminée par  un  vecteur-unité  1  parlant  du  centre,  normal  au 
plan  de  la  droite  sphérique,  et  à  gauche  lorsque  celle-ci  est 
parcourue  dans  le  sens  positif,  l^n  multiple  négatif  de  1  dé- 
termine la  même  droite  parcourue  dans  le  sens  inverse. 

3.  Le  triangle  sphérique  rir2r8  a  les  angles  extérieurs 
Al ,  Ai ,  A»  ou  A28 ,  A31 ,  A18 ,  les  côtés  ai ,  a^ ,  r/s  ou  r/ss,  an  ,  ait 
et  les  hauteurs  //i ,  //i,  fis.  Si,  en  parcourant  les  côtés  dans 
le  sens  indiqué  par  les  flèches,  on  prend  les  vecteurs  li,  I2,  Is 
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des  droites  à  gauche,  on  obtient  le  triangle  polaire  dont  les 
angles  extérieurs  sont  an,  an ,  ait  et  les  côtés  An ,  An ,  Ait . 


Les  propriétés  des  produits  scalaires  nous  donnent  d'abord 
les  relations  suivantes  entre  les  vecteurs  des  sommets 
Fi ,  rs,  rs  et  ceux  des  côtés  li ,  I2 ,  Is  du  triangle  sphérique 


(1) 


r,.  r^  =  cos  û  .^ 


h  h  =  ^o8  A..^ 


r..  r.-  =  r.*  =  1 


(2) 


»  "< 


1,1,  =v  =  i 


(31 


l,r,  =  0 


tandis  que  celles  des  produits  vectoriels  nous  fournissent  les 
égalités  : 


(4)  Vr»rt  =■  sinai.li  Vrsn  =  sinas.Is 

(5)  \'1j1»   =  sinAi.n  Vhli    =  sinAa.rs 


VriFï  :=:  sin<fs.lt 
Vil  h  =  sînAt.rt  . 


L'Easeig^cment  mathém.,  7*  aanée;  1905. 
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Les  deux  premières  des  éqiialions  (4)  et  (5)  nous  donnent 
ensuite  : 

Vri  Fs  .  Vrs  ri  =  sîn  a\  sin  as .  li  h 
Vis  Is  .  Vis  11    =  sin  Al  sin  At .  n  r»     , 


ï  »      • 


qui,  pouvant  s  écrire 


ra  rt .  rf  ri  —  rt  n  =  sin  a\  sin  ai .  h  1« 
Il  b  .  h  11    —  Is  11   =  sin  Ai  sin  As  .n  Ta     , 

sont  les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphé- 
rique  : 

cos  ai  cos  ai  —  cos  a%  =  sin  ai  sin  as  cos  At 
cos  Al  cos  As  —  cos  Aa  =  sin  Ai  sin  As  cos  at     . 


En  outre,  la  multiplication  scalaire  des  équations  (4)  par 
Fi ,  fe ,  Fj  donne 


(6) 


sin  ai  sin  hi   =  sin  as  sin  h%   =  sin  at  sin  At 


de  même  celle  des  équations  (5)  par  li,  la,  Is 


(7) 


sin  Al  sin  hi  =  sin  As  sin  ht  =  sin  At  sin  ht     ; 


d'où  nous  tirons  encore 


(8) 


sin  ai  :  sin  at  :  sin  as  =  sin  Ai  :  sin  As  :  sin  As  . 


4.  Le  vecteur  d'un  point,  qui 
en  général  n*est  pas  un  vec- 
teur-unité et  que  nous  écrirons 
donc  Jo^T^  décomposé  d'après 
les  trois  vecteurs  non-coplanai- 
res,  qui  déterminent  les  som- 
mets du  triangle  de  référence, 
donne 

XéV  •=  m\ n  +  ms rs  +  ifis Ti . - 

ou,  si  nous  introduisons  trois 
constantes  (a^  différentes  de  zéro 

xii  ziz  [kixiTi  +  fAs Tsrs  -|-  [As:r8rt  . 


Le  vecteur  d'une  droite,  qui 
en  général  n'est  pas  un  vec- 
teur-unité et  que  nous  écrirons 
donc  W4 1 ,  décomposé  d'après 
les  trois  vecteurs  non-coplanai- 
res  correspondant  aux  sommets 
du  triangle  polaire,  donne 


(M  1  =  /Il  11  -f-  ns  Is  -h  ns  11 

ou,   si   nous  introduisons  trois 
constantes  v.  différentes  de  zéro 

a4l=:  viuili -|- vsi/sls  4*^<<sl>   • 
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Les  coefficients  or, ,  ^, ,  x^ 
sont  les  coordonnées  du  points 
tandis  que  le  point 

fxiTi  -f-  f*«rj  -|-  far»    , 


Les  coefficients  u^ ,  w^,  7/3  sont 
les  coordonnées  de  la  droite,  tan- 
dis que  la  droite 

VI  11  -|-  vilt  +  vtls    , 


dont  les  coordonnées  sont  égales  dont  les  coordonnées  sont  égales 

à  l'unité,  est  le  point- unité.  à  l'unité,  est  la  droite-unité, 

5.  Equation  d'une  droite.  Pour  Equation  d* un  point.  Pour  que 

que  le  point  la  droite 


fAixin  -h  fASjrsrs  +  f*t^»ri 
soit  sur  la<iroite  donnée  - 

il  faut  et  il  suffît  que  la  distance 
sphérique  de  ces  deux  vecteurs 

soit  -â  ,  ou  que  leur  produit  sca- 
laire 


viwih  +  vittïls  +  vtwiU 

passe  par  le  point  donné 

pijTifi  +  f*«r«rï  4-  f*«j"»rt    , 

il  faut  et  il  suffit  que  la  distance 
sphérique  de  ces  deux  vecteurs 

soit  —  ,  ou  que  leur  produit  sca- 
laire 


fAi  VI  sin  Al  .171 XI  -|-  fit  VI  sin  As  v%  x\  »i  ^\  sin  h\ .  y\  m  -\-  vi  ^s  sin  ht ,  ^1  us 

-|-  \t%  vt  sin  hz.vtxt  -)-  vs  fAt  sin  ht,y%ut 

soit  nul.  soit  nul. 

Ces   conditions   se   simplifient  considérablement  si  nous 
choisissons  les  constantes  /u^  et  v^.  de  manière  à  ce  c\ue 


(9) 


fAi  VI  sin  Al  =  fAs  vs  sin  As  =  pi  vi  sin  As  =  A 


Dans  ce  cas  Téquation  de  la  droite  devient  en  coordonnées 
ponctuelles  sphériques 

VI  Xi  +  rs  xs -|- t%  ors  =  0    , 

et  celle  du  point  en  coordonnées  tangentielles  sphériques 

yiui  +  y\u\  '\-  yt  ws  =  0    . 

L'équation  de  la  droite-unité  est 

.ri  -|-  xs  +  JtB  =  0 

et  celle  du  point-unité 

«l  +  IIS  +  «8  =  0 
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6.  Le  tenseur  x^  du  point 


Le  tenseur  //^  de  la  droite 


ar4  r  =  /Al  an  n  +  fM  on  rj  +  /as  xt  n  «u  1  =  vi  «i  h  +  vj  u%  h  +  vt  i/s  It 

se  trouve,  en  prenant  le  carré  :  se  trouve,  en  prenant  le  carré  : 

2^\^2XiXîvo^at-\-  ...  2vi  vs  (/t  f/icos  At -h  ... 

Nous  représentons  cette  forme  Nous  représentons  cette  forme 

quadratique,   qui   revient   sou-  quadratique,   qui  se  rencontre 

vent,  par  souvent,  par 


eo  [xi  x%  xi]     ou     6>  (xx) 


Çi(u\UiU^)     ou     iX(uu)    . 


7.  Si  Ion  =  0  et  lora  =  0,  c'est-à-dire  si  les  poinls  Pi(ri) 
et  Psfra)  sont  situés  sur  la  droite  lo,  tout  point 

P  =  n  —  >  r» 

est  également  sur  lo ,  parce  que  son  produit  scalaire  par  lo 
est  nuL  En  outre,  nous  avons 

(i>.p.p)  =  ^4^  =  x . 

sm  Pj  P 

car  si  t  est  la  valeur  absolue  ou  le  tenseur  de  ri  —  Xra,  les 
propriétés  du  produit  vectoriel  nous  donnent 


I  V(ri  —  \t2)  n  I  =  X  I  Vn  ra  I  =  r  sinTHR 

et       I  Y(ri  —  >ri)  n  I  =  I  Vn  rt 


=  T  sin  P  Pf    ; 


donc 


3iz=(PiPfP)    . 


De  même  on  démontre  que  la  droite  sphérique 

passe  par  l'intersection  des  droites  sphériques  />i(li)  et  p^'h) 
et  que 

l  =  ipip^p)   . 

Le  rapport  aiiharmonique  des  points 

n  ,  ri  t  n  —  \t\       et       ri  —  \i.Vi 
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est  Xifx,  et,  si  l'on  fait  passer  par  ces  quatre  points  les  qua- 
tre droites  sphériques  concourantes 

Il  .  b  ,  Il  —  ).o1j         et         11  —  fAcls 

on  aura  les  égalités 
liri=:0    lîr«=:0    (Il  —  >oh)(ri  -  Xr»)  =  0    (li  —  f*olt)  (n  —  fAr»)  =  0  , 

dont  les  deux  dernières,  simplifiées  à  Taide  des  deux  précé- 
dentes, donnent  le  théorème  de  Pappus 


8.    Les    droites    joignant    le 
point 

P  =  ,ui  oFi  Fi  +  ftt  -Cl  n  +  f*»  jr»  Fi 


Les  points  d'intersection  de 
la  droite 

/>  =  VI  Ml  h  -\-  ^utïk  -f-  vs  «»  1» 


aux  sommets  du  triangle  ren-      et  des  côtés  du  triangle  déter- 
contrent  les  côtés  opposés  en  minent  avec  les  sommets  oppo- 

sés les  droites 


Pi  =  fM  ara  n  +  ftt  xs  rs  : 
Pi  =  fu Xt  Tf  +  fAi  ari  n  ;      Pa  =  .. . 

car  P  est  aussi  bien  sur  la  droite 
qui  relie  P,  au  sommet  A^  que 
sur  celle  qui  relie  P,  à  A,  ,  etc. 
Pour  le  point-unité 

E  =  fxin  +  fAin  -f-  fABFt 

nous  avons  de  même  ^ 

El  =  |uiiFi  -}-  fMF»  ; 
Et  =  (Al Fi  +  j»i Fi  ;       El  =  ... 


p\  =  va  Ml  11  -|-  Vf  Ut  It  ; 
p%  =  Vf  «8  b  +  VI  «1  11  ;       /?f  =  . . . 

car/7  passe  aussi  bien  par  Tin- 
tersection  de  p^  et  du  côté  a^ 
que  par  celle  de  p^  et  a^ ,  etc. 
Pour  la  droite-unité 

e  =  VI  11  -|-  VI  b  -|-  Vf  b 
nous  avons  de  même 

ei  =  vab  -|-  Vf  b  ; 

ei  =  Vf  b  -|-  VI  11  ;         es  =  . . . 


^  Los  points  conjugués  harmoniques  E'i  =  (AiFl  —  fAsFs  ,  E'i  r=:  fisFf  —  f*iFi  , 
E'i  =  uiFl  —  fAiFl  sont  sar  une  droite  (polaire  trilinëaire  de  E),  dont  l'équation  —  dans 
la  supposition  toutefois  que  les  (A.  et  v^  aient  été  choisis  tels  que  ^^.v^.  sin  h^  est  une  cons- 
tante —  peut  s'écrire 

XI  +  ari  -|-  a?i  =  0     . 
La  polaire  trilinéaire  du  point-unité  est  donc,  dans  cetta.Aupposition,  la  droite-unité. 
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Nous   en  concluons,   d'après 
§  7,  que 

(AjAtPi)  =  — &îi? 

et        (AfA,Ei)  =  —  ^    , 

fia 

c'est-à-dire  que 


X\ 


(AiA8EiPi)  =  —    . 

Xt 


Nous   en  concluons,   d'après 

§  7,  que 


(atatpi)  =  — 


V8I<8 


vs 


et        (tfîflfei)  = , 


c'est-à-dire  que 


u% 


[a\  at  €1  pi)  =  — 

^  1/8 


De  la  même  manière  on  trouve  De    la    même    manière    on 

naturellement  trouve 


(AtAiEtPt)  =  —    ,  etc. 

Xl 


(a%aietpt)  =  —    ,  etc. 


9.  Ceci  nous  permet  de  démontrer  les  théorèmes  suivants  : 


Si,  du  centre  de  la  sphère, 
les  sommets  A, ,  A,,  Ag;  et  les 
points  E;  P;  E^ ,  P,  ;  et<;.,  se 
projettent  sur  un  plan  quelcon- 
que f  en  A', ,  A', ,  A'3  ;  E'  ;  P'  ; 
E'^ ,  P'^  ;  etc.,  les  coordonnées 
projectives  x' ^  du  point  P'  par 
rapport  au  triangle  plan  A\  A',  A'g 
seront  les  mêmes  que  celles  du 
point  P  par  rapport  au  triangle 
sphérique  A^AjAg,  pourvu  que 
la  projection  E'  du  point-unité 
E  devienne  point-unité  dans  le 
triangle  plan. 

En  effet,  nous  avons  vu  que, 
dans  le  triangle  sphérique  : 

(AfA.EiPi)=-    . 

xz 

Nous  avons  de  même,  comme 
cas  spécial  dans  le  triangle  plan  : 

(A'jA',E'iP'i)  =  î^   . 

X  8 

D'après  le  théorème  de  Pap- 
pus,  les  deux  rapports  anhar- 
monîques    sont    égaux  ;     nous 


Si,  du  centre  de  la  sphère, 
les  côtés  «I ,  ûj ,  «3  ;  et  les  droites 
^'y P\  ^\\ P\y  etc.,  se  projettent 
sur  un  plan  quelconque  c  en 
a\ ,  a\ ,  a'3  \e'\p'\e\\  p'^ ,  etc. , 
les  coordonnées  projectives  ii\ 
de  la  droite  p'  par  rapport  au 
trilatère  plan  a\a\a\  seront 
les  mêmes  que  celles  de  la  droite 
p  par  rapport  au  trilatère  sphé- 
rique «i^jag»  pourvu  que  la 
projection  e'  de  la  droite-unité 
e  devienne  droite-unité  dans  le 
trilatère  plan. 

En  effet,  nous  avons  vu  que, 
dans  le  trilatère  sphérique  : 


U\ 


[a%a^e\p\)  =s  —    . 


u% 


Nous  avons  de  même,  comme 
cas  spécial  dan  s  le  trilatère  plan  : 


U\ 


{a\a^te'ip\)  =  -7-    . 


u  s 


D'après  le  théorème  de  Pap- 
pus,  les  deux  rapports  anhar- 
moniques    sont    égaux  ;     nous 
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avons  donc  —  :=  -r  ,  et  de  même 
ors       X» 

XI       a/»      ,     ^  .    j. 
—  =  -7  ,  c  est-a-dire 

XI  :  xi  :  x«  =  x'i  :  x'f  :  x't    , 

ce  qu*il  fallait  démontrer. 


avonsdonc  —  =  -7- ,  et  de  même 
u%       u% 

—  :=  -s-  ;  c  est-a-dire 


tfi  :  us  :  tfs  =  u'i  :  u'i  :  m's    , 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 


-.r'  ^ 


-p' 


^^.  i. 


10.  Prenons  comme  application  (fig.  2)  le  triangle  sphérique 

AiA«Ae,  dont  les  côtés  As  Ai,  Ai  A«,  \%\z  sont  t  »  6,  "2  1 
tandis  que  le  point-unité  E  coïncide  avec  le  point  d'inter- 
section des  médianes,  les  projections  se  faisant  sur  le  plan 

tangent  en  Aa.  Dans  ce  cas  on  a  AsEï  =  As  Es  =  7-  et,  par 
conséquent,    le    rayon    de    la    sphère    étant   Tu  ni  té,    As  E'i 

Pour  trouver  E',  les  points  E'i  et  E'a  doivent  élre  reliés  à 
A'i  et  A'2;  mais,  comme  ceux-ci  sont  à  Tinfini  sur  les  «  axes» 
AsX  et  AeY,  il  suffîrsi  de  mener  par  E'i  et  E'«  des  parallèles 


216  M.- F,   DANIELS 

à  ces  axes;  leur  point  d'intersection  sera  le  point-unité  E' 
de  la  figure  plane.  De  même  on  trouve  la  projection  P'  d'un 
point  quelconque  P  comme  intersection  des  parallèles  à 
AsX  et  A»  Y  menées  par  P'i  et  P'g. 

Si  nous  appelons  maintenant  AaP'i  et  AsP'a  les  coordon- 
nées cartésiennes  Y  et  X  du  point  P'  par  rapport  aux  axes 
obliques  AaX  et  As  Y,  le  théorème  démontré  nous  fournit 
les  relations 

2  =  '^'^•^'''"  =  (A'.A'.E'.P'.,  ^  ^  .  A_i|^^  =  A^^  =  X 

^  /A       A      1?     n    \  /A/     A'     C#     D/  \    —    ^'*^'*  At   P'i  Af  P'i 

-  =   Aj  AaEi  Pi)  =   A'f  A  t  E  i  Pi    =  ./   p/    •  ITlFr  =■  7— ft  =    *  ' 
X9  '        At  Pi      A»  1 1        At  El 

OU  encore 

xi  :  an  :  a:»  =  X  :  Y  :  1    ; 

de  sorte  que,  si  f{xiûr%xz)  =■  0  est  Téquation  en  coordonnées 
trilinéaires  d'une  courbe  sphérique  par  rapport  au  triangle 
sphérique  de  la  fig.  2,  le  point-unité  étant  l'intersection  des 
médianes,  l'équation  de  la  courbe  plane  correspondante  en 
coordonnées  cartésiennes  par  rapport  aux  axes  obliques  de 
la  même  figure  sera 

/•(X.  Y.  l)  =  o   . 

11.  Nous  pouvons  trouver  des  relations  analogues  entre 
les  coordonnées  tangentielles  d'une  droite  sphérique  p  et 
celles  de  sa  projection  p'.  En  effet,  la  droite-unité  e  étant  la 
polaire  trilinéaire  du  point-unilé  E,  il  faut  que  * 

El  H,  =  E,  Hi  =  I 

si  Hi  et  Hg  sont  les  points  d'intersection  de  e  avec  les  côtés 
ai  et  a2  du  triangle  sphérique.  Il  s'ensuit  que  leurs  projec- 
tions H'i  et  H'g  seront  déterminées  par 

AtH'i  =  AtH'f  =  — 1    . 
Une  droite  quelconque  p  donne,   avec  les  deux  premiers 


*  Car  on  a  Ei  =  n  +  îi  1  P^**  conséquent  Hi  =  n  —  n  t  ot,  comme  le  produit  tcaUire  de 
ces  deux  vecteurs  est  nul,  leur  distance  sphérique  est    -  . 
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côtés,  les  points  d'intersection  111  et  Ht ,  tandis  que  sa  pro- 
jection/?' rencontre  les  «axes»  correspondants  en  II'i  et  n'a. 
Nous  avons  donc 

—  =  (aifliejw  =  AiAiHiO»  =  AiA'iH'in'a  =  ■r-lïr  •  77-57  =  t-;w- =  — 
M»  r         »  '       Al  n  «     A'i  H'j       Al  n'i         a 

"•  l  \  /A      A      U     n    \  /A       A/U/     r./V  A$  H'i        A'«  H 'l  A,  H^  — 1 

OU  encore 

ui  :  m  :  {/t  = :  —  t  :  1  =  «  :  «  :  1    , 

a  b 

si  nous  désignons  As  FI'»  et  As  II'i ,  c'est-à-dire  les  distances 
de  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  />'  avec  les 

axes  AsX  et  As  Y  par  «  et  6,  et  si,  avec  Pliicker,  nous  rempla- 

1  1 

çons et -r  par  u  et  v. 

Si  donc  l'équation  d'une  courbe  sphérique  par  rapport  au 
triangle  sphérique  de  la  fig.  2  est  en  coordonnées  trigonales 

f[Ul  ,  ut ,  Ml)  =  0    , 

l'équation  de  la  courbe  plane  correspondante  en  coordon- 
nées de  Pliicker  par  rapport  aux  axes  obliques  de  la  même 
figure  sera 

/•(w,  V,  1)  =  0    . 

Application.  L'équation  d'une  droite  sphérique/?  étant 

«1  xi  +  M»  an  -f-  1/1 XI  =  0    , 

celle  de  la  droite  /?'  dans  le  plan  est,  par  conséquent 

-+^—1  =  0         ou         ttx-|-t7  +  l=0. 

12.  Pour  trouver  une  autre  signification  géométrique  des 
coordonnées  ponctuelles  et  tangentielles  introduites,  reve- 
nons aux  expressions 

X4r  =  fiixin  +  ftixiFs  4*  f^^trs     et     U4I  =  viuili -f-viuib  +  ^u*!* 

et  rappelons-nous  (fig.  1)  que  la  distance  sphérique  du  point 
r  à  la  est  le  complément  de  l'arc  |s,  tandis  que  la  distance 
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de  1  à  rs  est  le  complément  de  it ,  Multipliant  donc  les  deux 
équalions  par  Is  el  rs,  nous  obtenons 

X4  sin  II  =  |M  JTs  sin  hz  lu  8ia  ^s  =  vs  u%  sin  ht    , 

d'où  nous  concluons  facilement 

sin  |i  pin  \%  sin  %% 

juii  sin  Al     fif  8in  As     fa  sin  ht 

et 

siu  ^1  sin  9t         sin  Js 


2£i  :  lit  :  «t  = 


VI  sin  /il  '  vs  sin  Ai  '  vs  siu  ht 


si  (^.  sont  les  distances  sphériques  du  point  P  aux  trois  côtés 
et  i^  les  distances  sphériques  de  la  droite  p  aux  trois  som- 
mets du  triangle  de  référence. 

En  faisant  coïncider  le  point-unité  avec  Tinterseclion  des 
médianes,  c'est-à-dire  en  prenant  ju^.  =  1 ,  nous  devons  pour 
satisfaire  aux  équations  (9)  prendre  les  coefficients  v.  de  ma- 
nière à  ce  que  (^^sin  A^.  devienne  constant.  Nos  proportions  se 
simplifient  par  ces  suppositions,  et  si  nous  passons  encore 
de  la  sphère  au  plan,  où  le  rapport  de  deux  sinus  devient  le 
rapport  des  arcs  correspondants,  nous  aurons 

•*    1      •     X\     m     Xt      ^—  m  •        "•  •  J 

Al       Al       At 
f/i  :  ut  :  tft  =  Ji  :    Ji  :   et    ; 

de  sorte  que  Téquation  d'une  droite  plane  (et  d'un  poini)  en 
coordonnées  trilinéaires  devient 

Ai  As  As 

13.  Passons  au  cercle  sphérique. 

Toutes  les  droites  u^  qui  ont  Tous  les  points  x^  qui  ont  la 

la  même  distance  ç-d'un  point  même  distance  ^  d*une  droite 

fixe  y.  enveloppent   un    cercle  sphérique  v^  sont  sur  un  cercle 

sphérique  dont  l'équation  est  sphérique  dont  Téquation  est 

(f*i  ji  n  -|-  ixiysrs  -|-  fis )srs)  <vi  i/x L  -|-  vs  wils  +  vs  ws  Is)  =  y*  ua  sin  p  ;  j 

r  ivitJih -}- vscals-h  vstîslsl  (fAioTiri -j-fts-rsrs  +  fxsrsrt)  =r4a'4COsp  ; 
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ou  encore  : 

(10)     {yiUi-\-yiU2  -f-jti/slA— r4i/4sinp  =  0  , 

car  les  tenseurs  des  deux  vec- 
teurs dont  nous  avons  formé  le 
produit  scalaire  sont  y^  et  i/^ , 
tandis  que  leur  distance  sphé* 

rique  est  ^  —  q  . 

L'équation  (10)  du  cercle  en 
coordonnées  tangentielles  u^  est 
en  réalité  du  second  degré,  parce 
qu'elle  contient 

Si  Ton  y  pose  ç  =.  0 ,  on  re- 
tombe sur  Téquation  bien  con- 
nue du  point  i/f . 

14.  Il  est  évident  que  réci- 
proquement toute  équation  en 
coordonnées  tangentielles  de  la 
forme  *  : 

Bl  «1  -I-  Bi  Ml  -f  Bt  «8  +  B4  1/4  =  0 

représente  un  cercle  sphérique 
dont  on  détermine  le  centre  y^ 
et  le  rayon  ç  par  la  comparai- 
son avec  Téquation  (10),  donnant 

ji  A  =  Bl  ;  jï  A  =  Bf  ;  j,  A  =  Bj  ; 
yi  smp=z  —  B4    ; 

ce  qui  nous  permet  de  dire  que 

fil  Bl  n  +  fA9  Bt  n  -{-  fM  B«  ri 

est  le  centre,  et  que  le  rayon  se 
trouve  par 


sinp  =  — 


B4A 


^«(BiBtBs) 


ou  encore  : 

(11)       {VtXl-\-ViXt+V9JCt)à — VéXlCOSp 

car  les  tenseurs  des  deux  vec- 
teurs dont  nous  avons  formé  le 
produit  scalaire  sont  v^  et  .r^ , 
tandis  que  leur  distance  sphé- 
rique est  Ç  =  2  —  ^  • 

L'équation  (11)  du  cercle  en 
coordonnées  ponctuelles  jc^  est 
en  réalité  du  second  degré,  parce 
qu'elle  contient 


=  0. 


X4  =  \/^[xiXfjn)     . 

Si  l'on  y  pose  ^  ==  k  —  Ç  =  0 , 

on  retombe  sur  l'équation  bien 
connue  de  la  droite  v,.  . 

11  est  évident  que  toute  équa- 
tion en  coordonnées  ponctuelles 
de  la  forme  *  : 

fn  XI  +  hiXi  +  bBXt  +  b^Xt  zz:  0 

représente  un  cerclé  sphérique 
dont  le  centre  et  le  rayon  se 
trouvent  par  la  comparaison 
avec  l'équation  (11),  donnant 

n  A  =  fti  ;  »ï  A  =  ht  ;  ri  A  =  /il  ; 
Va  cos  p  =z  —  64    ; 

ce  qui  nous  permet  de  dire  que* 

vihih  +  tnbjU  +  vj  Lt  U 

est  le  centre,  et  que  le  rayon  se 
trx)uve  par 

64  A 

C08  p  = /     i    i   I      ' 


*  11  est  à  remarquer  que,  dans  cette  équation,  les  corfHcicnts  sont  indt^pendants  entre  eux , 
B4  et  6«  ne  sont  donc  nullement  \^Çk  (Bt  Ri  Bt)   «t  )/oi  (bi  bt  bt)    . 

■  Si  nous  appelons  û,'{b^)  la  dérivée  de  A  {bt  bt  bt)  par  rapport  à  b^  ,  cette  expression  pour 
le  centre  peut  encore  s'écrire  pu  il'\bt),Ti  +  p^iCi'\bt).Tt  +  fA8ll'(6a)-n   . 
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15.  En  partant  des  équations  (10)  et  (11),  il  est  facile  de  voir 
que  les  équations  des  circonférences  sphériques  tangentes 
aux  trois  droites  non-concourantes  c^,  fv^,  r^  ou  passant  par 
trois  points  y^.,  z.^  /^,  qui  ne  sont  pas  sur  la  même  droite 
sphérique,  seront 


Ul      f/S     I<8     1/4 


V\    v%    v%    v^ 


W\     W%     M'S     W^ 


ri     rt    rt    FA 


=  0 


XI  Xt  X9  X4 

yi  jn  yt  n 

;;i  zt  Z9  z^ 

h  U  t%  U 


=  0 


16.  Exemples.  —  Cercle  ins^ 
crit.  Dans  ce  cas,  les  trois  droi- 
tes données  sont  les  côtés  du 
triangle,  dont  les  coordonnées 
sontjl,  0,0),  (0,1,0),  (0,0,1), 
tandis  que  les  éléments  corres- 
pondants dans  la  dernière  co- 
lonne  du  déterminant  devien- 
nent ^1 ,  Vf ,  l'a .  L'équation  du  cer- 
cle inscrit  en  coordonnées  tan- 
gentielles  est,  par  conséquent  : 


Cercle  circonscrit.  Dans  ce 
cas,  les  trois  points  donnés  sont 
les  sommets  du  triangle,  dont 
les  coordonnées  sont  (1 ,  0 ,  0) , 
(0,1,0),  (0,0,1),  tandis  que 
les  éléments  correspondants 
dans  la  dernière  colonne  du 
déterminant  deviennent  /A|  ,  ^^ , 
/*3  .  L'équation  du  cercle  cir- 
conscrit en  coordonnées  ponc- 
tuelles est  donc 


Ul     ut  U9    U4 

10  0»! 

0       1  0      V2 

0    0  1     V, 


=:  Vi  f/l-{-ViUS-)-V8M8 
—  1/4  =  0    . 


xi  o:)  ors  a:4 

1  0  0  fAl 

0  1  0  fA8 

0  0  1  fis 


=  fAl  Xl  +5*1  X»  4-fA|Jn 
^  X4  =  0    . 


Il  est  évident  que  ces  équations  peuvent  encore  s'écrire 
ce  qui,  développé,  donne 

ut  ut      .    ,  Al      ,      1/8  Ml       .Tï*   Al      ,      Ml  f/8      .    ,  A|  ^ 

sin»  --  H 81  -^ sin»  —  =  0    ; 

Vl  2  V8  2  Vi  Z 


XiXt      ,    9  Ûl       ,      4^8  JTl 

8in'-s-  H 

fil  2 


flfj    .    xiat    .  ,  at 


flS  2  fAS 


=  0 


Les  centres  sont 


fAi  VI  n  -|-  fAt  vj  n  +  f*»  *«  r8 


et  vi  juii  11  -|- V8  fAs  b  +  V8  {AS  la     ou 

fAiaVOri  +  fAJÛ'lfAJ/n  +  fA8Û'(p8)r8    , 
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tandis  que  les  rayons  se  trouvent  par  les  formules 

8in  r  =     .  ;  cos  R  =: 


|/m  (VI  Vf  va)  |/ft  (  (Al  yL%  fjui) 

Enfin,  si  nous  prenons  yL^  =  1  et  v^.  =  sinA^. ,  c'est-à-dire 
si  nous  prenons  Tintersection  des  médianes  comme  point 
d'unité,  les  éqtialions  précédentes  deviennent 


•Al    .  Al    .  At        ^ 

a?i  jrs  8in'  —  -^  x%x\  sin'  ---  +  jri  or»  sin'  —  =  0    . 

^  iS        °. .  ^ 

Pour  le  plaHy  Téquation  du  cercle  inscrit  restera  en  coor- 
données barycentriques 

tandis  que  celle  du  cercle  circonscrit  devient 

tf i'  xt  x%  +  «»•  xt  xi  +  fla"  xi  xt  =  0    . 


M.-Fr.  Daniels  (Fribourg,  Suisse) 


DETERMINATION  DES  AXES  D'UNE   HYPERBOLE 

DONT  DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  SONT  DONNÉS 


On  connaît  beaucoup  de  constructions  des  axes  d'une 
ellipse,  dont  deux  diamètres  conjugués  sont  donnés.  L'une 
des  plus  récentes  et  des  plus  fécondes  est  celle  qui  est  due 
à  M.  Manheim  *.  Moins  nombreuses  sont  les  solutions  de  la 
même  question  pour  Thyperbole.  Mais  on  peut  résoudre  cette 
dernière  question  avec  la  même  facilité  que  la  première,  si 
Ton  regarde  une  hyperbole  quelconque  comme  projection 


>  Houv.  Annales  de  Mathématiques,  1904,  janvier. 
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d'une  hyperbole  équilatère.  J'ai  donné  quelques  relations 
entre  une  hyperbole  équilatère  et  une  hyperbole  générale 
dont  Tun  des  axes  est  égal  à  Taxe  de  la  première,  dans  un 
article  intitulé  :  «  Ueber  einige  Beziehungen  der  allgemeinen 
Hyperbel  zu  der  gleichseitigen  *,  et  je  continuerai  ici  ces 
recherches  en  vue  de  la  détermination  des  axes  d'une  hyper- 
bole générale. 

1.  Soit  une  hyperbole  équilatère  A  et  a  son  demi-axe.  Fai- 
sons tourner  cette  hyperbole  h  autour  de  Taxe  imaginaire 

d'un  angle  «  <  ^  •  Si  nous  projetons  cette  position  de  l'hy- 
perbole h  sur  le  plan  primitif,  nous  obtiendrons  une  hyper- 
bole h\  dont  le  demi-axe  imaginaire  V  sera  égal  à  a  et  dont 
l'axe  réel  sera  2  a  cos  «  =  2  a',  or  a*  <  V,  L'angle  asymplo- 
tique  de  l'hyperbole  A'  sera  un  angle  obtus  ç.  Deux  diamè- 
tres quelconques  conjugués  de  l'hyperbole  h  se  projetteront 
en  deux  diamètres  conjugués  de  la  projection  h\  Nous  pou- 
vons donc  considérer  deux  diamètres  conjugués  d'une  hyper- 
bole générale  h'  à  l'angle  asymptotique  9  obtus  comme  pro- 
jections de  deux  diamètres  conjugués  (égaux)  d'une  hyper- 
bole équilatère  h  ayant  les  axes  égaux  à  l'axe  imaginaire  de  h\ 
en  observant  que  l'hyperbole  h'  est,  dans  le  sens  indiqué,  une 
projection  de  l'hyperbole  A. 

Nous  employons,  dans  ce  qui  suit,  une  construction  parti- 
culière de  rhyperbole  équilatère  A.  Etant  donné  un  cercle  k 
(fig.  1),  dont  le  rayon  est  égal  à  a,  menons  une  tangente  t 
quelconque  au  cercle  k.  Soit  le  point  de  contact  Ai,  et  le  dia- 
mètre AOAi  Taxe  réel  de  l'hyperbole  A  cherchée.  J'ai  démon- 
tré, dans  l'article  cité,  que  les  courbes  A  et  A  sont  des  cour- 
bes correspondantes  dans  une  homologie  harmonique^  dont 
A  est  le  centre  et  /  Taxe  d'homologie.  On  trouve  un  point 
quelconque  sur  A  de  la  manière  suivante.  On  choisit  un  point 
quelconque  T  sur  /,  on  joint  T  au  point  O  et  on  mène  une 
perpendiculaire  en  T  sur  t,  La  droite  TO  coupe  le  cercle  k 
en  un  point  R".  On  portera  la  longueur  TR*^  sur  la  perpen- 
diculaire en  partant  du   point  T,  et  on  obtiendra  ainsi  un 


>  Zeitschrift  fOr  mathem.  u.  naturw.  Unterr.,  XXXII.,  p.  513. 
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r-^ 


Fig.  1. 


point  B  qui  appartient  à  Thyperbole  h.  En  effet,  l'équation 
de  l'hyperbole  h  est  .r*  —  yt  =  «rt  ,  or,  xt  =  A*Tt  +  a\ , 
.r~ÔT  =  R^.  —Ce 
qui  précède  permet 
d'établir  la  construc- 
tion des  axes  en  ques- 
tion. 

2.  Soient  OA'  et 
OB'  les  axes,  et  OR', 
OQ'  deux  diamètres 
conjugués  d'une  hy- 
perbole A'.  Décrivons 
du  centre  O  avec  le 
rayon  étant  égal  à 
OB'  un  cercle  k.  Ce- 
lui-ci peut  être  con- 
sidéré comme  un  cer- 
cle décrit  sur  les  axes 

d'une  hyperbole  équilatère  h\  dont  h'  est  la  projection  sur 
le  plan  de  Tépure,  après  une  rotation  de  h  autour  de  y,  telle 
que  Taxe  OAi  de  h  se  projette  en  OA'. 

Nous  n'avons  qu'à  déterminer  la  longueur  de  l'axe  de  celte 
hyperbole  A",  les  diamètres  conjugués  de  h'  :  OQ'  et  OQ' 
étant  donnés.  Faisons  donc  tourner  l'hyperbole  A"  autour 
de  y  y  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  dans  le  plan  de  l'épure  en  A, 
et  déterminons  la  position  des  points  extrêmes  R'  et  Q'  deâ 
diamètres  donnés  après  la  rotation  faite.  Les  arcs  qui  sont 
décrits  par  ces  deux  points  seront  dans  la  projection  deux 
droites  parallèles  à  x.  Comme  les  diamètres  OR  et  OQ  de- 
viendront (après  la  rotation)  deux  diamètres  conjugués  de 
l'hyperbole  équilatère  A,  ils  auront  la  même  longueur  et  ils 
seront  placés  symétriquement  à  l'asymptote  s  de  l'hyper- 
bole A.  Le  point  N,  comme  point  commun  à  Taxe  de  rotation 
y  et  à  la  droite  de  jonction  R'Q',  reste  pendant  la  rotation 
immobile.  Or^  nous  menons  par  N  une  droite  n  telle  que 
l'angle  {ny)  soit  égal  à  45°,  et  cette  droite  coupe  les  droites 
menées  par  Q'  et  R'  parallèlement  k  x  en  deux  points  ex- 
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trémes  R  et  Q  des  diamètres  conjugués  appartenant  à  Thyper- 
bole  h. 

L'asymptote  s'  de  Thyperbole  h!  passe  par  le  milieu  M'  de 
la  longueur  R'Q',  or,  Thyperbole  h'  ayant  un  angle  asympto- 
tique  obtus^  passe  réellement  par  le  point  R'  qui  est  situé 
dans  Tangle  asymptotique  obtus. 

Nous  avons,  d'après  la  construction  particulière  donnée 
de  rhyperbole  h  : 

OR"+  R"ï  =  R^T  +  TR 

OU 

OT  =  RoR  , 

mais  on  a  aussi  OT  =  RoAi.  Alors  pour  obtenir  le  point  Ai, 
on  décrira  du  point  Ro  avec  le  rayon  étant  égal  à  RoR  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  x  en  Ai.  La  longueur  OAi  est  un  axe  de 
rhyperbole  h'  et  cela  Taxe  étant  égal  à  Taxe  de  Thyper- 
bole  A,  c'est-à-dire  Taxe  OB'  qui  est  sur  Taxe  de  rotation  y. 
Nous  ajoutons  que  Tare  RAi  passe  aussi  par  le  point  N  parce 
que  nous  avons  Tégalité  RoR=:RoN.  Or,  on  n'a  pas  besoin 
de  déterminer  le  point  R,  on  peut  se  servir  du  point  N  qu'on 
obtiendra  aisément. 

3.  En  supposant  quelques  relations    bien  connues  entre 

l'hyperbole  et  ses  diamè- 
tres conjugués,  nous  don- 
nons la  conslruction  sui- 
vante des  ajceSy  privée  de 
toutes  les  lignes  auxiliai- 
res superflues  (fig.  2). 

Etant  donnés  deux  demi- 
diamètres  conjugués  OR', 
OQ'  d'une  hyperbole,  on 
décrira  du  milieu  M' de  la 
longueur  R'Q'  un  demi- 
cercle  A"  qui  coupe  la 
droite  de  jonction  R'Q'  en 
deux  points  P  et  N.  Les 
droites  OP  et  ON  (ou  œ  et 
y)  sont  les  directions  des  axes  de  Thyberbole.  L'asymptote  OM' 


Fig.  2. 


VECTEURS   RELATIFS  A    UNE   COURBE  225 

de  celle  hyperbole  fera,  en  général ,  avec  xely  deux  angles  iné- 
gaux. Le  point  R'  sera  dans  Tun,  le  point  Q'  dans  l'autre  de 
ces  angles.  On  choisit  de  deux  points  R'  et  Q'  celui  qui  est 
dans  V^xïgXe plus  grand  (c'est  la  moitié  de  Tangle  asymptotique 
obtus),  et  on  mène  par  lui  (R')  une  parallèle  à  Taxe  [x)  laquelle 
est  un  côté  de  cette  angle  même.  La  parallèle  coupe  l'autre 
axe  (y)  en  un  point  R^.  On  décrit  de  ce  point  comme  centre 
avec  le  rayon  étant  égal  à  la  distance  du  point  R©  de  l'inter- 
section N  des  droites  y  et  R'Q'  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
l'autre  axe  [x]  en  un  point  Ai.  La  longueur  OAi  est  la  gran^ 
deur  de  l'axe  OB'  de  l'hyperbole  situé  sur  la  direction  y. 

On  obtient  la  grandeur  de  Taxe  sur  la  direction  x^  si  Ton 
mène  par  B'  une  parallèle  à  la  droite  R'Q'  et  qu'on  détermine 
le  point  A'  commun  à  cette  droite  et  à  x. 

La  longueur  OB'  sera  le  demi-axe  réel  ou  imaginaire  selon 
que  l'hyperbole  passe  réellement  par  Q'  ou  par  R',  parce  que 
deux  hyperboles  conjuguées  ont  les  mêmes  longueurs  des  axes. 

Je  crois  qu'en  raison  de  la  simplicité  de  cette  construction 
on  pourrait  en  faire  usage  dans  l'enseignement. 

G.  Majcen  (Agram). 


VECTEURS  RELATIFS  A  UNE  COURBE 

(Application  de  la  Méthode  de  Grassmann.) 


Soient  un  point  P  et  un  vecteur  1,  tous  deux  fonction  d'un 
paramètre  1.  Lorsque  X  varie,  le  segment  PI  décrit  une  sur- 
face réglée;  cherchons  la  condition  pour  qu'elle  soit  déve- 
loppable. 

On  doit  avoir,  en  dérivant  par  rapport  à  À 

(I)  P'II'  =  0    . 

L'Enseignement  mathéui.,  7«  annéo  ;  1905.  16 
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Posons  (T,  N,  B  étant  les  vecteurs  unitaires  des  directions 
principales) 


I 
V 


-?)»• 


ds 

dî    ■ 


La  condition  (1)  devient 


P'II'  =  TNB 


X 

y 

z 

p 

"»   H 

"                P               -^ 

.'     ''y 

T 

V 

0 

0 

Or  TNB  -^  o  ,  donc  le  déterminant  doit  être  nul;  on  peut 
récrire 

y  z 


(2) 


A  =  V 


P  ^  T 


=  0 


D'une  façon  générale,  1  étant  donné  par  ses  coordonnées, 
on  conservera  A  sous  la  forme  précédente.  Pour  les  applica- 
tions géométriques  que  nous  avons  en  vue,  il  est  souvent 
plus  simple  de  lui  donner  la  forme  suivante,  due  à  M.  Burali- 
FoRTi,  et  dans  laquelle  1®  le  vecteur  1  est  unitaire  et  défini 
par  son  angle  y  avec  PNB  et  Tangle  ^  de  sa  projection  sur  le 
plan  PNB  avec  N  ;  2**  X  =  ^,  arc  décrit  par  P. 

Tous  calculs  faits  A  devient 


(3) 


A  =  ^'cos'^  — 


siiifcosf  sin^        cos'^ 


Pour  discuter  la  condition  A  =  0  nous  allons  examiner 
divers  cas  particuliers  en  faisant  certaines  hypothèses  sur  la 
valeur  des  coordonnées  de  I.  Sous  la  forme  (2)  nous  suppose- 
rons toujours  r  r^z^  0,  car  p  =  0  est  un  cas  limite  où  PI  décrit 
un  cône. 
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Vecteur  dans  le  plan  osculateur.  —   ^  z=  0. 

A  =  _  '.îîlî  =  0    . 

t 

Pour  cos  y  =  0,  I  est  dirigé  suivant  la  tangente,  la  surface  est 
développable  par  définition. 

Si  cos  (fyt^QW  faut  -  :=  0 ,  la  courbe  est  plane  et  on  a  le 

théorème  : 

Lorsque  un  vecteur  constamment  situé  dnns  le  plan  oscu- 
lateur  et  différent  de  la  tangente  décrit  une  surface  dévelop- 
pahlcj  la  courbe  est  plane. 

Le  corollaire  suivant  est  immédiat: 

Lorsque  une  ligne  géodésique  est  de  courburey  elle  est  plane. 

La  normale  à  la  surface  est  dans  le  plan  osculateur  à  la 
courbe  puisqu'elle  est  géodésique,  elle  décrit  une  surface 
développable  puisque  la  ligne  est  de  courbure  donc  la  courbe 
est  plane. 

En  Mécanique  ce  théorème  trouve  son  application  à  deux 
reprises  :  dans  Tétude  du  mouvement  d'un  point  mobile  et 
dans  celle  de  l'équilibre  d'un  fil.  On  sait  en  effet  que  l'accélé- 
ration du  point  dans  un  cas,  la  force  agissante  dans  l'autre, 
sont  situées  dans  le  plan  osculateur.  Supposons  qu'il  s'agisse 
de  forces  centrales,  il  résulte  du  théorème  précédent  que  la 
courbe  décrite  par  le  point  ou  affectée  par  le  fil  est  plane. 

Appelons  segment  tangentiel  un  segment  dirigé  suivant  la 
tangente  au  point  A.   Il  est  de  la  forme 

a  =  AjtT    . 

Dérivons 

a'=  A'wtT  +  A(:rT)'  =  kixï)'    . 

La  dérivée  d'un  segment  tangentiel  est  un  segment.  Son 
vecteur  est  le  dérivé  du  segment  primitif.  Ce  vecteur  est 

(4)  (xï)'  =  x'T  -h  —  N     . 

P 

Cette  relation  n'est  autre  que  l'équation  intrinsèque  ordinaire 
du  vecteur.  Elle  montre  que  ce  vecleur  est  toujours  dans  le 
plan  osculateur.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  l'accélération  d'un 
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point,  dérivée  de  sa  vitesse  ou  pour  la  force  agissant  sur  un 
fil,  dérivée  de  la  tension. 

Le  moment  de  a  par  rapport  à  une  forme  6,  que  nous  sup- 
poserons à  invariant  non  nul,  est 

Si  b  est  fixe 

M'=6a'6    . 

Le  moment  du  segment  dérivé  est  la  dérivée  du  moment  du 
segment  primitif.  Lorsque  le  segment  a'  appartient  à  un 
complexe 

Mb  =  0  =  M'  ,  d'où  M  =  c»«    . 

On  a  donc  le  Théorème.  —  Si  le  dérivé  d'un  segment  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire^  ce  segment  a  par  rapport  au 
complexe  un  moment  constant. 

On  déduit  de  là  que  dans  le  cas  de  forces  centrales,  la 
vitesse  ou  la  tension  ont  par  rapport  au  centre  un  moment 
constant. 

La  dérivée  du  vecteur  T  est  -  N ,  donc  si  la  normale  prin- 

cipale  à  une  courbe  rencontre  une  droite  fixe,  la  tangente  a 
par  rapport  à  cette  droite  un  moment  constant  —  propriété 
connue. 

Vecteur  dans  le  plan  rectifiant.    ^^  =  -  ,  ou  y  =  0 . 

/sin®    ,    cos  a>\  ( ^    x     ^\ 

On  doit  supposer 

cos  ^     ou      ZV  9«t  0    . 

La  condition  (1)  devient 

(5)  tangy  =  —  i-    . 

T 

Avant  de  poursuivre  cherchons  le  plan  tangent  à  la  surface 
décrite  par  PL  Ce  plan  est  au  point  P  : 

P(PI)'  =  PP'I   . 

I  =  siof  .  T  -f-  cos  y  cos  ^N  -\-  cososin^  .  B    , 
P'=T    , 
PP'I  =:Pcosy[co8^NT  +  sin^BT]    . 
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Pour  ^  =  ^  il  se  réduit  à 

PP'I=r  cosfsmf  PBT    , 

c'est-à-dire  au  plan  rectifiant.  Le  segment  proposé  décrit  la 
surface  rectifiante  et  la  relation  ^5  en  donne  la  propriété 
fondamentale. 

Comme  application  mécanique  considérons  le  trièdre  TNB 
lié  à  un  point  décrivant  une  courbe  quelconque.  On  sait  que 
Taxe  instantané  a  pour  coordonnées  à  chaque  instant  : 

1  1 

x= y  •=.  o  5=r—     . 

Il  est  bien  dans  le  plan  rectifiant  ;  en  .outre 

et  l*axe  instantané  décrit  la  surface  rectifiante. 

Soit  une  ligne  asymptotique;  son  plan  osculateur  étant  tan- 
gent à  la  surface,  le  plan  PBT  lui  est  normal  et  contient  le 
vecteur  n  normal  à  la  surface.  Si  nous  voulons  que  la  ligne 
soit  en  même  temps  de  courbure,  il  faut  : 

-  +-  =0    ; 
1 

or  —  ==:  0  dans  une  ligne  asymptotique,  donc  il  faut 

r 

i  =  o  . 

T 

la  ligne  considérée  doit  être  droite. 
Vecteur  dans  le  plan  polaire.  —  ©  =  0. 

(6)  A  =  tP'  —  -  =  0    . 

Soit  a  l'angle  de  la  normale  avec  une  direction  fixe  arbitraire 

ds  =  X  dct    ,  —  iz:  a'    ; 

T 

(6)  devient 


230  G,    MONNET 

Nous  déterminerons  la  direction  fixe  de  façon  que  «o  =  0 

Si  <^  =  o,  c'est-à-dire  si  la  binormale  décrit  une  surface  déve- 
loppable,  cette  surface  est  un  cylindre,  la  courbe  est  plane. 
D'une  façon  générale  une  droite  du  plan  polaire  est  nor- 
male à  la  courbe  ;  le  problème  en  question  revient  à  Tétude 
des  développées  de  la  courbe.  Ainsi  soient  deux  segments 
a  eXb  répondant  à  la  question,  on  a 

+a  —  ^A  =  «a  —  «ft  =  c**- 

C'est-à-dire  les  tangentes  aux  deux  développées  correspon- 
dantes font  un  angle  constant. 

Vecteur  fixe  par  rapport  au  trièdre  T,  N,  B.  —  9  et  ^  sont 
constants  ou  x\  y\  z\  sont  nuls. 

C08flp  sinv  sin^         cos*» 

A  =: j-  =  0    , 

0  T 

(8)  -^  =  —  tangy  .  sinif»  =  K    . 

La  courbe  proposée  est  une  hélice. 
Prenons  A  sous  la  forme  (2) 

(9)  K  (s«  -h  f)  -\-xz  —  o    . 

Tous  les  vecteurs  répondant  à  la  question  sont  situés  sur  le 
cône  (9). 

On  voit  que  ce  cône  est  tangent  au  plan  osculateur;  il  a 
pour  plan  de  symétrie  le  plan  rectifiant,  c'est-à-dire  le  plan 
tangent  au  cylindre  qui  porte  l'hélice;  il  a  dans  ce  plan  les 
deux  génératrices 

X           z 
3  =  0, =0. 

On  voit  aisément  que  cette  génératrice  est  perpendiculaire 
à  celle  du  cylindre  qui  passe  au  même  point.  Enfin  les  sec- 
tions de  ce  cône  parallèles  au  plan  polaire  sont  circulaires. 
Lorsque  le  cône  ainsi  défini  et  semblable  à  lui-même  est 
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entraîné  le  long  de  Thélice,  chacune  de  ses  génératrices 
décrit  une  surface  développable  et  ce  sont  les  seules  droites 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Georges  Monnet  (Lyon). 


UNE  LEÇON  D'OUVERTURE  DE  M.  PAINLEVE 


L'enseignement  de  TEcole  Polytechnique  de  Paris  a  subi  deux 
rudes  épreuves  depuis  ces  dernières  années.  La  mort  de  Sarrau, 
d'une  part,  l'état  de  santé  de  M.  Léauté,  de  l'autre,  ont  conduit 
coup  sur  coup  à  deux  nominations  nouvelles  aux  chaires  de  mé- 
canique. Sarrau  a  été  remplacé  par  M.  I^ecornu  qui,  en  fait,  avait 
fait  le  cours  depuis  deux  ans  à  titre  de  suppléant  et  de  la  façon  la 
plus  brillante. 

Quant  au  successeur  de  M.  Léauté,  c'est  M.  Painlevé,  qui  n'est 
pas  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique.  Les  Conseils  de  l'Ecole 
ont  montré  une  fois  de  plus  leur  largeur  d'esprit  en  appelant  à 
professer  ce  cours  si  important,  l'un  des  plus  éminents  géomètres 
de  la  jeune  génération. 

En  ouvrant  son  cours,  vers  la  fin  de  février  dernier,  le  nouveau 
professeur  a  débuté  par  l'allocution  suivante,  [que  nous  sommes 
heureux  de  pouvoir  reproduire,  en  l'empruntant  au  Bulletin  du 
Groupe  parisien  des  anciens  élè^^es  de  V Ecole  Polytechnique  (n°  de 
mars  1905). 

Ce  discours  fait  honneur  à  celui  qui  l'a  prononcé,  aussi  bien 
qu'à  ses  jeunes  auditeurs,  qui  méritaient  d'entendre  un  tel  lan- 
gage et  sauront  en  profiter.  Il  est  bien  utile  que  les  mesquines 
préoccupations  d'origine  s'efi'acent  devant  la  supériorité  du  ta- 
lent et  les  intérêts  de  l'enseignement  et  de  la  science. 

La  Rédaction. 

Messieurs,  c'est  pour  moi  un  grand  honneur  d'être  appelé 
à  enseigner  dans  cette  chaire  où  se  sont  succédé  tant  de 
maîtres  illustres,  dans  cette  Ecole  créée  par  la  Révolution 
pour  défendre,  propager  et  développer  les  idées  scientifiques 
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modernes,  dans  cette  Ecole  qui  a  contribué  si  efficacement 
au  renom  de  la  France,  en  même  temps  qu'à  tous  les  progrès 
de  rhumanité  et  dont  sûrement  Tavenir,  dans  ce  siècle  qui 
commence,  sera  digne  du  passé. 

Messieurs,  c'est  ici  dans  cette  chaire  qu'il  y  a  un  peu  plus 
de  cent  ans,  Lagrange  a  fondé  TEnseignement  de  la  Méca- 
nique. Les  principes  et  les  axiomes  fondamentaux  de  cette 
science  —  pour  lesquels,  durant  plus  de  deux  siècles,  les 
grands  initiateurs  Copernic  Galilée,  Descartes,  Newton, 
Leibniz  avaient  livré,  contre  les  partisans  des  anciennes  doc- 
trines, de  si  rudes  combats,  —  n'étaient  plus,  il  est  vrai, 
contestés.  Mais  une  œuvre  immense  restait  à  accomplir  :  il 
s'agissait,  avec  les  ressources  .nouvelles  du  calcul  infinité- 
simal, de  tirer  de  ces  principes  leurs  innombrables  consé- 
quences. En  un  mot,  les  fondements  de  la  mécanique  étaient 
jetés  ;  il  s'agissait  de  la  construire.  Eh  bien,  c'est  en  France 
—  et  en  France,  c'est  à  l'Ecole  Polytechnique  par  ses  pro- 
fesseurs et  par  ses  élèves  —  que  la  nouvelle  science  s'est 
constituée,  qu'elle  est  devenue  un  corps  de  doctrine,  qu'elle 
a  revêtu  sa  forme  didactique,  c'est  de  ce  Foyer  qu'elle  a 
rayonné  sur  l'Europe. 

Si  les  grandes  nations  occidentales,  la  France,  l'Italie,  l'An* 
gleterre,  l'Allemagne  s'étaient  partagé  la  gloire  d'arracher  à 
la  trame  obscure  et  complexe  des  phénomènes  les  principes 
directeurs  qui  allaient  guider  désormais  l'intelligence  hu- 
maine, on  peut  dire  que  c'est  l'Ecole  Polytechnique  qui,  au 
début  du  XIX""  siècle,  a  enseigné  la  mécanique  au  monde 
civilisé. 

Messieurs,  l'Ecole  Polytechnique  s'est  maintenue  à  la  hau- 
teur de  ces  grandes  traditions.  Pour  le  prouver,  il  suffit  de 
citer  les  noms  des  deux  maîtres  que  l'Ecole  vient  de  perdre 
en  si  peu  de  temps,  M.  Sarrau  et  M.  Léauté.  M.  Sarrau,  dont 
le  souvenir  éveille  tant  d'émotion  et  de  regrets  chez  ses 
élèves  et  chez  ses  amis,  a  été  un  professeur  incomparable 
par  la  lucidité  et  la  perfection  de  sa  parole,  par  la  logique 
naturelle  et  la  simplicité  de  son  enseignement,  simplicité 
qui  venait  de  la  profondeur.  Quant  à  M.  Léauté,  tous  ceux 
qui  l'ont  entendu  regrettent  que  l'état  de  sa  santé  l'ait  con- 
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traint  prématurément  à  abandonner  une  chaire  qu'il  occupait 
avec  tant  d'éclat  et  où  se  manifestaient  sa  véritable  éloquence, 
ses  puissantes  facultés  d'exposition,  l'élégance  et  la  variété 
de  son  esprit. 

Messieurs,  ce  n'est  pas  sans  émotion  que  j'assume  la  lourde 
tâche  dont  a  bien  voulu  m'honorer,  moi,  étranger  à  cette 
école,  la  confiance  de  ses  Conseils,  la  tâche  de  succéder  à  de 
tels  maîtres.  C'est  guidé  et  inspiré  par  leurs  traditions  et  par 
leur  exemple  que  je  m'efforcerai  de. toute  ma  conscience  de 
poursuivre  leur  œuvre. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sous  ce  titre  nous  publions  les  remarques  et  renseignements  concernant 
plus  ou  moins  directement  l'enseignement  mathématique,  telles  que  des 
descriptions  d'instruments  ou  d'appareils  nouveaux,  etc.  Quant  à  la  corres- 
pondance,  elle  permet  à  tout  lecteur  de  présenter  sous  une  forme  rapide 
les  idées  qui  lui  semblent  utiles,  les  remarques  suggérées  par  la  lecture 
d'un  article,  ou  les  questions  sur  lesquelles  il  aurait  besoin  d'un  renseigne- 
ment. La  Rédaction. 


Un  calendrier  perpétuel  automatique. 

Dans  Tune  des  dernières  séances  de  la  Société  des  Gens  de 
science^  à  Paris,  a  été  présenté  un  appareil  d'horlogerie  des  plus 
intéressant.  L'apparence  extérieure  est  celle  d'un  calendrier  de 
bureau,  portant  une  montre  et,  dans  des  fenêtres  spéciales,  le  jour 
de  la  semaine,  la  date  du  mois  et  le  nom  de  ce  mois  ;  mais,  tandis 
que  dans  les  calendriers  ordinaires,  ces  indications  doivent  être 
chaque  jour  changées  à  la  main,  ici  le  changement  se  produit  au- 
tomatiquement. 

Deux  mouvements  d'horlogerie  sont  logés  à  cet  effet  derrière 
la  plaque  apparente.  L'un  commande  le  mouvement  des  heures, 
c'est  une  petite  pendule   ordinaire,  qui  se  remonte  chaque  se- 
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maine,  et  qu'on  peut  régler,  remettre  à  Thieure  comme  d'habi- 
tude. 

1/autre  mouvement,  qu'il  sufTit  de  remonter  tous  les  six  mois, 
a  pour  but  l'apparition  des  dates,  qui  se  produit  chaque  jour  à 
minuit  par  un  déclanchement.  C'est  là  ce  qui  constitue  l'invention, 
la  nouveauté  de  l'appareil.  Le  problème  pratique  n'était  certes  pas 
facile  à  résoudre  avec  un  mécanisme  d'aussi  petit  volume,  étant 
donné  l'irrégularité  des  mois  de  chaque  année,  et  surtout  la  com- 
plication résultant  des  années  bissextiles.  Cependant,  tout  a  été 
prévu  selon  les  règles  de  compensation  qui  règlent  le  calendrier 
grégorien  et,  théoriquement,  l'appareil  serait  indéfiniment  d'ac- 
cord avec  ce  calendrier. 

Il  nous  est  impossible  de  donner  ici  un  aperçu  des  moyens  par 
lesquels  des  difficultés  paraissant  insurmontables,  ont  été  fran- 
chies ;  inais  nous  pouvons,  sans  exagération,  affirmer  qu*il  y  a  là 
un  véritable  tour  de  force  accompli. 

L'inventeur,  M.  Tilmant,  a  consacré  bien  des  années  de  travail 
à  ses  recherches  avant  d'arriver  au  résultat  enfin  obtenu.  Si  ce  ré- 
sultat est  de  nature  à  attirer  l'attention  des  personnes  qui  slnté- 
ressent  au  mécanisme  de  l'horlogerie,  l'utilité  pratique  d'un  sem- 
blable appareil  est  évidente  pour  quiconque  désire  connaître,  sans 
avoir  aucune  recherche  à  faire,  la  date  exacte  de  chaque  jour. 

Le  calendrier  automatique  Tilmant  est  à  peine  lancé  dans  le 
commerce  ;  un  seul  modèle,  de  forme  assez  simple  et  très  pra- 
tique, a  été  fabriqué  jusqu'ici  ;  le  prix  en  est  de  50  francs.  Nous 
croyons  savoir  que  d'autres  formes,  plus  ou  moins  luxueuses,  se- 
ront étudiées,  mais  dans  lesquelles  le  mécanisme  restera  exacte- 
ment le  même. 

Au  surplus,  pour- tous  les  renseignements,  on  peut  s'adresser  à 
M.  Bourdilliat,  agent  général,  22,  rue  du  Faubourg-Poissonnière, 
à  Paris.  Notre  seul  but  a  été  de  signaler  à  nos  lecteurs  une  curio- 
sité ingénieuse  et  vraiment  remarquable,  en  matière  de  mécanique 
appliquée  à  l'horlogerie.  C.  A.  L. 


Questions  diverses. 

«  Existe-t-il,  en  France  ou  en  Allemagne,  un  seul  établissement 
officiel  où  l'on  enseigne  la  Mécanique  sans  faire  usage  de  la  No^ 
lion  de  force  ?  » 

«  2°  Existe-t-il  des  établissements  officiels  où  l'on  enseigne  la 
Mécanique  en  commençant  par  la  Dynamique^  pour  finir,  par  dé- 
duction, par  la  Statique?»  Saurel  (Bruxelles). 

Extrait  à^V Intermédiaire  des  Mathématiciens,  Dec.  1904,  question 
n*^  2852. 
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A  propos  de  mon  article  sur  la  théorie  des  parallèles  ' . 


Introduction  a  la  Théoiub  Euclidienne  des  Parallèles  ; 

Postulat  Fondamental. 


v^^ 


F~F ^ 


'/V 


Fig.  I. 


L'expérience  nous  démontre  que,  étant  fixées  deux  droites  copla- 
naîres  m  e\  n  (fig.  1),  si  dans  des  difi*érents  points  A,  B,  C...  de 
l'une  d'elle,  de  m  par  exemple. 
Ton  mène  les  droites  perpen- 
diculaires à  l'autre,  et  l'on 
mesure  les  distances  AR,  BS, 
CT,  de  ces  points  à  l'autre 
droite,  si  ces  distances  ont 
commencé  à  croître  de  gauche 
à  droite  comme  dans  la  fig.  1, 
elles  continueront  à  croître 
si  on  prolonge  les  droites  vers 
la  droite.  On  constate  aussi 
que  les  distances  en  question 
diminueront  sans  cesse  si  l'on 

prolonge  les  droites  vers  la  gauche.  Il  n'arrive  jamais  que  ces  dis- 
tances, après  avoir  commencé  à  augmenter  (ou  a  diminuer)  d'un 
côté  commencent  ensuite  à  diminuer  (ou  à  augmenter)  du  même 
côté.  Ayant  vérifié  ce  fait  pour  n'importe  quelle  paire  de  droites 
coplanaires,  si  loin  qu'on  puisse  les  prolonger,  nous  sommes,  par 
induction,  portés  à  l'admettre  même  au  delà  de  notre  champ  d'ex- 
périence. Nous  énonçons  ce  fait  ainsi  : 

Postulat  Fondamental.  Dans  un  plan^  une  ligne  droite  qui  a 
commencé  à  s'approcher  d'une  autrcy  ne  peut  pas  ensuite  s'en  èloi" 
gner  ;  et  réciproquement. 

Conséquences  :  Considérons  deux  droites  a  et  3  perpendiculaires 
à  une  troisième  c  (fig.  2).  La  distance  du  point  M  =  ac  à  la  droite  b 
est  évidemment. le  segment  MN  (N  =  b(].  Ce  segment  est  aussi  la 
distance  de  N  à  la  droite  a.  Nous  allons  démontrer  que  la  distance 
AB  d'un  point  quelconque  A  d'une  des  droites,  de  a  par  exemple, 


*  La  prétionte  note  apporte  quelques  simplifications  à  l'articlo  publié  par  M.  Dasskn  sous  le 
^  titre  do  La  théorie  des  ParaUtfles  basée  sur  un  postulat  plus  évident  que  ceux  employés  ordinai- 
rement  (V Eus.  math.,  6*  annôe,  p.  47-57).  —  Voir,  dans  le  présent  numéro,  l'analyse  de  son 
récent  manuel  de  Géométrie. 

La  Rkdaction. 
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M         ^ 

À 

y 

AT           l 

r 

Fig.  2. 


à  Tautre  droite  est  aussi  nécessairement  égale  à  MN  ;  pour  cela, 
prenons  un  point  A'  tel  que  AM  =  MA'  et  soit  A'B'  la  distance  de 
A'  à  la  droite  b.  Il  est  évident  que  AB  =  A'B'  (égalité  par  symétrie 
ou  par  congruence  en  faisant  tourner  la  partie  gauche  de  la  figure 
autour  du  c  jusqu'à  la  faire  tomber  sur  la  partie  droite,  alors, 
comme  des  points  M  et  N  Ton  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite 
perpendiculaire  à  c,  le  point  A  tombe  sur  A'  ;  la  droite  AB  prend 

la  direction  de  A'  B',  car  ces  deux  droi- 
tes sont  perpendiculaires  à  b.  Donc  le 
point  B  se  confond  avec  le  B'). 

Par  conséquent  si  AB  était  plus  grand 
que  MN,  A'B'  le  serait  aussi;  la  droite  a 
aurait  alors  commencé  à  s'approcher  de 
ô,  du  point  A  au  point  M,  pour  s'éloigner 
ensuite  du  point  M  au  point  A'  ;  ce  qui 
est  au  contraire  un  postulat  fondamental. 
On  verrait  de  même  que  AB  ne  peut  être 
moindre  que  MN.  Donc  AB  =  MN.  Tous 
les  points  de  a  ou  de  3  sont  par  conséquent  à  la  même  distance 
de  b  ou  de  c. 

Définition.  —  Deux  droites  qui  satisfont  aux  conditions  anté- 
rieures, c'est-à-dire  telles  que  tous  les  points  de  l'une  d'elles  se 
trouvent  à  la  même  distance  de  l'autre,  se  nomment  droites  équi^ 
distantes.  —  Donc  : 

Théorème  I.  Deux  droites  coplanair es ^  perpendiculaires  à  une 
troisième  sont  équidistantes. 

Théorème  II.  Par  un  point  extérieur  à  une  droite  on  peut  tou- 
jours  lui  mener  une  droite  équidistante  et  une  seule. 

Soient  la  droite  b  et  le  point  M  (fig.  2).  Dans  le  plan  ainsi  déter- 
miné, menons,  par  M,  la  droite  c  perpendiculaire  à  ô  et  ensuite 
la  droite  a  perpendiculaire  à  c.  Les  droites  a  ei  b  sont  équidis- 
tantes d'après  le  théorème  I,  et  il  est  évident  que  cette  droite  a  est 
la  seule  équidistante  de  b  passant  par  M,  car  pour  si  peu  que  l'on 
tourne  a  autour  de  M,  la  distance  du  point  M  à  3  ne  change  pas, 
tandis  que  cela  arrive  pour  un  autre  point  quelconque  de  la 
droite  a. 

Définition.  Deux  droites  coplanaîres  fixes  qui,  pour  une  cause 
quelconque  géométrique,  ne  peuvent  se  rencontrer,  se  nomment 
droites  parallèles.  Il  est  évident  d'après  cela  que  deux  droites 
équidistantes  sont  forcément  parallèles.  Nous  allons  démontrer 
que  réciproquement  : 

Théorème  III.  Deux  droites  parallèles  sont  forcément  équidistantes^ 
Soient  les  droites  parallèles  a  et  b  (fig.  3).  Par   un    point   quel- 
conque P  de  l'une  d'elles,  la  b  par  exemple,  menons  la   perpendi- 
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culaire  c  à  Tautre  a^  ainsi  que  la  perpendiculaire  d  à  c.  Les 
droites  d  et  a  sont  équidistantes  (Théorème  I),  donc  si  la  droite  d 
se  confond  avec  by  le  théorème  est  démontré.  Supposons  que 
cela  n  a  pas  lieu,  alors,  nous  prenons  de  chaque  côté  de  P,  sur  d^ 
deux  points  M  et  N  équidistants  de  P,  et  que  nous  menions  les 
droites  m  et  n  perpendiculaires  à  la  droite  «,  celles-ci  couperont 
évidemment  d^.  Soient  A  et  B 
les  deux  points  d'intersection. 
Les  droites  /w  et  «  doivent  être 
perpendiculaires  à  d^  car  autre- 
ment les  droites  perpendicu- 
laires k  m  Ql  n  menées  par  M  et 
N  se  raient  équidistantes  de  a 
(Théorème  1)  et  Ton  aurait  ainsi 
menées  deux  droites  équidis- 
tantes de  a  par  un  même  point, 
ce  qui  est  contraire  à  Ténoncé 
du  théorème  II. 

Les  triangles  APM  et  PBN  sont, 
par  conséquent,  rectangles,  et 
comme  leurs  côtés  PM  et  PN  sont  égaux  ainsi  que  les  angles 
aigus  opposés  par  le  sommet  P,  ces  triangles  sont  égaux;  donc 
AM  =  BN  ;  AP  =  PB.  Donc,  comme  les  droites  a  et  rf  sont  équi- 
distantes, il  résulte  que  les  points  de  b  se  rapprochent  de  la  droite 
a  de  quantité  égales  BN  et  MA  pour  des  distances  égales  prises  sur 
la  dite  droite  b.  Comme  ces  droites  a  et  ô  sont  fixes,  elles  doivent 
donc  nécessairement  se  rencontrer  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse. Les  droites  b  et  d  doivent  par  conséquent  se  confondre  et 
le  théorème  est  démontré. 

Scoiie,  De  ce  qui  vient  d'être  démontré,  il  résulte  que  deux 
droites  parallèles  sont  forcément  équidistantes  et  qu'il  est  indif- 
férent d'employer  Tune  ou  l'autre  de  ces  qualifications.  Cependant 
comme  le  concept  d'équidistance  porte  en  lui-même  celui  de  pa- 
rallélisme, tandis  que  ce  dernier  semble,  à  premier  abord,  plus 
général,  on  emploiera  uniquement  le  mot  parallèle.  Le  théorème 
II  s'énoncera  alors  ainsi  : 

Théorème.  Par  an  point  situé  hors  d'une  droite  l'on  ne  peut  me- 
ner qu'une  droite  parallèle  à  la  première. 


Fr.  3. 


*  Si  on  conservait  quelque  doute  à  ce  sujet,  il  disparailrait  en  observant  que  la  droite  b, 
ayant  entré  par  le  point  P  dans  la  portion  de  plan  enfermée  par  les  droites  a,  b,  m,  «  doit  né- 
cessairement en  sortir,  en  coupant  le  contour  en  quelqu'autre  point  ;  car  l'aire  en  question  est 
limitée,  tandis  que  la  droite  est  indéfinie  ;  or,  le  point  de  sortie  de  b  ne  peut  se  trouver  sur  d 
puisque  b  a  déjà  le  point  P  commun  .ivec  cette  droite,  il  ne  peut,  non  plus,  se  trouver  sur  a 
puisque  les  droites  a  et  *  sont  parallèles  ;  il  doit  donc  se  trouver  sur  m  ou  sur  n.  Supposons 
qu'il  se  trouve  sur  m  et  nommons-le  A,  alors,  l'égalité  des  triangles  déterminés  par  les  droites 
d,  b,  n  et  </,  b,  m  égalité  démontrée  plus  bas  sans  se  baser  sur  le  point  B,  fait  voir  que  b  coupe 
aussi  n. 
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C'est  l'énoncé  ordinaire  du  postulat  d'Euclide  ;  le  reste  de  la 
théorie  des  parallèles  euclidienne  n'a  donc  pas  besoin  de  subir 
aucune  modification. 

C.  C.  Dassen  (Buenos-Aires). 
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L'enseignement  des  mathématiques  à  TUniversitè. 

Les  vœux  qui  ont  été  exprimés  au  Congrès  de  Heidelberg  en 
faveur  de  l'enseignement  mathématique  à  l'Université  sont  sortis 
du  vif  sentiment  d'une  lacune  de  nos  établissements  supérieurs. 
Depuis  que  les  sciences  techniques  ont  pris  dans  tous  les  pays  une 
importance  considérable,  on  se  préoccupe  sérieusement  de  mettre 
l'enseignement  des  mathématiques  au  niveau  des  conditions  ac- 
tuelles de  la  Science  et  de  la  vie  moderne.  Rappelons  donc  les 
indications  si  utiles  que  contient  l'un  des  vœux  formulés  par  le 
3^  Congrès  international  des  mathématiciens  et  signalons  les  à 
nouveau  à  l'attention  des  autorités  scolaires  : 

Le  Congrès  e^vprime  le  ^œn  que  les  établissements  supérieurs 
obtiennent  les  moyens  qui  leur  sont  indispensables  pour  traînailler 
à  V avancement  des  sciences  mathématiques  dans  leur  conception 
moderne  et  qui  consistent  principalement  en  la  création  de  chaires 
nouvellesy  de  bibliothèques  suffisamment  fourniesy  de  collections  de 
modèles,  et  en  l'installation  de  salles  de  dessin  et  de  trasf aux  pra- 
tiques. 

Ces  conditions  ne  sont  guère  réalisées  que  dans  quelques  facul- 
tés, et  la  caractéristique  de  l'enseignement  des  mathématiques  est 
encore,  pour  un  grand  nombre  d'entre  elles,  rinsufïisance  de  l'or- 
ganisation actuelle.  Il  importe  donc  de  faire  une  étude  critique 
de  l'enseignement  supérieur  dans  les  principaux  pays  et  d'en  dé- 
gager les  réformes  à  introduire. 

Nous  nous  sommes  déjà  assurés  plusieurs  rapports  embrassant 
un  ensemble  de  questions  et,  au  surplus,  nous  publierons  sous  la 
rubrique  Notes  et  Documents  divers  extraits  de  plans  d'études  et 
d'autres  documents  officiels. 

La  Rédaction. 
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A  propos  de  Tenquôte  sur  la  méthode  de  travail 

des  mathématiciens. 

Nous  avons  déjà  eu  Toccasion  d'exprimer  notre  reconnaissance 
à  tous  ceux  qui  ont  bien  voulu  répondre  à  notre  questionnaire, 
mais  nous  manquerions  aux  devoirs  de  gratitude  les  plus  élémen- 
taires en  ne  remerciant  pas  nos  confrères  de  la  presse  périodique 
scientifique  qui  ont  contribué  à  faire  connaître  notre  enquête. 
Grâce  à  leur  précieux  appui  on  continue  à  nous  adresser  des  ré- 
ponses. Le  nombre  des  collaborateurs  va  donc  en  augmentant,  et, 
bien  que  le  dépouillement  ait  commencé,  nous  ne  saurions  trop 
insister  auprès  des  retardataires  pour  qu'ils  viennent  encore  grossir 
ce  nombre. 

Comme  nous  Tavons  dit  notre  enquête  ne  manquera  pas  de  four- 
nir quelques  indications  utiles  à  renseignement  ;  toutefois  nous 
avons  évité  d'introduire  dans  le  questionnaire  toute  demande 
visant  spécialement  les  méthodes  d'enseignement,  les  questions 
de  ce  genre  devant  faire  Tobjet  d'une  étude  ultérieure.  Les  corres- 
pondances que  nous  avons  eues  à  ce  sujet,  notamment  une  lettre 
de  M.  J.  Richard  (Dijon)  et  la  lettre  ci-après  de  M.  G.  Combebiac, 
ne  nous  laissent  pas  de  doute  sur  Vutilité  qu'il  y  aurait  de  con- 
sulter les  professeurs  sur  des  questions  d'ordre  méthodologique. 
Nous  espérons  donc  pouvoir  donner  suite  à  notre  projet  dès  que 
nous  aurons  terminé  la  publication  des  résultats  de  l'enquête  sur 
la  méthode  de  travail.  Nous  engageons  tous  ceux  qui  sont  à  même 
de  faire  des  expériences  de  prendre  note  dès  maintenant  des  ob- 
servations qu'ils  estiment  devoir  communiquer  à  leurs  collègues. 

Lettre  de  M.  G.  Combebiac  (Limoges).  —  «Comme  complément 
à  Tenquéte  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens,  n'y 
aurait-il  pas  intérêt  h  s'enquérir  auprès  des  professeurs  de  mathé- 
matiques de  la  nature  des  difïicultés  qu'ils  rencontrent  le  plus 
souvent  pour  faire  pénétrer  dans  l'esprit  de  leurs  élèves  les  ma- 
tières qu'ils  sont  chargés  d'enseigner  ?  » 

«  Les  observations  présentées  par  M.  Andrade  au  Congrès  de 
Heidelberg  et  publiées  dans  le  numéro  de  Y  Enseignement  paru  en 
janvier  dernier  fournissent  déjà  de  précieux  renseignements  sur 
Tattitude,  vis-à-vis  des  conceptions  mathématiques,  déjeunes  gens 
ayant  reçu  une  éducation  professionnelle.  11  serait  fort  intéressant 
de  comparer  ces  observations  avec  celles  auxquelles  peuvent  don- 
ner lieu  les  esprits  qui  ont  été  soumis  à  l'éducation  classique.  » 

«  L'intérêt  d'une  telle  enquête  n'est  d'ailleurs  pas  limité  aux 
conséquences  qu'elle  comporte  pour  le  choix  des  méthodes  d'en- 
seignement; elle  serait  aussi,  croyons-nous,  fructueuse  en  données 
concernant  la  nature  même  des  facultés  mathématiques.  » 
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«  On  a  peut-être  accordé  trop  d'importance  au  rôle  de  la  logique 
pure  en  mathématiques,  ainsi  que  le  faisait  observer  M.  L.  Couturat 
dans  la  magistrale  étude  qu'il  a  publiée  dans  ce  journal  sur  les 
Définitions,  De  fait,  le  raisonnement  purement  logique  est  très  ex- 
ceptionnel en  mathématiques  et  n'est  guère  l'occasion  de  difficultés 
sérieuses.  Le  raisonnement  mathématique  met  directement  en 
œuvre  les  concepts  mathématiques:  spatiaux  en  Géométrie,  numé- 
riques en  Analyse,  et  le  mathématicien  raisonne  sur  des  concepts 
par  des  procédés  très  comparables  à  ceux  par  lesquels  le  physicien 
expérimente  sur  des  objets.  Un  bon  mathématicien  est  un  manieur 
de  concepts  mathématiques,  comme  Beethoven  était  un  prodigieux 
manieur  de  sons  et  Hugo  un  manieur  de  mots.  » 

«  Il  est  manifeste  que  ce  n'est  pas  par  un  effort  de  logique  que 
Weierstrass  et  d'autres  ont  rénové  la  théorie  des  fonctions  et, 
avec  elle,  les  bases  de  l'Analyse  infinitésimale:  ce  résultat  a  été 
obtenu  en  fouillant  plus  profondément  le  concept  de  nombre  ou 
plutôt  celui  de  variable  numérique,  auquel  les  fondateurs  de 
l'Analyse  infinitésimale  avaient  inconsciemment  substitué  des 
concepts  soit  cinématiques  soit  purement  géométriques,  qui  pré- 
sentaient l'avantage  d'être  moins  abstraits  et,  par  suite,  plus 
accessibles  et  plus  maniables.  » 

«  Quoi  qu'il  en  soit,  les  mathématiciens  manient  des  concepts 
mathématiques  et  non  des  concepts  purement  logiques.  Toutefois, 
il  est  probablement  possible  d'édifier  des  théories  purement  logi- 
ques dont  les  diverses  branches  des  Mathématiques  ne  seraient 
que  des  applications  et  qui,  par  suite,  auraient  une  plus  grande 
généralité  que  celles-ci.  Mais  ces  théories  logiques  n'admettraient 
guère  d'ailleurs  d'application  intéressante  en  dehors  des  mathé- 
matiques mêmes,  de  sorte  qu'une  telle  généralisation  parait  assez 
dépourvue  d'intérêt.  » 


Académie  royale  des  Sciences  de  Danemark;  prix  proposé. 

Question  de  Mathématiques  mise  au  concours  pour  l'année  1905. 
«  Une  arithmétique  aux  additions  non-commutatives  serait  ana- 
logue à  la  géométrie  non-euclidienne.  Dès  qu'on  aurait  reconnu 
la  possibilité  d'admettre  dans  une  telle  arithmétique,  à  côté  des 
autres  principes  dé  l'addition  et  de  la  soustraction,  celui  de  la 
multiplication  univoque  ainsi  que  le  principe  associatif  de  la  mul- 
tiplication et  le  principe  distriJ3utif  du  multiplicateur  et,  en  outre, 
le  principe  de  la  réciprocité  univoque,  qui  ne  permet  pas  les  pro- 
duits nuls  résultant  de  facteurs  dont  aucun  n'est  égal  à  zéro,  on 
pourra  se  servir  des  nombres  d'une  telle  arithmétique  comme  dé- 
terminations (relatives)  des  positions  dans  une  géométrie  non- 
euclidienne.  » 
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«  Dans  son  mémoire  sur  les  définitions  du  nombre,  etc.  (voir  les 
Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  et  des  Lettres  de 
Danemark,  6"**'  série,  section  des  sciences  II,  11,  188G,  p.  508), 
T.-N.  TiiiELE  a  indiqué  la  règle  qu'il  faut  suivre  en  additionnant 
certaines  déterminations  numéroïdes  («  numérales  )))  tridimensio- 
nales  ;  de  plus,  il  y  démontre  que  cette  règle  s'accorde  avec  les 
principes  de  l'addition  et  de  la  soustraction.  On  peut  prouver 
que  les  numérales  en  question  sont  également  soumises  à  quelques- 
uns  des  théorèmes  principaux  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion ;  reste  à  savoir  si,  généralement,  elles  sont  soumises  à  tous  ces 
théorèmes.  » 

L'Académie  met  donc  au  concours  la  question  suivante  : 

«  Indiquer  une  règle  de  multiplication  qui  soit  applicable  aux 
numérales  ci-dessus  mentionnées  et  moyennant  laquelle  on  ob- 
tienne des  produits  (aussi  bien  que  des  sommes)  présentant  la 
même  forme  tridîmensionale  qui  caractérise  les  facteurs  ;  —  exa- 
miner ensuite  si  les  théorèmes  principaux  de  multiplication  et  de 
division  y  sont  tous  satisfaits.  De  plus,  il  serait  à  souhaiter  qu'on 
examinât  si  les  dites  numérales  sont  susceptibles  d'une  inter- 
prétation géométrique.  » 

Les  Mémoires  peuvent  être  rédigés  en  danois,  en  suédois,  en 
anglais,  en  allemand,  en  français  et  en  latin.  Ils  ne  doivent  pas 
porter  le  nom  de  l'auteur,  mais  une  devise,  et  être  accompagnés 
d'une  enveloppe  cachetée  portant  la  même  devise  et  renfermant 
le  nom,  la  profession  et  l'adresse  de  l'auteur.  Le  prix  consiste  en 
une  médaille  d'or  de  l'Académie,  d'une  valeur  de  320  couronnes. 

Les  mémoires  devront  être  adressés  amnt  la  fin  d'octobre  1900 
au  secrétaire  de  l'Académie,  M.  H. -G.  Zeuthrn,  professeur  à 
l'Université  de  Copenhague. 

Académie  royale  des  Sciences  de  Madrid  ;  prix  proposé. 

L'Académie  a  proposé  pour  le  prix  de  mathématiques  (année 
1ÎX)0)  le  sujet  suivant  : 

«  calculer  et  établir,  sous  forme  de  Tables,  les  valeurs  d'une  ou 
de  plusieurs  fonctions  transcendantes  d'un  usage  fréquent  dans 
les  applications  et  pour  lesquelles  il  n'existe  pas  encore  de  Tables. 
Les  Tables  devront  être  d'une  étendue  analogue  à  celle  des  Tables 
trigonométriques,  l'approximation  étant  appropriée  au  but  des 
Tables.  » 

Le  texte  accompagnant  les  Tables  devra  être  rédigé  en  espa- 
gnol ou  en  latin.  Les  Mémoires  sont  reçus  au  Secrétariat  de 
l'Académie,  Calle  de  Valverde,  3G,  Madrid,  jusqu'au  31  décembre 
1900. 

Le  premier  prix  consiste  en  un  diplôme,  une  médaille  d'or  et 
1500  pesetas;  le  second  prix  en  un  diplôme  et  une  médaille  d'or. 

L'Enseignement  maihéni.  7*  année  ;  1905.  17 


2'i2  NOTES   ET  DOCUMENTS 


Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

La  prochaine  réunion  de  l'Association  allemande  des  mathéma- 
ticiens [Deutsche  Mathematiker-Vereinigung)  dïKxvdi  lieu  k  Meran^ 
du  24  au  30  septembre  prochain,  en  même  temps  que  la  77"**  réu- 
nion des  naturalistes  et  médecins  allemands.  Comme  parle  passé, 
le  comité  d'organisation  a  iixé  les  domaines  auxquels  doivent  se 
rapporter  plus  particulièrement  les  communications  :  a)  Algèbre 
supérieure  (arithmétique  théorique)  et  sujets  connexes  se  rappor- 
tant aux  fonctions  zêta  de  Riemann  et  à  la  théorie  des  nombres 
algébriques  ;  b)  géométrie  linéaire  différentielle  ;  c)  équations  aux 
dérivées  partielles  de  la  Physique  mathématique. 

Les  communications  doivent  être  annoncées  à  M.  le  Prof. 
A.  Kra^zer,  Carlsruhe,  Westendst.  57. 


Association  britannique  pour  Tavancement  des  sciences. 

La  75"*"  réunion  annuelle  de  l'Association  britannique  pour 
l'Avancement  des  Sciences  aura  lieu  à  Cape  Town  du  15  au  18 
août  et  à  Johannesburg  du  29  au  31  août,  sous  la  présidence  de 
M.  le  Prof.  G. -H.  Darwin.  La  section  des  Sciences  mathématiques 
et  physiques  sera  présidée  par  M.  le  Prof.  Forsyth. 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Sotis  ce  titre  nous  publions  des  renseignements  relatifs  à  l'organisalion  de 
de  l'enseignement  :  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  Rédactioi*. 


Cours  universitaires. 
Semestre  d'été  1905  (suite). 

Berlin  ;  Unlversitât.  -^  Schwarz  :  Integralrechnung,  4  ;  Uebgn.  dazu,  2  ; 
Anw,  d.  ellipt.  Funktionen,  4  ;  Ueber  die  Gaussische  hypergeomelrîsche 
Reihe,  2;  Kolloquien,  2;  Seminar,  3.  —  Frobenius  :  Th.  d.  algebr.  Glei- 
chungen^  II,  4  ;  Seminar,  3.  —  Schottkt  :   Lineare  DiCFerentialgleichungen, 
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4  ;  Semiiiar,  3.  —  Kivoblauch  :  Th.  und  Anw.  d.  Determinanten,  4  ;  Th.  der 
Raumkurvea  und  Plachen  II,  4  ;  Ausgcwâhlte  Kapitel  der  Théorie  der  ellipt. 
Funktîonen,  1.  —  Hettner  :  Ueber  die  Transzendenz  der  Zahlen  e  und  t. 
—  Lehmanp^-Filhés  :  Differentialrechnung,  4  ;  Uebgn.  dazu»  1.  —  Landau  : 
Ëinleitnng  in  die  Funktionentheorie,  4.  —  Sghur  :  Analyt.  Géométrie,  3  ; 
Zahlentheorîe  II,  4.  -—  Fôrster  :  Geschichte  der  mittelalterlicben  Astrono- 
mie, 2  ;  Zur  Théorie  und  Geschichte  des  Fernrohrs,  1  ;  Théorie  und  Kritik 
der  Raummessung,  2.  —  Bauschinger  :  Th.  der  Stôrungen  der  Himmels- 
kurper,  3  ;  Uebungen  zur  Stôrungstheorie  (im  Seminar  fûrwissensch.  Rech- 
nen.  1.  —  Struve  :  Praklische  Astronomie,  3  ;  Uebungen  im  Seminar  des 
Recheninstituts,  1.  —  Helmert  :  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1  ;  Schwer- 
kraft  und  Gestalt  der  Erde,  1.  —  Ristenpart  :  Ueber  Doppelsterne,  1.  — 
Marcuse  :  Théorie  und  Anwcndung  astronomischer  Instrumente,  2  ;  Einfûh- 
rung  in  die  astronoraische  Géographie  und  kosmische  Physik,  1  ^jt. 

GÔttingen  ;  Universitàt.  —  Klei.n  :  Elementarmathematik  vom  hôhereu 
Standpunkte,  4  ;  Seminar  (Elektrotechnik),  2.  —  Hilbert  :  Zahlentheorie,  4; 
Logischc  Prinzipien  des  mathematischen  Denkens,  2  ;  Seminar  (Elektronen- 
théorie),  2.  —  Minkowski  :  Diffcrentialgleichungen,  4  ;  Automorphe  Funk- 
tionen,  2  ;  Seminar  (Elektronentheorie),  2.  —  Runge  :  Differential-  und  In- 
tegralrechnung  1,3;  Uebgn.  dazu,  3;  Seminar  (Elektrotechnik),  2.  —  Bken- 
DEL  :  Versicherungsmathematik,  2  ;  Uebgn.  dazu,  2.  —  Prandtl  :  Seminar 
(Elektrotechnik),  2  ;  Teehnische  Warmelehre,  3  ;  Muschincntechnik,  2  ;  Prak- 
tikum,  3.  —  Zermelo  :  Funktionentheorie,  4.  —  Blumenthal  :  Analytische 
Géométrie,  4;  Punklionentheoretische  Uebungen,  2.  —  Herglotz  :  Flachen- 
théorie,  2.  —  Abraham  :  Partielle  DifFerentialgleichungen  der  Physik,  4  ; 
Uebungen,  1.  —  Schwarzschild  :  Himmeismechanik  I,  3;  Populiire  Astro- 
nomie, 1  ;  Astronomisches  Kolloquium,  2.  —  Ambronm  :  Geographische  Orts- 
beslimmungen,  2;  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  2;  Uebgn.  dazu,  3. 

Cxford;  University,  —  Lecture  List  for  Eastern  and  Trinity  Ternis,  1905 
{à  partir  du  2  mai).  Mathematics.  —  W.  Esson  :  Comparison  of  Analytic  and 
Synthetic  methods  in  thc  Geouietry  of  Conics,  2  ;  Informai  Instruction  in 
Geometry,  1.  —  E.  B.  Elliot  :  A  First  Course  on  the  Theory  of  Functions, 
3.  —  A.  E.  H.  Love:  Waves  and  Sound,  2.  —  J.  W.  Russell  :  Algebra  of 
QuMutics  (concluded).  1.  — A.  L.  Dixon  :  Calculus  of  Variations,  1.  —  J.  E. 
Campbell  :  Application  of  moving  axes  to  Solid  Geometry,  1.  —  H.  T.  Ger- 
RAKs  :  Line  Geometry,  2.  —  A.  E.  Jolliffe:  Higher  Analytical  Plane  Geo- 
metry, 2.  —  P.  J.  KiRKBY  :  Higher  Plane  Curves,  2.  —  J.  W.  Russell  :  A 
Course  of  Rigid  Dynamics  (Iwo  dimensions),  3.  —  R.  F.  McNbile  :  Séries 
and  Continued  Fractions,  2.  —  A.  L.  Pedder  :  Spherical  Trigonometry,  1.  — 
C.  H.  Sampson  :  Solid  Geometry,  2.  —  C.  H.  Thompson  :  Differential  Equa- 
tions, 2.  —   C.  E.  Haselfoot  :  Geometrical  Optics,  2. 

Vienne;  Université  (du  20  avril  à  fin  juillet).  —  G.  vo»n  Escherich  :  Funk- 
tionenth.,  5;  Proseminar  fiir  Math.,  1  ;  Seminar  fur  Math.,  2;  Wahrschein- 
Hchkeitsrechnung,  3.  —  Fr.  Mertens:  Algebra  (Fortsetzung),  5;  Uebungen 
im  math.  Proseminar,  1  ;  Math.  Seminar,  2  ;  Mathematische  Slatistik,  3.  — 
W.  WiRTiNCER  :  Elemente  der  Differential-  und  Inlegralrechnuug,  5  ;  Uebg. 
dazu,  2  ;  Math.  Proseminar,  1  ;  Math.  Seminar,  2.  —  G.  Kohn  :  Synthetische 
Géométrie  (Forts.),  4;  Nichteuklidische  Géométrie,  2.  —  A.  Tauber  :  Ver- 
sicherungsmathematik  (Forts.),  6.  —  Ernst  Blaschke  :    EinfûKrung   in  die 
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mathematischc  Stalistik,  II.  Teil,  3.  —  K.  Carda.:  Lioeare  koniinuierlicke 
Gruppen,  2.  —  J.  Plf.melj  :  Théorie  der  hypergeometr.  Diff.-Gl.,  2.  —  J. 
G«ukwald:  Liniengeometrie  (Forls.),  2.  —  Edm.  Weis»:  Praktische  Astro- 
nomie, 4.  —  J.  VON  HeppergEr  :  Astrophysik,  3;  Bahobestimmung  von  Dop- 
pelsternen,  2.  —  Robert  Schram  :  Interpolationsrechnung  und  mechaniscbe 
Quadratur,  2.  —  Norb.  Herz:  Aawendung  der  elliptischen  Funktionen  io 
der  Astronomie,  2;  Karlennetze»  2.  —  Adalbert  Prby  :  Die  Schweremes- 
Bungen,  2. 

Pendant  le  semestre  d'hi%'cr  1904-1905,  TUniversité  de  Vienne  a  compté 
8233  étudiants,  dont  1950  auditeurs. 
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Alf.  Capelli.  —  démenti  di  Aritmetica  Ragionata  e  di  Algebra  ad  uso  del 

ristruzione  sccondaria.   Libro  III.   I    numeri   negativî.  —  1  vol.    112  p.; 
prix  :  L.  1,80-,  Pellerano,  Naples,  1904. 

Ce  fascicule,  qui  fait  suite  aux  Livres  I  et  II  consacrés  aux  nombres  natu- 
rels, a  pour  objet  les  nombres  négatifs.  L'auteur  y  examine  la  théorie  des 
opérations  fondamentales  présentée  dans  toute  sa  rigueur  scientifique.  11 
s'efforce  à  faire  ressortir  l'importance  des  nombres  négatifs  dans  la  résolu- 
tion de  problèmes  simples  de  l'analyse  indéterminée  et  pour  le  principe  de 
l'identité  entre  polynômes  établis  à  l'aide  de  la  règle  de  RuflGni.  On  y  trouve 
également  les  premiers  principes  de  la  théorie  des  congruences  à  titre  d'in- 
troduction à  la  théorie  des  nombres. 

La  notion  de  nombre  négatif  est  rendue  intuitive  à  l'aide  d'une  série  d'in- 
terprétations empruntées  à  la  Géométrie,  la  tenue  de  livres  et  l'Electro- 
statique. 

A  chaque  paragraphe  sont  joints  des  a  notes  et  exercices  o. 

Ernest  Kaller  (Vienne). 

Claro-C.  Dassen.  —  Tratado  elemental  de  Geometriâ  Eaclideâ.  Tome  I, 

Geometria  plana.  —  1  vol.  in-12o,  XXXII  -|-  319  pages.  240  figures.  Coni 
Hcrmanos,  Buenos-Ayres,  1904. 

Les  élèves  des  écoles  secondaires  de  l'Argentine  n'ont  guère  eu  jusqu'à 
ce  jour  entre  les  mains  que  des  manuels  dont  les  auteurs  se  bornaient  à 
suivre  les  vieilles  méthodes,  à  peine  d'accord  avec  la  saine  logique,  et  à 
serrer  d'aussi  près  que  possible  les  programmes  officiels  rédigés  plus  d'une 
fois  par  des  personnes  profanes  en  la  matière.  M.  Claro-C,  Dassen  s'est 
proposé  d'écrire  pour  eux  un  traité  élémentaire  plus  en  harmonie  avec  les 
idées  modernes  et  les  méthodes  rigoureuses  qui  doivent  régler  l'enseigne- 
ment de  la  géométrie.  Il  faut,  ainsi  que  le  disait  M.  Veronese  au  congrès  de 
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Paris  de  1900»  que  l'auteur  d'un  nouvean  traité  de  géométrie  élémentaire  se 
propose  pour  objet  de  concilier  les  exigences  de  la  science  avec  celles  de 
l'enseignement  et  de  l'intelligence  moyenne  de  ses  élèves  —  que  les  profes» 
seurs  aient  foi  au  progrès  de  la  science  et  se  gardent  des  préjugés. 

Pour  remplir  ce  but,  l'auteur  a  commencé  par  écarter  absolument  toute 
préoccupation  de  programme;  libre  de  ce  côté,  il  a  pu  ordonner  son  livre 
suivant  le  plan  qui  lui  paraissait  le  meilleur,  et  voici  celui  qu'il  a  adopté. 
Les  travaux  de  Lobatschefsky,  Bolyai  et  de  leurs  continuateurs  ayant  défi- 
nitivement proclamé  Tindépendance  absolue  du  postulat  euclidien  à  l'égard 
des  autres  postulats  fondamentaux  de  la  géométrie,  M.  Dassen  le  sépare 
nettement  des  autres  et  fait  deux  parts  bien  distinctes  de  son  livre. 

Dans  la  première  partie,  sous  le  titre  de  Principes  communs  aux  géomé- 
tries  non-euclidiennes,  il  range  toutes  les  propositions  indépendantes  du 
postulat  des  parallèles  et  constituant  la  géométrie  générale;  cette  première 
partie  (pages  1-130)  contient  trois  chapitres  : 

I.  L'espace  et  les  êtres  géométriques,  définitions,  postulats  de  l'espace,  de 
la  droite  et  du  plan.  —  Les  angles  et  la  circonférence  ; 

IL  Mesure  des  longueurs  et  des  angles  ; 

III.  Les  triangles  et  leurs  applications  les  plus  immédiates;  circonférences, 
arcs  et  cordes. 

La  seconde  partie  de  l'ouvrage,  la  plus  étendue,  et  divisée  en  deux  livres, 
contient  l'exposé  des  principes  spéciaux  à  la  géométrie  euclidienne.  M.  Das- 
sen prend  pour  point  de  départ  de  sa  théorie  des  parallèles  un  postulat  qui 
n'est  ni  celui  d'Euclide,  ni  celui  que  nous  avons  l'habitude  de  lui  substituer. 
Préoccupé  particulièrement  de  n'utiliser  que  les  axiomes  appelés  pratiques, 
c'est-à-dire  nécessaires  pour  les  applications  de  la  géométrie,  et,  en  par- 
tant de  la  base  de  notre  espace  actuel,  d'énoncer  seulement  les  propriétés 
fondamentales  que  l'expérience,  aidée  de  l'intuition  et  del'imagination,  nous 
autorise  à  établir,  il  ne  veut,  pour  un  traité  élémentaire  destiné  à  des  élèves 
qui  étudient  la  géométrie  pour  la  première  fois  et  que  leurs  études  doivent 
conduire  rapidement  aax  applications,  employer  que  des  postulats  en  rela- 
tion avec  des  figures  pouvant  s'observer.  Dans  un  champ  d'observation  quel- 
conque, l'expérience  montre  que  deux  droites  qui  se  rapprochent  d'un  côté 
s'écartent  de  l'autre  '.  Donc  deux  droites  coplanaires  perpendiculaires  à  une 
troisième  sont  équidistantes,  et  par  un  point  situé  hors  d'une  droite  on  peut 
tracer  une  et  une  seule  droite  qui  en  soit  équidistante.  Enfin  il  y  a  identité 
entre  les  parallèles  et  les  équidistantes. 

La  marche  est  plus  longue  que  dans  les  ouvrages  classiques  usités  en 
France,  mais  la  méthode  de  M.  Dassen  a  peut-être  l'avantage  de  se  présenter 
plus  nettement  devant  les  jeunes  élèves  et  de  mieux  parler  à  leur  imagina- 
tion. Peu  importe  la  route  suivie,  pourvu  qu'elle  soit  large  et  nette,  et  con- 
duise au  but  sans  détour.  La  suite  du  chapitre  I  et  le  chapitre  II  contien- 
nent les  applications  immédiates  des  parallèles  et  les  parallélogrammes,  et 
le  chapitre  III  donne  la  mesure  des  angles  inscrits  à  la  circonférence  a%'ec 
ce  qui  s'y  rapporte  ;  ici  l'auteur  place  le  théorème  sur  l'existence  des  poly- 
gones réguliers  inscrits  et  circonscrits,  il  nous  semble  qne  cette  proposition 
pourrait  être  mise  sans  inconvénient  dans  la  première  partie  du  livre,  car 
elle  dépend  de  la  géométrie  générale. 


*  Voir  du  in^me  aoteur,  dans  le  n*  de  janvier  1904  <peges  47-67)  l'article  qui  a  pour  titrn  ; 
ïêorù  des  parallèUs  basée  sht  uHpostulat  plus  évident  que  ceux  employés  ordinairement  (  Voir 
issi  le  présent  namèro,  p.  S35  à  SW,  Hid). 


Théorie 
aussi 
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Les  trois  chapitres  Suivants  coutienncnt  respectivement  la  théorie  de  la 
proportionnalité  et  des  ligures  semblables,  les  relations  métriques  et  la 
mesure  des  aires.  Pour  le  rectangle,  l'auteur  se  borne  avec  raison  au  cas 
où  la  hauteur  et  la  base  ayant  une  partie  commune,  la  figure  est  décompo- 
sable  en  carrés. 

Chaque  partie  du  Ijvre  de  M.  Dassen  est  suivie  d'un  résumé  renfermant 
l'énoncé  des  principales  propositions  et  d'un  choix  d'exercices.  Les  élèves 
doivent  apprendre  le  résumé  par  cœur;  cette  concession  aux  vieilles  mé« 
thodes  d'enseignement  n'est  peut-être  pas  une  chose  mauvaise  en  soi,  mais 
nous  croyons  qu'il  vaudrait  mieux  que  le  professeur  donnât  comme  lâche  à 
ses  élèves  de  faire  ce  résumé  eux-mêmes. 

Le  tome  II,  Geonietria  del  Espacio  est  actuellement  sous  presse. 

P.  Barbarin  (Bordeaux). 

F.  DuMONT.  —  Introdaction  à  la  Géométrie  du  3™"  ordre.  —  1  vol.  de  LX, 

308  p.,  Depallier  &  Ci»,  Annecy.  1904. 

Au  cours  du  19"»«  siècle  la  Géométrie  du  3™«  ordre  a  reçu  d'importants 
développements  qui,  pour  la  plupart,  ont  leurs  points  de  départ  dans  les 
travaux  fondamentaux  des  mathématiciens  anglais  Cayley,  Salmon  et  Syl- 
vester  et  du  géomètre  suisse  Steiner.  Toutefois  ce  ne  sont  encore  que  des 
études  partielles  ayant  en  vue  soit  les  propriétés  analytiques,  soit  les  pro- 
priétés projectives  et  il  serait  à  souhaiter  qu'un  jeune  géomètre,  dominant  à 
la  fois  les  théories  analytiques  et  synthétiques,  entreprit  une  étude  d'en- 
semble sur  les  courbes  et  les  surfaces  du  3"^»  ordre.  Dans  l'état  actuel  de 
la  Science  un  pareil  traité  ne  saurait  tarder. 

Quoi  qu'il  en  soit  le  présent  ouvrage,  modestement  intitulé  Introduction 
à  la  Géométrie  du  3"*"  ordre^  apporte  une  importante  contribution  à  un  exposé 
systématique  de  cette  branche  ;  il  fournit  en  même  temps  une  utile  prépa- 
ration à  l'étude  des  travaux  récents  sur  les  courbes  et  les  surfaces  algé- 
briques. 

M.  Dumont  a  réuni  dans  ce  volume  les  éléments  essentiels  de  la  Géomé- 
trie du  3™«  ordre  en  tenant  compte  des  divers  points  de  vue  auxquels  se 
sont  placés  les  auteurs.  Il  examine  d'abord  la  Géométrie  sur  une  droite, 
puis  il  présente  les  propriétés  générales  des  cubiques  planes  en  étudiant 
successivement  les  divers  modes  de  génération,  les  pôles  et  polaires,  la 
classification  des  cubiques  planes,  les  systèmes  de  cubiques  et  leurs  trans- 
formations. 

La  partie  principale  de  l'ouvrage  est  la  théorie  des  surfaces  du  3"»«  ordre. 
L'auteur  la  fait  précéder  d'une  étude  des  cubiques  gauches,  puis  il  passe  en 
revue  les  principaux  modes  de  génération  de  la  surface  générale  du  3"*« 
ordre.  Viennent  ensuite  les  singularités  de  ces  surfaces,  les  pôles  et  polaires, 
la  classification  et  les  transformations  des  surfaces  cubiques,  les  représcD- 
tations  d'une  surface  cubique  sur  un  plan,  etc. 

Toutes  ces  questions,  d'une  grande  diversité  par  leur  objet,  sont  présentées 
jivec  beaucoup  de  clarté.  L'auteur  a  eu  soin  de  les  accompagner  d'un  inté- 
ressant choix  d'exercices  à  résoudre. 

J.-S.  Mackay.  —  Plane  Geometry,  practical  and  theorical.  Books  I,  H,  III 

1  vol.  in-16<*;  London  and  Edinburgh,  W.  &  R.   Chambers  limited,  1904. 

Dès  que  les  fondements  de  la  Géométrie  sont  devenus  le  sujet  d*utiles 
discussions,   les  traités  élémentaires  à  l'usage  de  l'enseignement  ont  béné- 
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ficié  d'heureuses  innovations.  En  Italie  particulièrement  le  réveil  s'est 
ac<^entué  plus  que  dans  les  autres  pays  et  surtout  après  les  puissantes  re- 
cherches d'un  savant  professeur  de  l'Université  de  Padoue,  M.  le  sénateur 
Veronese.  Après  la  publication  de  ses  «  Fondamenti  délia  Geometria  >,  en 
1891,  il  a  paru  un  grand  nombre  de  traités,  qui  presque  tous  ont  adopté  les 
mêmes  idées  fondamentales,  bien  que  quelques-uns  aient  oublié  de  rappeler 
l'auteur  principal.  Toutefois  plusieurs  de  ces  traités  n'ont  pas  su  maintenir 
l'unité  scientifique  et  didactique  qui  doit  caractériser  l'exposé  d'une  disci- 
pline élémentaire.  Dans  les  autres  nations  aussi  et  particulièrement  en 
France  et  en  Angleterre,  où  quelques-uns  de  nos  livres^  ont  su  s'ouvrir  une 
voie  glorieuse,  des  savants  géomètres  ont  consacré'  leur  activité  à  réformer 
l'enseignement  des  éléments  de  géométrie.  Parmi  ceux-ci  se  trouve  préci- 
sément M.  Mackay,  le  savant  professeur  de  l'Université  d'Edimbourg,  dont 
nous  avons  admiré  des  recherches  historiques  sur  plusieurs  théorèmes  et 
théories  géométriques.  Il  nous  présente  un  traité  qui  est  inspiré  des  idées 
modernes  sur  la  réforme  euclidienne.  Ce  domaine  donne  encore  lieu  à  bien 
des  discussions  scientifiques  et  didactiques,  aussi  M.  le  professeur  Mackay 
voudra-t-il  bien  me  permettre  quelques  observations  sur  son  livre,  le  meil- 
leur certainement  parmi  tous  les  traités  anglais  élémentaires  que  j'ai  pu  lire 
pendant  ces  dernières  années.  Je  prendrai,  non  comme  terme  de  comparai- 
son, mais  comme  base  de  mes  observations,  les  idées  fondamentales  de  M. 
le  professeur  Veronese  qui,  selon  moi,  représentent  ce  qu'il  y  a  aujourd'hui 
de  mieux  sur  ce  sujet  en  Italie  comme  dans  les  autres  pays. 

Je  dois  avant  tout  noter  que  si  dans  sa  première  partie  ce  livre  nous  pré- 
sente des  défauts,  ils  sont  spécialement  dus  aux  programmes  officiels,  aux- 
quels l'auteur  a  dû  se  conformer. 

Le  traité  de  M.  Mackay  se  subdivise  en  trois  livres  qui  embrassent  les 
quatre  premiers  livres  classiques  des  Eléments  d'EucIide  ;  mais  ils  sont 
précédés  d'une  introduction  destinée  à  familiariser  les  élèves  avec  les  termes 
géométriques,  l'usage  des  instruments  et  les  propriétés  les  plus  intuitives  de 
certaines  fignres,  tout  suivi  de  Texposition  de  nombreux  expérimenta  (l'au- 
teur déclare  les  nommer  expériments  et  non  exercices  car  la  Géométrie  n'est 
pas  une  science  expérimenfale).  Or,  le  système  de  tirer  de  l'expérience  le 
motif  à  notions  élémentaires,  claires  et  précises,  est  certainement  plus  rai- 
sonnable que  celui  de  donner  des  définitions  aprioristiques  et  formelles  qui 
très  souvent  ou  sont  démenties  dans  la  suite  du  livre,  ou  doivent  être  modi- 
fiées et  corrigées.  11  ne  sera  jamais  répété  suffisamment,  observe  M.  Vero- 
nese dans  ses  Elementi  délia  Geometria,  que  la  Géométrie  élémentaire  a  son 
fondement  naturel  dans  l'observation  des  faits  extérieurs,  c'est-à-dire  dans 
l'intuition;  elle  ne  doit  donc  jamais  se  montrer  aux  élèves  comme  un  système 
de  symboles  auxquels  on  assigne  arbitrairement  des  propriétés  déterminées, 
comme  encore  aujourd'hui  on  le  rencontre  dans  certains  travaux  sur  les 
principes  de  la  Géométrie,  sans  s'inquiéter  si  elles  correspondent  ou  non  à 
l'observation.  Mais  avec  tout  cela  il  ne  me  semble  pas  recommandable  de 
passer  de  la  connaissance  d'un  instrument  à  une  notion  des  plus  importantes 
et  controversées  en  disant  (page  6)  que  «  si  la  circonférence  d'un  cercle  était 
divisée  en  360  parties  égales,  chaque  partie  se  nommerait  degré  :  si  les  deux 


I  Voyex,  par  exemple,  la  traduction  française  des  Eléments  de  Géométrie  de  A.  Faikofkr 
(Paris,  A.  Rogier). 
*  Je  veux  mentionner  particulièrement  les  savantes  recherches  de  M.  le  Professeur  J.-M. 

HiLL. 
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extrémités  de  ce  petit  arc  étaient  jointes  au  centre,  on  formerait  ici  uq  angle 
nommé  angle  d'un  degré  ».  De  cette  manière  déjà  avant  la  notion  claire 
d'angle,  le  jeune  enfant  devrait  avoir  celle  d'angle  au  centre  et  de  sa  me- 
sure. 

Les  «  expériments  >  qui  suivent  ces  notions  devraient  plutôt  s'intituler 
«  Eléments  de  dessin  géométrique  »,  car  ils  mènent  à  la  construction  des 
arcs,  aux  sommes  et  différences  d'angles,  à  la  pratique  du  rapporteur  dans 
la  construction  de  la  perpendiculaire  à  une  droite,  à  la  construction  de  fi~ 
gures  à  quatre  côtés  qui  forment  des  angles  droits,  à  la  construction  de 
triangles  et  ses  axes  de  symétrie,  de  polygones  étoiles,  etc.  Toutefois,  il 
serait  bon  de  définir  la  somme  ou  différence  de  deux  segments  et  le  produit 
d'un  segment  par  un  nombre  entier  :  l'élève  aurait  ainsi  une  juste  notion  de 
ce  que* sont  ces  opérations  étendues  à  la  Géométrie. 

s  Et  nous  voilà  (page  19)  au  Livre  i (angles,  triangles,  parallèles,  parallèlo- 
grammes),  et  aux  définitions  du  point,  de  la  ligne,  de  la  surface,  du  corps  : 
((  un  point  à  position  mais  non  grandeur  i>.  Pour  des  jeunes  enfants  dont 
l'intelligence  commence  à  peine  à  se  développer,  une  affirmation  aussi  laco- 
nique, et  avant  même  qu'ils  aient  l'idée  de  ce  que  peut  être  une  grandeur, 
n'est  guère  évidente.  De  même  il  ne  me  semble  pas  propre  que  de  définir  la 
ligne  (page  19)  comme  celle  qui  «  a  position  et  a  longueur  »,  ajoutant  après 
A  qu'on  dit  de  la  ligne  qu'elle  possède  une  dimension,  c'est-à-dire,  longueur  ». 
Quel  besoin  y  a-t-il  de  faire  intervenir  l'idée  de  dimension,  bien  autrement 
que  simple  et  dont  on  n'a  pas  besoin  pour  traiter  des  points,  des  droites, 
des  cercles,  etc.?  Même  remarque  pour  les  définitions  qui  suivent  et  parti- 
culièrement pour  celle  du  solide  «  portion  de  l'espace  limitée  par  une  ou 
plusieurs  surfaces  ».  Nous  savons  que  si  l'on  transporte  idéalement  un  so- 
lide géométrique  dans  un  autre  lieu,  il  y  a  encore  de  Tespace  où  le  corps  se 
trouvait  auparavant  :  les  conclusions  que  l'on  pourrait  tirer  de  cette  défini- 
tion sont  donc  bien  claires.  —  La  définition  d'angle  qui  vient  compléter  celle 
donnée  dans^l'introduction  me  semble  incomplète  :  «  si  deux  droites  sont 
menées  d'un  même  point,  on  dit  qu'elles  renferment  un  angle  ».  L'élève  ne 
remarquera-t-il  pas  que  deux  régions  du  plan  déterminées  par  les  deux 
droites  correspondent  à  la  définition  d'angle  ?  Pour  les  parallèles  l'auteur 
adopte  la  définition  euclidienne  «  si  étant  dans  le  même  plan  et  prolongées 
elles  indéfiniment  ne  se  rencontrent  pas  ».  Cette  définition,  quoique  encore 
bien  répandue,  n'est  plus  acceptable,  car  nous  ne  pouvons  imaginer  les  droites 
prolongées  que  d'une  quantité  finie,  tandis  que  les  droites  géométriques  sont 
infinies;  en  outre,  les  propriétés  géométriques  qui  nous  permettent  de  vé^ 
rifier  le  parallélisme,  se  rapportent  à  la  portion  du  plan  qui  nous  est  acces- 
sible. J'ai  la  conviction  que,  d'après  les  travaux  modernes  sur  les  fonde- 
ments de  la  Géométrie,  il  est  plus  rationnel,  scientifiquement  et  didactique- 
ment,  d'adopter  la  définition,  indépendante  de  la  notion  de  plan,  proposée 
par  le  savant  professeur  Yeronese  qui  est  plus  conforme  aux  exigences  géo- 
métriques de  nop  jours  :  après  la  définition  des  figures  opposées  par  rap- 
port à  un  point  et  celle  de  transversale  de  deux  droites,  il  dit  que  a  deux 
droites  sont  parallèles  si  l'une  d'elles  contient  deux  points  opposés  à  deux 
points  de  l'autre  par  rapport  au  milieu  d'une  transversale  commune  ».  Cette 
définition,  qui  contient  aussi  la  construction  de  la  parallèle  à  une  droite 
donnée,  modifie  le  postulat  euclidien  en  disant  que  c  si  deux  droites  sont 
parallèles,  elles  sont  des  figures  opposées  l'une  à  l'autre  par  rapport  au 
milieu  de  chacun  de  ses  segments  transversaux  ».  Ce  postulat  est  par  lui- 
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même  objectif,  pouvant  être  vérifié,  dans  les  limites  de  notre  expérience, 
avec  la  plus  grande  approximation.  —  Les  propriétés  des  parallèles  et  les 
démonstrations  se  trouvent  aux  pages  94  et  suivantes,  tandis  qu'en  adoptant 
la  définition  ci-dessus,  ces  propriétés  pourraient  s'énoncer  dès  le  début, 
avant  même  de  la  définition  du  plan  et  de  l'angle. 

A  la  page  47  est  la  définition  de  figures  congruentes  (qui  sont  égales  sous 
tous  les  aspects)  et  l'auteur  dit  que  la  méthode  qui  sert  pour  montrer  la 
congrucnce  des  figures  s'appelle  méthode  de  superposition.  A  propos  de 
cette  définition  de  la  congruence,  j'estime,  avec  M.  Yeronese,  qu'une  telle 
méthode  conduit  à  autant  de  définitions  d'égalité  qu'il  y  a  de  catégories  de 
figures  dans  la  Géométrie  élémentaire,  car  l'idée  d'égalité  en  Géométrie  est 
une  conséquence  directe  de  la  logique  plus  simple  :  «  il  faut  donc,  observe 
le  savant  professeur  de  l'Université  de  Padouc,  donner  tout  de  suite  la  dé» 
finition  qui  correspond  à  la  notion  commune  d'égalité  et  de  laquelle  se  dé- 
duisent la  correspondance  univoque  et  l'égalité  .des  segments  correspon- 
dants :  conceptions  simples  et  intuitives  qui  restent  fondamentales  dans  la 
Géométrie  et  qui,  étant  utilisées  dans  tous  les  cas  d'égalité  des  figures, 
servent  aussi  d'analogie  pour  la  définition  de  similitude  d.  Et  de  ces  analo- 
gies, comme  des  différences  entre  les  objets  géométriques,  ressort  l'incon- 
testable supériorité  de  cette  méthode  sur  toutes  les  autres^. 

Ceux  qui  se  conforment  encore  aux  méthodes  anciennes,  ceux  qui  recou- 
rent encore  au  postulat  du  mouvement  sans  déformation  pour  définir  et  dé- 
montrer l'égalité  des  figures,  et  dans  cette  large  catégorie  est  aussi  M. 
Mackay,  ne  réussiront  jamais  à  prouver  qu'ils  obtiennent  par  ce  moyen  la 
rigueur  scientifique  que  l'on  doit  trouver  même  dans  un  manuel  élémen- 
taire. 

Cette  observation  s'applique  aussi  à  la  définition  (page  47)  des  figures 
équivalentes  comme  «  celles  qui  ont  aires  égales  o.  Et  qu'est-ce  que  c'est 
Taire  d'une  figure  si  la  notion  d'aire  n'a  pas  encore  été  donnée?  En  efl*et, 
cette  notion  est  le  fondement  du  deuxième  livre,  encore  un  peu  loin.  Les  difii- 
cuUés  que  présente  la  démonstration  des  constructions  à  la  page  61  (pro- 
blèmes 15,  etc.)  disparaissent  si  l'on  admet  la  définition  a  sont  équivalentes 
les  figures  qui  sont  formées  ou  peuvent  se  décomposer  dans  le  même 
nombre  de  parties  respectivement  égales.  » 

Le  Livre  II,  consacré  à  la  mesure  des  figures  planes,  est  très  bien  fait. 
Comme  on  devait  s'y  attendre,  par  suite  de  la  définition  d'équivalence 
adoptée  par  l'auteur,  on  trouve  démontrés  ici  les  principaux  théorèmes  sur 
les  figures  équivalentes.  Le  théorème  de  Pythagore  est  exposé  non  seulement 
avec  la  démonstration  ordinaire,  mais  aussi  à  l'aide  de  celles  de  Schooten 
( Exercitationes  maihematicse ,  1657,  p.  111)  et  de  Perîgal.  De  tous  ces  théo- 
rèmes Tauteur  donne  les  applications  algébriques.  Une  large  collection 
d'applications  et  de  problèmes  accompagne  chaque  théorème. 

Vient  ensuite  le  Livre  III,  intitulé  le  cercle.  Les  propositions  ordinaires 
sur  les  rayons,  cordes,  angles  an  centre  et  angles  inscrits,  etc.,  sont  démon- 
trées avec  beaucoup  de  clarté  et  de  soin.  Les  propriétés  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  ou  de  trois  cercles  considérés  deux  à  deux,  comme  les  problèmes 
qui  s'y  rapportent,  méritent  des  éloges  particuliers.  II  en  est  de  même  de 
la  construction  des  tangentes   et    des   questions   relatives  aux  triangles  ins- 


<  Vkro:«B8K,  Fondamtnti  délia  Geometrla  (traduction  allemande  de  M.  A.  Schepp,  Teubner, 
1894).  —  Voir  la  Préface. 
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crits  ou  circonscrits  à  une  circonférence.  On  trouve  aussi  en  deux  pages  un 
bref  exposé  de  la  Géomélrographie,  sujet  sur  lequel  Tauteur  avait  déjà 
écrit  une  note  très  intéressante  avec  des  modifications  aux  notations  de  M. 
Lemoine. 

En  conclusion  donc  on  peut  dire  que  dans  son  ensemble  ce  livre  forme 
un  bon  traité.  Parmi  les  défauts  que  j'ai  voulu  poser  en  évidence,  les  uns 
sont  dus  aux  méthodes  anciennes  auxquelles  un  grand  nombre  d'auteurs 
n'ont  pas  encore  voulu  renoncer;  les  autres  sont  la  conséquence  des  pro- 
grammes officiels  dont  l'auteur  a  nécessairement  dû  tenir  compte.  L'ouvrage 
de  M.  Mackay  n'en  constitue  pas  moins  un  progrès  sur  les  Eléments  eucli- 
diens en  usage  chez  les  Anglais. 

Prof.  C.  Alasia  (Tempio,  Sard.). 

W.  Pflibgkr.  —  Elementare  Planimetrie.  —  Collection  Schubert,  1  vol., 
•   430  p.,  prix:  Mk.  4.80.  G.  J.  Gôschen,  Leipzig. 

Ce  traité  de  Géométrie  plane  contraste  avec  la  plupart  des  manuels  en  usage 
dans  les  pays  delangue  française.  L'auteur  a  abandonné  la  tradition  de  l'en- 
seignement de  la  Géométrie  d'après  les  Eléments  d'Euclide.  Il  s'est  proposé, 
d'une  part,  de  grouper  autant  que  possible  dans  un  même  chapitre  les  pro- 
positions se  rapportant  au  même  sujet;  d'autre  part  et  surtout  d'exposer 
la  Géométrie  suivant  un  ordre  plus  naturel  ;  il  veut  introduire  les  notions 
géométriques  comme  elles  se  présentent  à  notre  esprit  au  cours  de  sou 
développement. 

Ainsi  les  notions  de  circonférence,  arc,  corde,  secteur  sont  introduites  dès 
le  début  de  l'ouvrage.  L'avantage  de  cet  arrangement  est  de  permettre  dès 
les  premières  leçons  des  applications  graphiques.  La  notion  de  la  bande 
(5^re//e)  joue  un  grand  rôle  dans  la  première  moitié  du  volume.  C'est  une 
faute,  dit  l'auteur  dans  la  préface,  de  ne  pas  apprendre  à  l'enfant  qui 
chaque  jour  voit  dans  ses  cahiers  des  bandes  et  des  séries  de  bandes, 
quelles    sont    les  propriétés  de  ces  figures  et  le  parti  qu'il  en   peut  tirer. 

Une  autre  préoccupation  de  l'auteur  a  été  de  choisir  les  démonstrations 
les  plus  propres  à  faire  ressortir  la  signification  et  la  valeur  des  théorèmes. 
Souvent  les  démonstrations  à  l'aide  d'égalités  de  triangles  sont  artificielles; 
et  comme  du  reste,  l'auteur  n'introduit  les  triangles  que  fort  tard,  ses  démon- 
strations diffèrent  beaucoup  des  démonstrations  classiques  :  la  symétrie  des 
figures  y  joue  un  rôle  capital. 

Les  axiomes  nécessaires  ont  été  bien  mis  en  relief.  Nous  devons  signaler 
surtout  le  soiu  iipporté  à  l'introduction  et  à  la  jusification  du  calcul  des  gran- 
deurs géométriques.  Les  lois  de  ce  calcul  sont  explicitement  énoncées  et  leur 
identité  avec  les  lois  du  calcul  algébrique  est  bien  mise  en  évidences* 

Chaque  paragraphe  est  accompagné  de  nombreux  exercices  très  judi- 
cieusement choisis. 

Voici  une  brève  analyse  des  premiers  chapitres. 

Le  premier  traite  des  éléments  des  figures,  corps,  surfaces,  lignes,  points. 
La  longueur  [Strecke]  fait  l'objet  du  second  chapitre.  Les  lois  de  l'additiou 
et  de  la  soustraction  des  longueurs  sont  explicitement  indiquées  et  l'auteur 
introduit  comme  axiomes  la  loi  de  l'addition  (interversion  des  termes)  et  l'exi- 
stence de  la  différence  de  deux  longueurs.  De  la  notion  de  longueur  est  dé- 
duite celle  de  la  face  plane. 

Dans  le  chapitre  suivant,  le  prolongement  d'une  longueur,  d'une  face  plane, 
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d*un  corps,  conduit  aux  notions  de  ligne  droite,  de  plan  et  d'espace  (éléments 
infinis). 

Le  chapitre  IV  introduit  les  notions  d'égalité  et  d'équivalence  des  figures 
finies,  puis  des  figures  infinies.  II  est  montré  à  ce  propos  comment  certaines 
propositions  vraies  pour  des  éléments  finis  quelconques  cessent  de  l'être 
lorsque  ces  éléments  sont  prolongés  indéfiniment. 

Le  cercle  et  l'angle,  tel  est  le  titre  du  chapitre  V.  La  définition  et  les  pro- 
priétés élémentaires  du  cercle  sont  suivies  des  théorèmes  sur  les  secteurs,- 
les  arcs  et  les  cordes  correspondants.  L'angle  est  défini  comme  limite  d'un 
secteur  dont  le  rayon  devient  infini.  L'auteur  se  fait  alors  scrupule  détendre 
sans  autre  aux  angles  les  théorèmes  démontrés  pour  les  secteurs.  II  pos' 
iule  que  les  théorèmes  valables  pour  des  secteurs  de  rayon  fini  quelconque 
le  sont  encore  lorsque  le  rayon  devient  infini,  lorsque  le  secteur  devient 
un  angle. 

Nous  laissons  l'analyse  détaillée  de  l'ouvrage  et  signalons  seulement  quel- 
ques points  caractéristiques. 

Dans  la  théorie  des  parallèles,  l'auteuresttoutnaturellemnnt  conduit  à  pren- 
dre pour  axiome*  une  proposition  qui  renferme  l'axiome  classique  et  revient  à 
peu  près  à  dire  que  deux  angles  correspondants  formés  par  deux  parallèles 
et  une  transversale  sont  toujours  égaux. 

Le  parallélogramme  est  étudié  comme  partie  commune  à  deux  bandes  ; 
cette  étude  est  suivie  de  celle  du  trapèze. 

C'est  seulement  au  commencement  du  second  tiers  du  volume,  aprèsl'étude 
des  propriétés  des  tangentes  à  une  et  deux  circonférences  et  des  angles  inscrits, 
que  l'auteur  place  la  théorie  du  triangle.  Il  peut  alors  grouper  dans  un  même 
chapitre  tout  ce  qui  a  trait  à  cette  figure  et  développer  les  propositions  les 
plus  essentielles  de  la  géométrie  du  triangle. 

Très  remarquables  quant  à  l'exposition  nette  et  précise,  sont  les  chapitres 
XII  et  XIV  se  rapportant  Tun  à  la  comparaison  et  au  calcul  des  surfaces, 
l'autre  à  la  mesure  des  grandeurs  géométriques  et  aux  lignes  propor- 
tionnelles. 

La  dernière  partie  renferme  l'étude  des  points  et  rayons  harmoniques, 
des  pôles  et  polaires,  de  l'inversion  et  des  faisceaux  de  cercles.  Les 
définitions  des  points  et  rayons  harmoniques  sont  choisies  de  manière 
à  mettre  en  relief  le  principe  de  dualité  et  à  éviter  les  fonctions  gonionié' 
triques. 

Cet  ouvrage  rendra  de  grands  services  à  ceux  qui  sont  chargés  de  l'en- 
seignement de  la  géométrie  élémentaire;  ils  pourront  y  trouver  un  précieux 
choix  d'exercices  bien  gradués  et  d'utiles  indications  pour  leur  enseignement. 

C.  Jaccottet  (Lausanne). 

Colonel  J.  Sohmein.  —  Essai  sar  l'origine  et  les  fondements  de  la  Géométrie. 

1  vol.  in  80  de  360  pages.  Le  Manut.  Cherbourg,  1904. 

La  solution  de  la  question  des  Fondements  de  la  Géométrie  ndmel  un 
premier  stade,  qui  peut  être  défini  par  la  proposition  suivante: 

En  prenant  pour  base  l'idée  de  figure  (comportant  notamment  les  notions 


>  c  Bei  der  Vergleichung  dcr  Winkcl  srod  Strcifcn  und  StreifoDhnlften  nicht  zu  berflck- 
ftichtigen.  »  Dan»  U  comparaison  des  angles,  on  ne  tiendra  pas  compte  des  bandes  et  des 
d«mi-band«s. 
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de  point,  ligne,  surface  et  continuité),  déduire  d'un  certain  nomitre  de  propo- 
sitions non  démontrées  ou  <  axiomes  u  les  théorèmes  principaux  de  la  Géométrie 
vulgaire  ou  métrique. 

Tel  est  l'objet  essentiel  de  l'ouvrage  de  M.  le  colonel  Sorneio. 

Conformément  aux  errements  suivis  jusqu'à  présent  dans  les  ouvrages  où 
la  question  est  traitée  sans  emploi  de  l'Analyse  mathématique,  celui-ci  ne 
comprend  pas  le  a  déplacement  sans  déformation  »  (Bewegung)  parmi  les 
concepts  fondamentaux  et  par  suite  n'en  fait  pas  Tobjet  d'axiomes.  Mais 
il  diffère  de  ces  ouvrages  par  l'emploi  d'un  nombre  très  restreint  de  concepts 
fondamentaux  et  d'axiomes  —  trop  restreint,  pensons-nous  ;  car  nous  n'ose- 
rions pas  affirmer  que  le  système  de  fondements  exposé  au  titre  I  constitue 
une  base  suffisante  pour  établir  rationnellement  une  métrique,  et  il  ne  serait 
peut-être  pas  difficile,  en  examinant  attentivement  les  démonstrations  des 
premiers  théorèmes,  de  découvrir  les  propriétés  qui  y  sont  employées  sans 
avoir  été  explicitement  énoncées  :  ces  propriétés  ne  sont  autres  d'ailleurs 
que  celles  qui  sont  exprimées  par  les  axiomes  adoptés  dans  les  travaux 
récents,  par  exemple  dans  le  Mémoire  maintes  fois  couronné  de  M.  Hilbert. 

Au  surplus  l'intérêt  principal  de  l'ouvrage  réside,  h  notre  avis,  dans  les 
parties  consacrées  à  la  démonstration  des  principaux  théorèmes  de  la  Géo- 
métrie suivant  un  ordre  très  judicieux. 

Une  fois  acquises  les  notions  de  distance,  de  congruence  et  de  droite,  la 
sphère  est  définie  comme  lieu  des  points  équidistants  d'un  point  déterminé, 
puis  est  introduite  la  circonférence  comme  intersection  de  deux  sphères.  On 
démontre  alors  les  principales  propriétés  ressortissant  à  la  Géométrie  sphé- 
rique,  qui  se  trouve  ainsi  établie  indépendamment  de  la  notion  de  plan,  ce 
qui  est  conforme  à  la  nature  des  choses. 

Alors  seulement  est  défini  le  plan  comme  lieu  des  points  équidistants  d'un 
point  déterminé,  et  l'on  démontre  qu'une  droite  qui  a  deux  de  ses  points 
dans  un  plan  y  est  située  toute  entière. 

On  démontre  également  les  propriétés  fondamentales  du  plan  au  point  de 
vue  métrique,  telles  que  sa  faculté  de  se  recouvrir  par  rotation  autour  d'une 
de  ses  normales  et  par  retournement  autour  d'une  de  ses  droites  ;  puis  sont 
démontrés  les  cas  d'égalité  des  triangles  à  l'exception  du  troisième,  qui  cons- 
titue la  définition  même  de  l'égalité,  ainsi  qu'il  convient  puisque  la  notion 
de  distance  a  été  prise  pour  base  de  la  Métrique.  On  aborde  enfin  la  théorie 
des  parallèles  ;  mais  ici  nous  déclarons  ne  pouvoir  suivre  l'auteur  dans  ses 
considérations  un  peu  déconcertantes  sur  les  segments  infinis. 

Signalons,  en  terminant,  quelques  réflexions  particulièrement  heureuses  sur 
l'origine  de  la  Géométrie,  qui  se  trouvent  dans  l'avant-propos. 

G.  CoMBEBiAc  (Limoges). 

A.  Tresse  et  Thybaut.  — Gours  de  géométrie  analytiqae  à  l'usage  des  can- 
didats à  TEcole  centrale  des  Arts  et  Manufactures,  aux  Ecoles  des  Mines, 
à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  élèves  de  première  année  de  ma- 
thématiques spéciales.  —  1  vol.  gr.  in-S»,  549  p.  ;  prix  :'fr.  12. —  ;  Librairie 
Armand  Colin,  Paris,  1904. 

Les  lecteurs  de  L'Ens.  math,  ont  eu  sous  les  yeux  les  renseignements  gé- 
néraux sur  l'esprit  dans  lequel  ont  été  faites  les  modifications  au  programme 
de  l'Ecole  centrale  de  Paris  (v.  5™"  année,  p.  57  .et  suiv.,  1903).  Ils  savent 
que  c  les  modifications  apportées  au  programme  ont  été  faites  dans  le  but 
de\e  simplifier,  de  le  préciser  et  de  le  développer  dans  le  sens  dans  lequel  les 
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élèves  eux-mêmes  sont  appelés  à  se  diriger  après  leur  entrée  à  PEcole  ». 
Pour  ce  qui  concerne  particulièrement  la  Géométrie  analytique  le  pro- 
gramme a  été  considérablement  réduit,  pour  le  ramener  aux  notions  essen- 
tielles indispensables  aux  ingénieurs. 

C'est  en  s'inspirant  de  ces  idées  que  MM.  Tresse  et  Thybaut  ont  rédigé 
ce  Cours  de  Géométrie  analytique.  Nous  nous  empressons  de  dire  qu'ils  ont 
pleinement  atteint  leur  but  ;  leur  traité  sera  examiné  avec  intérêt  par  tous 
ceux  qui  enseignent  la  Géométrie  analytique. 

Voici  les  grandes  divisions  de  l'Ouvrage  : 

Géométrie  plane.  —  I.  Préliminaires.  —  II.  Droite  et  circonférence.  — 
m.  Courbes  planes.  —  lY.  Les  trois  coniques.  —  V.  Etude  sommaire  des 
courbes  du  second  degré. 

Géométrie  dans  l'espace.  —  VI.  Droite,  plan  et  spbère.  —  VII.  Notions 
sur  les  courbes  et  les  surfaces.  —  VIII.  Les  cinq  quadriques.  —  IX.  Etude 
sommaire  des  surfaces  du  second  degré. 

A  signaler,  eulre  autres,  qu'en  raison  de  l'importance  des  notions  fonda- 
mentales sur  les  courbes  planes,  les  auteurs  ont  étudié  d'une  manière  très 
approfondie  le  problème  de  la  construction  d'une  courbe  et  les  divers  modes 
de  définition  d'une  courbe.  H.  F. 

Ernest  Wienecke  (Berlin).  —  Der  geODHetrische  VorkarsuS  in  schulgemas- 
ser  Darstellung.  Mit  reichem  Aufgabenmaterial  nebst  Resultuten.  Zum 
Gebrauch  an  allen  Lehranstallen  bearbeitet.  Mit  59  Fig.  —  1  vol.  cart. 
in-8,  97  p.  ;  prix  :  Mk.  2,20  ;  B.-G.  Teubner.  Leipzig.  1904. 

Les  leçons  destinées  à  fournir  une  introduction  à  l'enseignement  de  la 
Géométrie  élémentaire  ont  une  importance  capitale  et  exigent  beaucoup  de 
soin  de  la  part  du  maître.  Et  cet  effort  doit  se  porter  non  seulement  sur  la 
partie  didactique,  mais  également,  dans  une  certaine  mesure,  sur  les  consi- 
dérations d'ordre  philosophique.  Ces  conditions  se  trouvent  précisément 
remplies  dans  ce  petit  ouvrage,  d'une  conception  originale,  et  qui  sera  lu 
avec  profit  par  tous  ceux  qui  sont  chargés  de  l'enseignement  des  premières 
notions  de  Géométrie. 

Dans  l'introduction  il  examine  ce  que  doit  être  un  pareil  enseignement  pro* 
pédeutique.  Il  expose  ensuite  les  notions  fondamentales  et  la  mesure  des  so- 
lides. Le  tout  est  accompagné  d'exemples,  fort  bien  choisis,  et  destinés  à 
rendre  intuitives  ces  premières  notions. 

A  côté  de  ces  excellentes  qualités,  ce  manuel  présente  pourtant  de  petits 
défauts  :  ainsi  les  figures  des  solides  laissent  beaucoup  à  désirer  (v.  p.  ex. 
p.  5)  ;  la  notion  de  perpendiculaire  se  trouve,  identifiée  une  fois  avec  celle 
de  verticale  (p.  21),  puis  avec  celle  de  normale  (p.  40);  pourquoi  calculer  un 
volume  avec  7  décimales,  alors  que  l'on  prend  n  =  3,14?  D'autre  part  une 
lecture  attentive  des  épreuves  aurait  permis  d'éviter  les  fautes  d'impression 
et  de  calculs  qui  se  sont  glissées  dans  les  problèmes,  d'ailleurs  fort  bien 
choisis.  Ernest  Kaller  (Vienne). 
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Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  —  28«>«  année  1903-1904. 

Louvain,  1904. 

4™e  fascicule.  —  H.  Bosmans  :  La  méthode  d'Adrien  Romain  pour  eCFectuer 
les  calculs  des  grands  nombres. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  herausgegebeu  von  ï).  Lampe,  W.-Fr. 
Meyer.  E.  JAH?iKE.  Dritte  Reihe  ;  B.-G.  Teubncr,  Leipzig. 
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ciuer  Dirferentialgleichung.  -r-  Jonas  :  Kurven  von  konstanter  Steilheit  auf 
der  Kugelflache.  —  Kurschak  :  Anwendung  der  komplexen  Zahlen  zum 
Bewcise  eines  elementargcomctrischen  Satzes.  —  Lvmmer  :  Die  Gesetre  der 
schwarzen  Strahlung  u.  ihre  Verwendung.  —  W.-F.  Meyer  :  Kant  und  das 
Wesen  des  Neuen  in  der  Mathematik.  —  Scmônflies  :  Bemerkung  zur 
Théorie  der  elliptischen  Funktioneii.  —  Stackel  :  Ueber  ein  in  der  Optik 
iiuflretendes  bestimmtes  Intégral.  —  Study  :  Ueber  das  sogenannte  Prinzip 
der  Erhaltung  der  Anzahl.  —  Sturm  :  Luigi  Cremona.  —  Sumec  :  Der  ein- 
phasige  Inductionsmotor.  —  Weingarten  :  Ueber  die  Lehrsatze  Castigliones. 
—  Zemplén  :  Etude  sur  l'interpolation  et  la  décomposition  des  fonctions 
rationellcs  en  fractions  partielles. 

Rezcnsionen.  —  Vermischte  Aufgaben.  —  Sitzungsbcrichte  der  Berliner 
malhcm.  Geseilschaft. 
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Bnlletin  de  la  Société  française  de  Philosophie,  publié  par  MM.  X.  Léon 

et  A.  Ï^ALANDE.  5™*^  année,  1905.  Librairie  Arm.  Colin,  Paris. 

No  2.  —  Les  axiomes  de  la  Mécanique  et  le  principe  de  causalité  ;  thèse  : 
M.  Paînlevé  ;  Discussion  :  MM.  Couturat,  Le  Roy,  Rauh. 
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L'ENSEIGNEMENT   MATHEMATIQUE 

EN    BULGARIE* 


L'enseignement  universitaire  de  la  Bulgarie  est  encore  peu 
connu  à  l'étranger.  Notre  Ministère  de  Tlnstruction  publique 
s'est  fait  représenter  pour  la  première  fois  au  dernier  con- 
grès des  mathématiciens.  Le  moment  semble  donc  venu  de 
mettre  les  savants  de  l'étranger  au  courant  de  l'enseignement 
mathématique  en  Bulgarie  et  spécialement  à  notre  université, 
une  des  plus  jeunes  représentées  au  Congrès. 

Les  mathématiques  ne  se  développèrent  en  Bulgarie  que 
depuis  la  délivrance  de  notre  pays  du  joug  turc.  Il  est  im- 
possible de  savoir  quel  était  l'état  des  mathématiques  avant 
cette  date,  car  l'histoire  de  la  littérature  bulgare  ne  les  men- 
tionne pas  et  la  plupart  des  anciens  manuscrits  ont  été  dé- 
truits par  l'ennemi. 

Ainsi  il  ne  nous  reste  rien  de  «  Tâge  d'or  »  de  Car  Simeon. 

Après  l'invasion  des  Turcs  la  publication  d'un  ouvrage 
quelconque  en  langue  bulgare  était  interdite.  Jusqu'en  1839 
il  n'y  eut  en  Bulgarie  aucune  imprimerie.  Celle  que  l'archi- 
mandrite Théodosis  ouvrit  alors  à  Salonique  avec  la  permis- 
sion du  gouvernement  fut  brûlée  peu  de  temps  après.  Une 
censure  très  sévère  poursuivit  tous  les  écrivains  comme' des 
«  Comita  »,  des  ennemis  du  gouvernement.  Le  «  Teubner  » 
de  la  Bulgarie,  M.  Christo  Danov,  raconte,  par  exemple,  que 
pour  pouvoir  publier,  en  1876,  une  Arithmétique  traduite 
par  Christo  Botev,  un  révolutionnaire  bulgare,  il  dut  d'abord 
la  purger  de  certains  problèmes,  comme  ceux-ci  :  «  Quel 
est  le  revenu  journalier  du  sultan?  »  a  Quelle  est  la  propor- 
tion des  Turcs  et  des  Bulgares  dans  la  presqu'île  des  Bal- 
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kans?»,  etc.  De  tels  problèmes  auraient  cerlainement  causé 
la  fermeture  de  la  librairie  et  Tarrêl  de  Téditeur.  Dans  ces 
conditions  la  propagation  de  livres  parmi  le  peuple  était  très 
difficile  et  M.  Christo  Danov  les  colportait  souvent  lui-même 
dans  les  Balkans. 

Les  premiers  livres  de  mathématiques  en  langue  bulgare 
ne  parurent  pas  dans  notre  pays,  mais  parurent  en  Russie, 
en  Serbie,  en  Autriche,  en  Roumanie,  quelques-uns  à  (^ons- 
tantinople  et  à  Ruzcuk.  La  première  Arithmétique  de  Crris- 
TAKi  Pavlovic  parut  à  Belgrade  eu  1833  (112  pages,  8®,  2  ta- 
bleaux), le  premier  traité  d'Algèbre  de  Vaklidov  (160  p.),  en 
1859  à  Constantinople  et  la  première  Géométrie  de  V.  Gruev 
(72  p.,  8**,  78  figures),  en  1867,  à  Vienne  (L.  Sommer,  éd.). 
Jusqu'aux  guerres  d'indépendance  de  l'année  1877  il  y  eut 
en  tout  28  traités  d'Arithmétique  avec  deux  recueils  de  pro- 
blèmes, deux  livres  d'Algèbre  et  trois  de  Géométrie.  Tous 
ces  ouvrages  avaient  un  but  essentiellement  pratique,  celui 
de  procurer  à  l'élève  les  connaissances  utiles  et  indispensa- 
bles dans  la  vie  de  chaque  jour.  Ils  contenaient  les  quatre 
opérations  fondamentales  de  l'arithmétique,  les  fractions  sim- 
ples et  décimales,  les  rapports  et  les  proportions,  la  règle  de 
trois,  les  problèmes  d'intérêt,  etc.  La  librairie  Christo  Danov 
prétend  qu'il  y  a  50  ans  on  ne  connaissait  en  Bulgarie  que 
l'addition  et  la  soustraction.  A  ce  moment-là  les  seuls  qui 
fussent  capables  de  multiplier  ou  de  diviser  étaient  les  sa- 
vants Kadies  (juges)  turcs  qui  jouissaient  pour  cela  d'une 
grande  réputation! 

Avant  1877  les  écoles  étaient  —  toutes  proportions  faites 
—  peu  nombreuses  en  Bulgarie.  Les  popes  (prêtres),  don- 
naient aux  enfants  l'enseignement  dans  les  locaux  ecclésias- 
tiques. Les  «  Daskal  »  (maîtres  d'école)  devaient  subvenir  à 
leur  entretien  par  un  autre  métier,  ou  bien  avoir  recours  à 
des  dons  volontaires.  Ce  n'est  que  dans  les  villes  les  plus 
importantes  qu'on  trouvait  des  écoles  mieux  installées,  aj^ant 
deux  ou  trois  classes.  Sous  Midhat  Pascha  la  ville  de  Ga- 
brovo  fonda  un  Gymnase  et  Philippopolis  un  séminaire.  La 
statistique  de  1878-79  compte  cependant  1027  écoles  pour  gar- 
çons et  61  pour  jeunes  filles.  Après  1877  les  Russes  se  mirent 
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à  l'onder  des  écoles  moyennes  en  Bulgarie  et  «onsarrèrent 
de  fortes  sommes  à  Tentretien  de  plusieurs  (renire  elles, 
comme  par  exemple  celles  de  Slivno  et  de  Lom-Palanko.  Il 
y  eut  un  essor  vraiment  réjouissant.  On  fit  venir  des  institu- 
teurs (le  la  Bohême,  la  Croatie,  la  Russie  pour  enseigner  les 
différentes  matières.  Les  gymnases  réaux  de  Philippopolis, 
Slivno,  Gabrovo  et  Sofia  parvinrent  alors  à  un  degré  assez 
élevé  de  développement. 

En  outre  on  créa  des  écoles  normales  dont  les  élèves 
étaient  destinés  à  répandre  rinstruc4ion  dans  le  peuple.  Dans 
toutes  ces  écoles  les  mathématiqHies  formaient  une  branche 
de  renseignement  et  dans  la  Bulgarie  méridionale  les  leçons 
étaient  réparties  et  données  sur  le  modèle  de  TAutriche. 

On  peut  se  faire  une  idée  du  développement  rapide  de  Tins- 
tru(*hon  parles  chiffres  suivants.  En  1880-81  la  principauté  pos- 
sédait :  1  gymnase  classique  avec  5  classes,  7  professeurs  et 
228  élèves,  5  écoles  réaies  (Gabrovo,  Lom-Palanko,  Kistendil, 
Ruscuk  et  Widin),  3  écoles  normales  (à  Dupintza,  Sylistra  et 
Belogradcik),  un  séminaire  ecclésiastique  à  Leskovec,  1  école 
normale  déjeunes  filles  à  Sihumla  et  2  gymnases  de  jeunes 
filles  à  Sofia  et  Trnovo.  La  plupart  de  ces  écoles  n'avaient 
que  4  classes.  Dans  la  Bulgarie  méridionale,  c'est-à-dire  la 
Roumélie  orientale,  il  y  avait  alors  :  2  gymnases  à  Philippo- 
polis et  Slivno,  2  gymnases  de  jeunes  filles  à  Philippopolis  et 
Eski-Zagra  et  une  école  normale  dans  la  belle  ville  de  Ko- 
zanlik.  Le  gouvernement  entretenait  380  boursiers  dans  le 
pays  et  34  à  l'étranger  et  accordait  encore  des  secours  à  28 
étudiants  bulgares  à  l'étranger. 

De  1877  à  1887  la  littérature  mathématique  bulgare  s'enri- 
chit de  19  traités  d'arithmétique,  7  recueils  de  problèmes 
d'arithmétique,  3  traités  d'îilgèbre,  10  géométries  (planimé- 
trie  et  stéréométrie),  1  table  de  logarithmes,  2  traités  de  tri- 
gonométrie et  un  de  géométrie  analytique. 

Depuis  1887,  les  plans  de  l'enseignement  ont  subi  plusieurs 
modifications,  mais  celles-ci  n'apportèrent  aucun  changement 
important  dans  renseignement  mathématique. 

Voici  le  plan  le  plus  récent  de  Renseignement  mathéma- 
tique des  gymnases  de  jeunes  gens  : 
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Voici  en  quoi  ce  plan  diffère  des  plans  antérieurs  :  le 
dessiu  géométrique  a  été  supprimé  dans  la  première  et  dans 
la  quatrième  classe  et  le  nombre  des  heures  de  géométrie 
descriptive  a  été  réduit  de  9  à  6. 

l^e  programme  des  matières  dans  les  différentes  classes  est 
ainsi  formulé  : 

/.  Arithmétique. 

• 

/.  Classe  :  Numération  (calcul  et  mesure,  systèmes  décimal  et  métrique, 
chiffres  romains  et  slaves). 

//.  Classe  :  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  fractions  simples. 
Transformation  des  fractions  simples  en  fractions  décimales  et  vice  versa. 
Fractions  périodiques.  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nombres 
complexes. 

///.  C/as5e  ;  Emploi  des  lettres  et  des  parenthèses  pour  les  quatre  opéra- 
tions simples.  La  notion  de  nombre.  Rapport  et  proportion.  Règle  de  trois 
simple  et  composée.  Problèmes  d'intérêt,  d'escompte  et  d'échéances  ;  pro- 
blèmes de  partage  et  d'alliage.  Deuxième  et  troisième  puissance  d'un  nombre. 
Racines  carrées  et  cubiques. 

Notions  de  tenue  de  livres  et  de  comptabilité  commerciale. 

//.  Algèbre, 

IV.  Classe  :  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nombres  ration- 
nels absolus.  Divisibilité  des  nombres.  Systèmes  des  nombres.  Rapports  et 
proportions.  Nombres  positifs  et  négatifs;  les  quatre  opérations  sur  ces 
derniers.  Equations  et  inégalités  du  l'^  degré  à  une  inconnue. 

V.  Classe  :  Equation  du  premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues. 
Equations  indéterminées.  Puissances  et  racines.  Equations  du  deuxième 
degré  une  inconnue.  Equations  qui  peuvent  se  ramener  à  des  équations  du 
deuxième  degré.   Equations  du  deuxième  degré  à  deux  inconnues. 

yf.  Classe  :  Logarithmes.  Equations  exponentielles.  Progressions  arith- 
métiques et  géométriques.  Maximum  et  minimum.  Problèmes  et  exercices 
sur  ces  notions. 
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VIL  Classe:  Les  combinnisons.  Binôme  de  Newton  à  exposants  entiers  et 
positifs.  Propriétés  des  coefficients  de  binômes.  Notions  élémentaires  du 
calcul  des  probabilités. 

///.   Géométrie. 

II.  Classe  :  Notions  fondamentales  de  la  Géométrie  et  étude  intuitive  des 
solides  simples  :  cube,  prisme,  pyramide,  cylindre,  cône,  sphère.  Les  prin- 
cipales figures  planes  géométriques,  leur  description  par  la  méthode  intui- 
tive. Mesures  des  aires  du  carré,  rectangle,  parallélogramme,  triangle,  etc. 

Exercices  avec  les  compas.  Dessin  technique  sur  les  matières  traitées  et 
d'après  des  modèles  d'ornements  simples. 

///.  Classe  :  Similitude  des  figures.  Notions  fondamentales  de  la  stéréo- 
métrie. Détermination  de  l'aire  et  du  volume  des  solides  simples. 

IV.  Classe  :  Planimétrie.  Les  figures  géométriques  fondamentales.  Théo- 
rie du  parallélisme.  Egalité  et  similitude  des  figures  planes.  Théorèmes, 
problèmes  et  constructions  sur  les  propriétés  élémentaires  des  figures.  Ega- 
lité et  similitude. 

V.  Classe  :  Planimétrie  :  égalité*  transformation  et  division  des  surfaces. 
Mesure  des  aires.  Transversales  des  triangles;  points  harmoniques;  fais- 
ceaux de  rayons.  Centre  et  rayons  de  similitude,  faisceaux  de  cercles.  Puis- 
sance d'un  point  par  rapport  à  une  circonférence;  axe  radical;  Pôles  et  po- 
laires. 

VI.  Classe  :  Trigonométrie  :  fonctions  goniométriques  du  triangle  rec- 
tangle. Résolution  du  triangle  rectangle,  du  triangle  isocèle  et  des  polygones 
réguliers.  Généralisation  des  fonctions  goniométriques.  Règles  de  la  résolu- 
tion des  triangles  scalènes.  Equations  trigonométriques  simples. 

Stéréométrie  :  Principaux  théorèmes  concernant  la  ligne  droite  et  le  plan 
dans  l'espace.  Angles  solides.  Classification  et  propriétés  des  solides.  Ega- 
lité, symétrie  et  similitude  des  solides.  Aire  et  volume  du  prisme,  de  la 
pyramide  et  de  la  pyramide  tronquée.  Aire  et  volume  du  cylindre,  du  cône 
et  du  cône  tronqué,  ainsi  que  de  la  sphère  et  de  ses  segments  simples. 

VII.  Classe  :  Géométrie  analytique.  Ligne  droite,  cercle  et  sections  coni- 
ques en  coordonnées  rectangulaires. 

Géométrie  descriptive. 

V.  Classe  :  Principaux  théorèmes  concernant  la  droite  et  le  plan  dans  l'es- 
pace. Représentation  du  point  de  la  droite  et  du  plan.  Exercices  et  problèmes 
simples. 

VI.  Classe  :  Projections  des  figures  planes  et  détermination  de  leurs  om- 
bres. L'ellipse  comme  projection  orthogonale  du  cercle.  Propriétés  de  l'ellipse. 

VII.  Classe  :  Représentation  de  prismes,  pyramides,  cylindres,  cônes  et 
sphères.  Leurs  sections  planes.  Ombres  de  ces  solides.  Exemples  élémen- 
taires de  la  pénétration  de  ces  solides. 

Dans  les  gymnases  classiques  on  enseigne  Talgèbre  d'après 
le  même  plan,  mais  avec  moins  d'exercices.  Quant  à  la  trigo- 
nométrie, elle  ne  comprend  dans  la  sixième  classe  que  les 
triangles  isocèles  et  les  triangles  rectangles,  ainsi  que  la  ré- 
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diu^ion  (les  polygones  réguliers.  Dans  la  septième  classe,  il 
n'y  a  pas  degéomélrie  analyti(|iie;  la  Irigonomélrie  rompreiid 
Télude  des  triangles  scalènes. 

On  enseigne  d'après  le  même  programme  à  l'école  militaire 
appelée  «  l'école  des  gentilshommes  ».  La  géométrie  descrip- 
tive y  est  étudiée  au  point  de  vue  de  ses  applications  slralé- 
giquos«  d'après  un  traité  spécial  publié  en  langue  bulgare. 

Voici  le  programme  de  renseignement  mathématique  dans 
les  écoles  déjeunes  filles,  dites  :  «gymnases  de  jeunes  filles  » 
qui  comprennent  7  classes. 


I 

II 

III 

IV 

y 

Arithmétique 

3 

3 

3 

Algèbre 

3 

3 

(iéomélrie 

2 

2 

Physique 

2 

2 

2 

A  la  fin  de  la  cinquième  classe  les  élèves  doivent  faire  un 
examen  pour  être  admises  soit  dans  la  section  d'instruction 
complémentaire,  soit  dans  la  section  pédagogique,  qui  ont 
toutes  deux  une  durée  de  deux  années.  Dans  la  première  de 
ces  sections  on  consacre  5  +  4  =  9  heures  aux  mathémati- 
ques et  3  -+-  5  =  8  heures  à  la  physique  et  la  chimie. 

Dans  la  VI.  Classe  on  enseigne  les  matières  suivantes  : 

l»  Algèbre  :  Puissances  et  racines  à  exposants  entiers  ou  fractionnaires» 
positifs  ou  négatifs.  Grandeurs  rationnelles  et  irrationnelles;  puissances  el 
racines;  racines  carrées  et  racines  cubiques.  Nombres  imaginaires  et  com- 
plexes et  leur  représentation  graphique.  Equations  du  deuxième  degré  à  une 
inconnue  et  équations  qui  s'y  ramènent.  Equations  du  deuxième  degré  à  plu* 
sieurs  inconnues.  Logarithmes. 

2<>  La  Géométrie  comprend  d'abord  la  planimétrie  avec  des  constructions, 
puis  la  trigonométrie  plane  étudiée  même  dans  son  application  à  la  géométrie 
pratique. 

Dans  la  VII.  Classe  l'enseignement  porte  sur  les  progressions,  les  inté- 
rêts, les  amortissements.  Les  élèves  doivent  en  outre  répéter  la  stéréo- 
métrie qu'on  leur  a  enseignée  en  cinquième.  Enfin  le  programme  de  la 
VIL  classe  comprend  encore  la  trigonométrie  sphérique  :  formules  princi- 
pales du  triangle  rectangle  sphérique.  théorèmes  du  sinus  et  du  cosinus; 
équations  de  Gauss  et  analogies  de  Neper;  formules  de  l'excès  sphérique  et 
de  la  surface  des  triangles  et  leur  application  à  la  stéréométrie.  Il  n'y  a  pas 
de  géométrie  analytique. 

Pour  les  écoles  normales  de  la  Bulgarie  le  programme  est 
le  suivant  : 
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1.  Cours      2.  Cours.     3.  Cours.     4.  Cours.       Total 

Mathématiques    3  heures         4  3  —  10 

Physique  2  2  2—6 

On  y  enseigne  Talgèbre,  In  planimétrie  et  la  stéréométrie. 
L'algèbre  comprend,  outre  les  puissances  et  les  racines,  les 
logarithmes  et  leur  application  aux  problèmes  d'intérêt,  de 
rentes  et  aux  équations  du  deuxième  degré  à  une  inconnue. 


Après  les  guerres  d'indépendance  le  nombre  des  institu- 
teurs et  surtout  de  ceux  qui  possédaient  une  instruction  ma- 
thématique solide  était  beaucoup  trop  restreint.  C'est  pour- 
quoi le  ministre  de  Tinstruction  publique,  Théodor  lOancov 
fit  décréter  le  5  mai  1887  la  Fondation  d'une  huitième  classe 
pédagogique  au  gymnase  de  Sofia.  Mais  il  dut  se  retirer  la 
même  année  et  son  successeur,  le  Z>'  Comakov  donna  à  cette 
classe  le  nom  de  «  classe  pédagogique  supérieure  ».  Le  2  sep- 
tembre 1887  le  ministre  Zivkov  publia  une  circulaire  annon- 
çant l'ouverture  d'une  section  historique  dans  la  classe  péda- 
gogique supérieure.  Pour  augmenter  le  nombre  des  auditeurs 
on  distribua  des  bourses  annuelles  de  720  fr. 

Vwe  nouvelle  loi  du  18  décembre  1888  sépara  complète- 
ment du  gymnase  cette  classe  pédagogique  qui  devint,  à 
partir  du  1"  janvier  1889,  une  institution  indépendante  sous 
le  nom  de  :  «  Vysso  uciliste  »  (académie).  La  même  année  on 
inaugura  un  cours  physico-mathématique  avec  4  professeurs 
(pour  les  mathématiques,  la  physique  et  la  chimie;  pas  de 
sciences  naturelles)  et  34  étudiants.  Le  cours  devait  durer 
trois  ans.  A  la  fin  de  l'année  scolaire  1891-92,  23  étudiants 
terminèrent  ce  cours;  parmi  eux  16  mathématiciens. 

En  1892-93  on  fonda  une  Faculté  de  droit  avec 7  professeurs 
et  67  étudiants. 

Le  20  décembre  1894,  à  la  suite  d'un  ukase  princier,  la  loi 
concernant  la  formation  d'une  académie  avec  différentes  Fa- 
cultés et  avec  une  organisation  toute  académique  fut  promul- 
guée. En  1896-97  une  loi  complémentaire  fixa  l'autonomie  de 
l'académie,  la  liberté  des  études  et  la  durée  de  quatre  ans  des 
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cours.  Jusqu'à  la  (in  de  Tannée  scolaire  1904,  244  étudiants 
ont  achevé  leurs  études  à  la  Faculté  physico-mathématique. 
Parmi  eux  on  compte  117  mathématiciens  répartis  comme  suit: 


ins 

l'année 

scoh 

iire  1891-92  .  . 

,  14 

» 

» 

» 

1892-93  .  . 

8 

» 

» 

» 

1893-94  .  , 

6 

» 

» 

» 

1894-95  .  , 

9 

» 

» 

» 

1895-96  .  . 

9 

)) 

» 

» 

1896-97  . 

.   8 

» 

» 

» 

1897-98  .  , 

9 

» 

» 

» 

1898-99  .  . 

3 

» 

» 

» 

1899-1900  . 

11 

)) 

» 

» 

1900-1901  . 

6 

» 

» 

» 

1901-1902 

.  15 

» 

)) 

» 

1902-1903 

.   5 

)) 

» 

)) 

1903-1904 

.  14 

Le  5  juillet  1897,  le  regretté  Evlogi  Georgiev  légua  à 
l'Académie  un  grand  terrain  de  construction  et  une  somme 
de  6  millions  de  francs.  Le  23  janvier  1904  notre  excellent 
ministre  actuel,  le  D'  Sismanov  promulgue  une  nouvelle  loi 
d'après  laquelle  l'académie  bulgare  porte  depuis  le  1*'  oc- 
tobre le  titre  d'  «  université  ». 

La  nouvelle  loi  ordonne  les  branches  suivantes  pour  l'en- 
seignement à  la  Faculté  physico-mathématique  : 

V^  Eléments  des  mathématiques  supérieures.  —  2*^  Analyse 
supérieure.  —  3®  Géométrie.  —  4**  Physique  expérimentale. 

—  5**  Physique  mathématique  et  mécanique  analytique.  — 
6**  Astronomie.  —  T  Géométrie  pratique.  —  8®  Chimie  inor- 
ganique et  analytique.  —  9®  Chimie  organique  et  théorique. 

—  10"  Technologie  et  chimie  agricole.  — 11"  Physique  indus- 
trielle. —  12"  Technologie  mécanique.  —  13"  Zoologie  et  em- 
briologie.  — 14"  Anatomie  comparée  et  hyslologie.  —  15"  Bo- 
tanique. — 16"  Géologie  et  paléontologie.  —  17"  Minéralogie 
et  pétrographie. 

La  Faculté  physico-mathématique  se  subdivise  en  3  sec- 
tions :  I.  Section  de  physique  et  des  mathématiques.  —  IL 
Section  de  chimie.  —  III.  Section  des  sciences  naturelles. 
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La  Facilité  compte  10  professeurs  ordinaires,  3  professeurs 
extraordinaires  et 2  privat-docents  avec  3  assistants.  Les  cours 
de  mathématiques  sont  donnés  par  3  professeurs  ordinaires 
et  1  professeur  extraordinaire. 

Voici  le  plan  des  études  mathématiques  et  physiques  : 

a»  Cours. 

Semestres. 

I    n  m  IV  V  vivnvin 

1.  Eléments  des  mathém.  super.       4     4     5     5 —    — 

et  Algèbre  supérieure  1     2 

2.  Analyse  supérieure  I.  22 

3.  Analyse  supérieure  H.  —  —  —  —     4422 

4.  Algèbre  supérieure  II. 2     2 

5.  Théorie  des  nombres.  — 2     2  —  — 

6.  Géométrie  analyl.  I.  33  —  — 

'7.  Géométrie  analyt.  II.  —  —     33 — 

8.  Géométrie  projective.  —    (3     3     3   3) 

9.  Géométrie  descriptive.  (4     4     4     4) — 

10.  Géométrie  supérieure.  2     2 

11.  Mécanique  analytique.  —  — 4     4     2     2 

12.  Physique  mathématique.  —  —     3333 

13.  Physique  expériment.  4     4     4     4 

14.  Météorologie.  —  —     2     2  —  —  —  — 

isphériqueetpratique. —  3  2  —  — 
théorique.  4  4 
physique.                        —  — 2 

b.  Exercices  pratiques. 

I  n  m  IV  V  vivnvra 

Eléments  des  mathém.  super.  2     2     2     2  — — 

Géométrie  analyt.  I.  22  —  —  —  —  —  — 

Géométrie  analyt.  II.  22 

Exercices  de  géométrie  de  posi- 
tion.   2222 

Exercices  de  géométrie  descriptive.    2     2     2     2 

Physique  expérimen.  )  22222244 

Météorologie. 
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Ce  tableau  général  exige  des  explications  plus  détaillées 
sur  le  champ  parcouru  dans  chacun  des  cours  mathéma- 
tiques. 

Le  cours  d'Eléments  des  mathématiques  supérieures  traile 
les  matières  suivantes  :  Nombres  irrationnels,  limites,  séries, 
produits  infinis  et  fractions  continues.  Les  déterminants. 
Théorie  des  nombres  complexes.  Théorie  des  équations  al- 
gébriques (Algèbre  supérieur  1"  partie)»  Calcul  différentiel  et 
intégral.  Introduction  à  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles, applications  géométriques. 

Analyse  supérieure  :  1**  Algèbre  supérieure  (II*"®  partie). 
Théorie  de  la  substitution  linéaire.  Théorie  des  nombres.  — 
2**  Intégrales  multiples.  Equations  différentielles.  Calcul  des 
variations.  —  3®  Théorie  des  fonctions. 

Géométrie  :  1®  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  di- 
mensions. —  2**  Géométrie  projective  (Géométrie  de  position). 
—  3®  Géométrie  descriptive.  —  4**  Géométrie  supérieure  et 
méthodologie. 

Le  cours  de  géométrie  analytique  à  deux  dimensions  est 
de  deux  ans  et  comprend  l'étude  des  points,  des  droites,  du 
cercle,  des  courbes  de  second  ordre  dans  des  systèmes  de 
coordonnées  rectangulaires,  obliques  et  polaires;  puis  vien- 
nent les  tangentes,  les  polaires,  les  asymptotes;  les  diamètres 
conjugués  et  les  axes  principaux  des  courbes  du  second 
degré.  En  outre  les  étudiants  abordent  les  courbes  supé- 
rieures, par  exemple  la  feuille  cartésienne,  la  parabole  cu- 
bique et  semi-cubique,  Phyperbole  cubique,  la  cissoïde  et  la 
strophoïde,  les  lignes  Cassiniennes,  la  lemniscate,  les  courbes 
de  Descartes,  les  conchoïdes,  la  conchoïde  de  Nicomède,  le 
limaçon  de  Pascal,  les  cardoïdes,  les  paraboles  bicarrées  : 

-)•*  =  fl*.r,  '»■*  =  ajT*    et    y  =  a  4-  hx  4   cjc^  4-  djc*  -\-  ejr*. 

Viennent  ensuite  (|uelques  lignes  transcendantes,  les  trois 
sortes  de  cycloïdes  :  épicycloïdes  et  hypocycloïdes,  les  as- 
troïdes,  la  développante  du  cercle;  les  spirales;  les  courbes 
exponentielles  y  =  Ce^,  la  chaînette.  Construction  de  ces 
courbes  et  étude  de  leurs  tangentes,  de  leur  courbure.  Pour 
quelques-unes  de  ces  constructions  on  utilise  la  géométrie 
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cinématique  dont  les  étudiants  apprennent  aussi  les  Fonde^ 
ments. 

La  Géométrie  analytique  dans  t espace  fait  également  l'ob- 
jet d'une  étude  assez  détaillée  :  systèmes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires et  polaires;  relations  entre  ces  deux  systèmes. 
Les  problèmes  usuels  relatifs  aux  points,  à  la  ligne  droite  et 
au  plan. 

Détermination  du  volume  du  tétraèdre  parles  coordonnées 
de  ses  sommets,  la  longueur  de  ses  arêtes  et  par  ses  faces. 
Projection  d'un  vecteur  ou  d'un  contour  polygonal.  Les  diffé- 
rentes formules  de  transformations,  surtout  celles  d'Euler. 
La  sphère.  Les  différentes  surfaces  :  cylindre,  cône,  surfaces 
de  révolution,  rotation;  leur  équation;  sections  planes.  Sur- 
faces du  deuxième  degré  et  leurs  sections  circulaires. 

Hélice  :  Courbes  gauches,  leurs  tangentes,  plans  oscula- 
teurs,  plans  normaux,  normale  principale,  binormale,  cour- 
bure et  torsion. 

Enfin  on  étudie  les  surfaces  en  général  et  leurs  courbures. 
On  réunit  ici  la  géométrie  analytique  à  la  géométrie  différen- 
tielle. 

Les  cours  de  géométrie  descriptive  et  de  géométrie  de  po^ 
sition  réunissent  toujours  les  élèves  de  deux  années  consé- 
cutives. 

Le  cours  de  géométrie  descriptive  débute  par  l'étude  géné- 
rale des  trois  opérations  fondamentales  de  cette  branche  : 
détermination,  projection  et  construction  des  éléments  dans 
les  divers  systèmes  de  projections  :  projections  centrale, 
oblique,  cotée  et  axonométrique.  Projection  sur  un  plan. 
Rapports  entre  les  différents  modes  de  projections.  Projec- 
tions perspectives  et  projections  de  Monge  ;  leur  application 
à  des  problèmes  métriques. 

Le  trièdre  et  les  polyèdres;  les  surfaces  du  deuxième 
degré;  courbes  dans  l'espace  (hélice,  ligne  géodésique  du 
cône);  surfaces  développables,  les  dix  espèces  de  surfaces 
gauches  et  les  surfaces  de  rotation.  Constructions  relatives 
aux  ombres. 

Le  programme  de  géométrie  projective  comprend  l'étude 
des  éléments  fondamentaux,  le  principe  de  dualité,  puis  la 
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perspeclivité  et  la  ppojectivité,  l'involution,  la  génération  des 
sections  coniques  et  des  surfaces  coniques  ou  gauches.  Gol- 
linéation  centrale. 

La  géométrie  supérieure  comprend  outre  la  notion  générale 
des  coordonnées,  l'essentiel  de  la  théorie  des  transformations. 

La  mécanique  analytique  et  l'astronomie  sont  données 
dans  des  cours  assez  détaillés.  Des  exercices  pratiques  à 
l'observatoire  complètent  le  cours  d'astronomie. 


Chaque  étudiant  de  l'université  est  obligé  de  suivre  tous 
les  cours  indiqués  dans  le  plan  d'étude.  Les  étudiants  en 
physique  doivent  suivre  pendant  deux  semestres  les  cours  de 
chimie  analytique  et  prendre  part  aux  travaux  du  laboratoire. 
En  revanche  ils  sont  dispensés  des  exercices  de  constructions 
de  la  géométrie  descriptive. 

Les  mathématiciens  assistent  pendant  trois  semestres,  les 
physiciens  pendant  sept  semestres  aux  exercices  pratiques 
de  Finstitut  de  physique.  Les  étudiants  sont  obligés  de 
prendre  part  à  tous  les  exercices  pratiques  dans  les  sémi- 
naires et  les  laboratoires  pour  que  leur  semestre  soit  va- 
lable. 

Ils  ont  à  subir  tous  les  deux  ans  un  examen  :  Le  premier 
examen  d'Etat  comprend  :  1**  les  éléments  des  mathématiques 
supérieures;  2®  la  géométrie  analytique;  3®  la  physique  expé- 
rimentale et  la  météorologie. 

Le  second  examen  d'Elat  comprend  :  1**  L'analyse  supé- 
rieure; 2®  la  mécanique  analytique;  3®  l'astronomie;  4®  la 
géométrie  supérieure  projectiveet  descriptive;  5**  la  physique 
mathématique. 

Chaque  candidat  doit  choisir  outre  l'analyse  supérieure, 
deux  autres  branches  parmi  celles  qui  sont  énumérées  ci- 
dessus.  Les  candidats  pour  la  géométrie  descriptive  doivent 
choisir  pour  leur  épreuve  la  géométrie  supérieure  et  la  géo- 
métrie projective  ;  ceux  qui  prennent  la  physique  comme 
branche  principale  n'ont  pas  besoin  de  faire  un  examen  de 
géométrie  supérieure. 
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Une  fois  les  études  terminées,  chaque  candidat  à  rensei- 
gnement supérieur  doit  faire  deux  ans  de  pratique  après 
lesquels  il  a  encore  à  subir  un  examen  d'Etat  très  sévère. 

Une  bibliothèque  et  une  salle  de  lecture  sont  à  la  disposi- 
tion des  étudiants.  Ils  peuvent  y  consulter  les  meilleurs  pé- 
riodiques et  les  encyclopédies  mathématiques.  Une  collection 
de  modèles  de  géométrie  sert  à  faciliter  Tétude  de  cette 
science.  Elle  se  compose  de  133  modèles  de  géométrie  des- 
criptive, 185  de  géométrie  supérieure,  50  de  géométrie  (sur- 
tout de  stéréométrie),  187  modèles  divers  et  accessoires,  le 
tout  représentant  une  valeur  de  6414  fr.  81. 

Des  photographies  de  ces  collections  se  trouvent  à  l'expo- 
sition du  Congrès.  Une  de  ces  photographies  représente  les 
modèles  et  les  accessoires  exécutés  par  Tauteur  de  ce  rap- 
port et  qui  ont  remporté  un  prix  à  l'exposition  universelle 
d'Anvers  et  à  l'exposition  nationale  de  Philippopolis. 

Pour  que  notre  université  ait  un  personnel  enseignant  dis- 
tingué, nous  envoyons  à  l'étranger  les  étudiants  les  mieux 
doués;  ils  y  suivent  les  cours  des  professeurs  les  plus  célè- 
bres et  se  spécialisent  dans  quelques  branches  des  ma- 
thématiques. 


La  société  «  physico-mathématique  »  («  physoko-malhma- 
ticesko  druzestvo  »)  a  pour  but  le  développement  des  sciences 
mathématiques  en  Bulgarie.  Elle  cherche  à  atteindre  ce  but  : 

1**  En  donnant  à  ses  membres  l'occasion  de  se  perfectionner 
dans  les  sciences  mathématiques  et  de  faire  des  travaux  scien- 
tifiques; 

2^  En  facilitant  le  développement  de  la  littérature  mathé- 
matique; 

3*  En  s'occupant  de  toutes  les  questions  concernant  l'en- 
seignement mathématique  et  en  cherchant  à  améliorer  l'en- 
seignement en  général; 

4"  Par  la  détermination  d'une  terminologie  générale; 

5®  Par  la  critique  sérieuse  de  divers  ouvrages,  surtout  des 
manuels  et  des  dissertations  en  langue  bulgare; 

6^  En  favorisant  moralement  et  matériellement  la  publica- 
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tion  et  la  vente  de  travaux  et  de  dissertations  scientifiques 
ainsi  que  de  bons  manuels. 

La  société  a  une  séance  tous  les  quinze  jours,  avec  des 
conférences  sur  des  sujets  scientifiques  et  pédagogiques. 
Elle  possède  une  bibliothèque  et  est  abonnée  à  beauVoup  de 
journaux  périodiques.  Depuis  quelque  temps  elle  a  son  propre 
organe  :  «  Cniicanue  na  opusako-mazeinamureckomo  dpys- 
cecmbo  bo  Cocpus  »  qui  se  trouve  également  à  Texposilion. 
Ce  journal  s'occupe  avant  tout  de  la  méthodologie  des  scien- 
ces mathématiques  en  Bulgarie. 

«  Knizovno  Druzcetvo  »  ,  une  sorte  d'  «  Académie  des 
Sciences  »  de  la  Bulgarie  n'a  guère  contribué  au  progrès  des 
mathématiques. 

Les  publications  mathématiques  ne  sont  pas  encore  nom- 
breuses si  Ton  fait  abstraction  des  manuels.  Ce  sont  les  res- 
sources et  les  éditeurs  qui  font  défaut  pour  la  publication 
d'ouvrages  importants  on  de  cours.  On  trouverait  certaine- 
ment des  anteurs.  Espérons  qu'à  cet  égard  aussi  les  progrès 
seront  rapides  et  que  nous  pourrons  en  donner  la  preuve  à 

un  des  prochains  congrès. 

A.  V.  SouREK  (Sofia.) 


THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE  DES  GROUPES  MÉTRIQUES 


La  Géométrie  traditionnelle  a  pour  objet  l'élude  de  !'«  éga- 
lité »  des  fignres  :  elle  ne  peut  constituer  qu'un  chapitre  de 
la  Géométrie,  si  celle-ci  doit  constituer  la  scieiu^e  de  l'espace 
(ou  plus  simplement  et  tout  aussi  complètement  :  la  science 
des  figures).  Il  convient  donc  d'attribuer  à  la  Géométrie  tra- 
ditionnelle un  nom  spécial,  la  Métrique  par  exemple. 

La  place  que  doit  occuper  la  Métrique  dans  la  Géométrie 
résulte  nettement  des  travaux  analytiques  sur  les  Fondements 
de  la  Géométrie,  qui  ont  pour  aboutissement  les  Cha[)itres 
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défînilifs  consacrés  par  Sophus  Lie^  à  cette  question  dans  sa 
Théorie  des  Groupes  de  Transformation.  Il  ne  parait  donc 
pas  sans  intérêt  d'édifier  une  théorie  de  la  Métrique  en  adop- 
tant le  même  point  de  vue  que  les  analystes,  mais  en  proscri- 
vant tout  appel  à  l'Analyse  mathématique,  c'est-à-dire  en 
remplaçant  le  raisonnement  numérique  par  le  raisonnement 
géométrique.  C'est  Fobjet  que  nous  nous  sommes  proposé  dans 
les  pages  suivantes. 

Nous  émettrons  aussi,  à  titre  de  conclusions,  quelques 
considérations  concernant  Taspect  sous  lequel  se  présente 
dorénavant  la  Géométrie. 

Nous  montrerons  enfin,  dans  un  second  article,  que  les 
théorèmes  qui  auront  été  ainsi  établis  comprennent  un  en- 
semble de  propositions  déjà  reconnues  susceptibles  de  cons- 
tituer une  base  logique  suflisante  pour  l'édification  de  la 
Métrique. 

La  lecture  de  ce  Mémoire  n'exige  aucune  connaissance 
mathématique. 

I.  TRANSFORMATIONS  PONCTUKLLES 

Une  transformation  ponctuelle  d'une  figure  est  une  opéra- 
tion par  laquelle  tout  point  de  la  figure  est  Irnnsformé  en  un 
autre  point  de  l'espace. 

Lorsqu'une  telle  transformation  est  définie  pour  tout  point 
de  Tespace  indépendamment  des  figures  auxquelles  il  peut 
appartenir,  elle  est  appelée  transformation  ponctuelle  de 
l'espace  ou  s'implemenl  transformation  ponctuelle^. 

On  ne  considérera  que  des  transformations  ponctuelles 
telles  que  les  transformés  des  points  d'une  ligne  quelconque 
constituent  également  une  ligne  et  que  les  transformés  de 
deux  points  infiniment  voisins  soient  aussi  infiniment  voi- 
sins. 

Soit  deux  transformations  ponctuelles  S  et  S'  définies  pour 
tous  les  points  de  l'espace.  A  tout  point  quelconque  M  la 


1  Sophus  I<ir,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  3«'  Abschnitt,  p.  393  À  &i3  ;   Teiib- 
ner,  Loipuig. 
'  Une  transformation  ponctuelle  est  en  soinino  une  fonction  ponctuelle  dt  point. 
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transformation  S  fait  correspondre  un  point  M',  et  i^applica*^ 
tion  de  S'  à  ce  dernier  point  donnera  un  troisième  point  Afl 
On  a  ainsi  déterminé,  par  l'application  successive  des  deux 
transformations  S  et  S',  une  nouvelle  transformation  faisant 
correspondre  à  un  point  quelconque  M  un  point  M".  On  po- 
sera : 

M'  =  S'  (M')  =  S'  [S  (M)l  =  S' S  (M)    , 

et  la  transformation  S'S  sera  appelée  le  produit  de  S  et  S'. 

Soit  trois  transformations  S, S', S".  La  transformation  S'S 
fait  correspondre  à  un  point  quelconque  M  un  point  M''  ;  en 
appliquant  à  ce  dernier  la  transformation  S'^,  on  obtient  un 
nouveau  point  M"',  de  sorte  que  la  transformation  S''(S'S)  fait 
correspondre  au  point  M  le  point  M'^.  La  transformation  S'^S' 
fait  évidemment  correspondre  au  point  M'  le  point  M"',  et  par 
suite,  en  appliquant  cette  transformation  S'^S'  à  la  suite  de  S^ 
on  voit  que  la  transformation  (S^S'jS  fait  correspondre  au 
point  M  le  point  M"',  on  a  donc  : 

S"(S'S)  =  (S"S')S    , 

c'est-à-dire  que  le  produit  S"S'S  a  une  signification  précise 
sans  qu'il  soit  besoin  d'employer  de  parenthèse. 

Si  une  transformation  S  fait  correspondre  à  un  point  quel- 
conque M  un  point  M'  de  telle  sorte  que,  lorsque  le  point  M 
parcourt  l'espace,  il  en  soit  de  même  de  M',  on  voit  qu'à  tout 
point  M'  de  l'espace  correspond  ainsi  un  point  M  ;  la  trans- 
formation ainsi  définie  est  dite  l'inverse  de  la  première  et  est 
désignée  par  S~\  c'est-à-dire  que  l'on  pose  : 

S-*S(M)  =  SS-'(M)  =  M    . 

Soit  une  transformation  ponctuelle  : 

M'  =  S  (M)  . 

Par  l'application  d'une  autre  transformation  T  à  tous  les 
points  de  l'espace,  on  aura  : 

P  =  T(M)  ,  P'  =  T(M')  , 

et  la  transformation  S  est  changée  elle-même  en  la  transfor- 
mation qui  fait  correspondre  le  point  P'  au  point  P. 
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Cette  dernière  transformation  a  pour  expression  : 

TST-*, 

ainsi  qu'on  le  voit  facilement  en  éliminant  M  et  M'  des  rela- 
tions précédentes,  ou  encore  en  observant  que  P  est  le  trans- 
formé par  T  de  T~*  (P),  dont  le  transformé  par  S  est  ST''*(P), 
lequel  devient  enfin  TST~*(P). 

Si  l'on  a  : 

TST-^  =  S  , 

la  transformation  T  laisse  invariante  la  transformation  S,  et 
Ton  dit  que  S  admet  T. 

La  relation  précédente  peut  s'écrire  : 

TS  =  ST  . 

On  voit  sous  celte  forme  qu'elle  est  réciproque  et  qu'elle 
est  équivalente  à  la  commutativité  des  deux  transformations. 

Lorsqu'une  transformation  fait  correspondre  à  un  point  dé- 
terminé ou  bien  à  tout  point  d'une  ligne  ou  d'une  surface  le 
même  point  ou  bien  un  point  appartenant  également  à  celte 
ligne  ou  à  cette  surface,  on  dit  qu'elle  laisse  ce  point  ou  bien 
cette  ligne  ou  cette  surface  invariantes  ou  encore  que  ceux-ci 
admettent  la  transformation. 

Un  point,  une  ligne,  ou  une  surface  qui  admettent  deux 
transformations,  admettent  aussi  leur  produit. 

En  effet,  si  S  et  S'  désignent  les  deux  transformations  et  M 
le  point  invariant  ou  bien  un  point  quelconque  de  la  ligne  ou 
de  la  surface  invariantes,  S(M)  coïncide  avec  le  point  inva- 
riant ou  bien  appartient  à  la  ligne  ou  à  la  surface,  et  il  en  est 
par  suite  de  même  du  point  S'[S(M)]  ou  S'S  (M)  :  la  transfor- 
mation S'S  possède  donc  bien  la  propriété  énoncée. 

La  proposition  précédente  peut  évidemment  être  énoncée 
sous  la  forme  suivante  : 

Une  figure  qui  admet  deux  transformations  admet  aussi 
leur  produit. 

On  peut  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  une  figure  F  est  transformée  en  une  figure  F'  par  cha- 
cune  des  transformations  S  et  S',  la  figure  F  admet  les  trans- 

L'Enseignement  mathém.,  7*  année  ;  1905.  19 
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formations  S'"* S  et  S^*S',  et  la  figure  F',  les  transformations 

SS'-*  et  s's-^ 

On  a  en  effet  : 

S'"*S(F  )  =  S'-*(F')  =  F    ,  S-*S'    (F  )  =  S-*(F')  =  F    ; 

"    .        SS'-'(F')  =  S(F)      =  F'  .  S'  S'MF')  =  S'  (F  )  =  F'  . 

Un  ensemble  de  transformations  ponctuelles  est  dit  continu 
lorsque  Si  et  S»  désignant  deux  transformations  de  cet  en- 
semble, Ml  et  M2  les  transformés  par  ces  transformations 
d'un  point  quelconque  Mo,  il  est  toujours  possible  de  réunir 
les  points  Mi  et  M2  par  une  ligne  telle  qu'il  existe,  dans  Ten- 
semble  considéré,  une  transformation  faisant  correspondre 
au  point  Mi  un  point  quelconque  de  cette  ligne. 

DÉFINITION  1.  —  Un  ensemble  de  transformations  qui  com- 
prend le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles  s'appelle 
un  groupe  de  transformations. 

•  Nous  nous  proposons  d'élablir  quelques  propriétés  des 
Groupes  continus  comprenant  les  inverses  de  toutes  leurs 
transformations ,  Nous  nous  dispenserons  le  plus  souvent  de 
répéter  ce  qualificatif,  qui  sera  toujours  sons-entendu. 

DÉFINITION  2.  —  Une  figure  F  sera  dite  congruente  à  une 
figure  F'  par  rapport  à  un  groupe  lorsque  celui-ci  contient 
une  transformation  S  telle  que  l'on  ait  : 

F'  =  S  (F)  . 

La  congruence  par  rapport  à  un  groupe  contenant  les  in- 
verses de  ses  transformations  constitue  évidemment  une  re- 
lation réciproque.  On  pourra  donc  parler  de  la  congruence  de 
deux  figures. 

Un  groupe  comprenant  les  inverses  de  toutes  ses  transfor- 
mations comprend  la  transformation  identique,  car  celle-ci 
peut  toujours  s'écrire  SS"'*,  quelle  que  soit  S. 

Il  résulte  de  là  que,  par  ra|)port  aux  groupes  que  nous 
considérons,  une  figure  est  toujours  congruente  à  elle-même. 

Théorème  1.  —  Les  transformées  par  un  groupe  d'une 
figure  déterminée  (qui  peut,  en  particulier^  consister  en  un 
seul  point)  constituent  le  même  ensembte  que  les  transformées 
de  l'une  quelconque  de  ces  transformées. 
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En  effel,  si  Fo  désigne  une  figure  et  F  Tune  quelconque  de 
ses  transformées,  le  groupe  comprend  une  transformation  S 
telle  que  l'on  a  : 

F  =  S(F,)   , 

et    Ton  aura,   par  l'application   d'une   transformation    quel- 
conque S'  du  groupe, 

S'(F)  =  S'S|F,)  . 

La  transformation  S'S  appartenant  au  groupe,  cette  relation 
exprime  que  toute  transformée  S'(F)  de  F  est  aussi  une  trans- 
formée de  Fo  et  par  suite  fait  partie  de  Tensemble  de  ces 
transformés.;  la  réciproque  est  également  vraie,  car  Fo  est 
une  transformée  de  F,  puisque  S"*  appartient  au  groupe. 

Corollaire. — Deux  figures  congrueutes  à  une  troisième 
sont  congruentes  entre  elles. 

Car,  si  F  et  F'  sont  parmi  les  transformées  de  Fo,  F'  doit, 
en  vertu  du  théorème  1,  se  trouver  parmi  les  transformées 
de  F,  c'est-à-dire  lui  être  congruente. 

Théorème  2.  —  Si  S  est  le  symbole  de  toutes  les  transfor^ 
mations  d'un  groupe  laissant  invariante  une  figure  F  et  siT 
désigne  une  transformation  déterminée  du  groupe  transfor- 
mant F  en  F',  l'expression  générale  des  transformations  T' du 
groupe  par  lesquelles  F  est  transformée  en  F'  est  TS,  et  /  e.r- 
pression  générale  des  transformations  S^  du  groupe,  admises 
par  F'  est  TST-\ 

En  effet,  T  et  T'  étant  deux  transformations  transformant 
F  en  F',  on  a  vu  que  F  admet  T""*T',  c'est-à-dire  que  cette 
transformation  figure  parmi  les  transformations  dont  le  sym- 
bole est  S  ;  autrement  dit,  il  existe  une  transformation  S  lelle 
que  Ton  a  : 

ou 

T  =  TS  . 

En  second  lieu,  si  S'  est  le  svmbole  des  transformations  làis» 
sant  F'  invariante,  il  résulte  île  la  partie  déjà  démonhée  dti 
théorème  que  l'expression  générale  des  transformations  trans- 
formant F'  en  F  est  : 

1"-*  =  T-»S'  . 
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D'où  : 

S'  =  TT'"*  =  TS"*T"^  , 

OU  enfin,   comme  les  symboles  S  et  S"*  correspondent  au 
même  ensemble  de  transformations, 

S'  =  TST-*  . 

Théorème  3.  —  Les  transformations  d'un  groupe  qui  lais- 
sent  invariante  une  figure  déterminée  forment  elles-mêmes  un 
groupe. 

On  a  vu  qu'une  figure  qui  admet  deux  transformations  S 
et  S'  admet  également  leur  produit  SS'  ;  d'autre  part,  tout 
groupe  qui  comprend  S  et  S'  comprend  aussi  SS';  ce  produit 
SS'  appartient  dont;  à  l'ensemble  des  transformations  défini 
dans  l'énoncé,  c'est-à-dire  que  cet  ensemble  constitue  un 
groupe,  Q.  e.  d. 

II.  —  GROUPES    MÉTRIQUES 

Sophus  Lie  a  résolu  le  problème  suivant  : 

Déterminer  tous  les  ensembles  de  transformation  ponctuelles 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

M  I.  —  L'ensemble  constitue  un  groupe  continu  comprenant 
les  inverses  de  toutes  ses  transformations. 

M  II.  —  Si  l'on  fixe  un  point  quelconque^  le  lieu  des  trans- 
formés d'un  autre  point  quelconque  est  une  surface  contenant 
le  second  point  et  ne  contenant  pas  le  premier. 

M  III.  —  //  existe  un  volume  N  tel  que,  si  l'on  fixe  un  point 
quelconque  à  l'intérieur  de  ce  volume,  tout  point  de  l'espace 
peut  atteindre  par  un  trajet  continu  tout  point  situé  sur  la 
surface  correspondante. 

(Nous  avons  cru  devoir  adopter  —  à  bon  droit,  croyons- 
nous,  —  pour  l'axiome  M  III,  un  énoncé  un  peu  différent  de 
celui  de  Sophus  Lie,  lequel  est  ainsi  libellé  :  si  l'on  fixe  un 
point,  il  existe,  autour  de  ce  points  un  volume  tel  que  tout 
point  pris  à  l'intérieur  de  ce  volume  peut  atteindre,  etc.) 

L'illustre  géomètre  a  démontré  que  ces  propriétés  suffisent 
à  définir  exactement  les  groupes  qui  servent  à  édifier  les  di- 
verses métriques.   11  doit  donc  être  possible  d'établir  une 
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théorie  de  ces  groupes  indépendamment  de  tout  concept 
d'origine  métrique  et  notamment  des  concepts  de  droite  et 
de  plan. 

Une  telle  théorie  devrait  réaliser  deux  objets  :  1®  montrer 
de  quelle  manière  on  peut  construire  un  groupe  de  la  caté- 
gorie visée  en  partant  de  données  réalisables  :  familles  de 
surfaces  par  exemple  ;  2®  établir  les  propriétés  essentielles 
que  présentent  les  figures  par  rapport  à  ces  groupes.  Nous 
nous  bornerons  à  ce  dernier  objet  :  le  seul  but  que  nous  nous 
proposons  dans  cette  étude  étant  de  mettre  en  évidence  le 
vrai  caractère  mathématique  des  métriques,  encore  sup- 
primerons-nous les  démonstrations  trop  laborieuses  et  sacri- 
fierons-nous la  généralité  à  la  simplicité  en  nous  contentant 
de  démonstrations  largement  esquissées  et  visant  surtout  les 
cas  les  plus  simples.  Il  est  donc  entendu  qu«  les  démonstra- 
tions doivent  être  suivies  sur  des  figures  ne  différant  pas 
trop  des  figures  correspondantes  de  la  Métrique  ordinaire  ; 
c'est  ainsi  que  les  surfaces  jouant  le  rôle  des  sphères  seront 
des  sphéroïdes  :  toute  objection  sera  ainsi  évitée,  et  le  dis- 
cours pourra  être  allégé  des  discussions  subtiles  qu'exige  en 
Mathématiques  le  souci  de  la  généralité. 

DÉFINITION  1.  —  Les  groupes  satisfaisant  aux  propriétés  ex- 
primées par  les  axiomes  MI,  Mil  et  MIII  seront  appelés  mé- 
triques. 

DÉFINITION  2.  —  Les  surfaces  sur  lesquelles  se  déplacent 
les  divers  points  de  Tespace  lorsqu'un  point  est  maintenu  fixe 
seront  appelées  surfaces  isométriques  du  groupe  métrique. 

DÉFINITION  3.  —  Un  point  sera  dit  le  centre  des  surfaces 
isométriques  qui  sont  décrites  par  les  divers  points  de  l'espace 
lorsque  le  dit  point  est  maintenu  fixe. 

Nous  admettrons  qu'une  surface  isométrique  est  une  sur- 
face fermée  à  simple  connexion,  c'est-à-dire  telle  que  toute 
ligne  fermée  tracée  sur  la  surface  soit  réductible  à  im  point 
par  déformation  continue  en  restant  sur  la  surface.  Il  suffit 
d'ailleurs  de  se  représenter  une  telle  surface  sous  la  forme 
d'un  sphéroïde. 

Nous  admettrons  en  outre  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1.  —  Les  surfaces  isométriques- ayant  pour  centre 
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un  point  appartenant  au  volume  (région  de  Vespace)  N  entou- 
rent ce  point. 

Des  propriétés  des  groupes  démontrées  dans  le  §  précédent 
résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  2.  —  Une  surface  isométrique  est  le  lieu  des 
transformés  de  chacun  de  ses  points  lorsque  son  centre  est 
maintenu  fixe. 

D'après  le  théorème  I  3,  les  transformations  d'un  groupe 
métrique  qui  laissent  un  point  fixe  forment  un  groupe  {sous- 
groupe  du  groupe  métrique).  Une  surface  isométrique  ayant 
pour  centre  ce  point  est,  par  définition,  le  lieu  des  transfor* 
mes  de  l'un  de  ses  points;  la  proposition  à  démontrer  résulte 
donc  du  théorème  I  1,  d'après  lequel  le  lieu  des  transformés 
d'un  point  est  le  même  que  le  lieu  des  transformés  de  l'un 
de  ses  transformés. 

De  ce  théorème  et  de  l'axiome  M  III  résulte  évidemment  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  3.  —  Les  surfaces  isométriques  ayant  pour  centre 
commun  un  point  de  la  région  N  n'ont  pas  de  point  commun. 

Les  transformations  d'un  groupe  métrique  G  qui  laissent 
fixe  un  point  Pi  forment  elles-mêmes,  d'après  le  théorème 
I  3,  un  groupe  {sous-groupe  du  groupe  G)  ;  ce  groupe  laisse 
invariante,  d'après  le  théorème  2,  chacune  des  surfaces  iso- 
métriques de  centre  Pi  et  par  suite  détermine,  pour  les  di- 
vers points  d'une  telle  surface  2,  un  groupe  de  transforma- 
tions g.  L'établissement  des  propriétés  de  ce  groupe  g^  qui 
doit  précéder  Tétude  du  groupe  G,  n'est  pas  sans  présenter 
des  difficultés  :  il  s'agit  en  somme  de  transcrire  en  raisonne- 
ment géométrique  les  investigations  analytiques  de  Sophus 
Lie.  Nous  nous  bornerons  à  exposer  la  suite  des  propositions 
en  mettant  en  évidence  le  mécanisme  des  déductions  dans  la 
mesure  où  ce  sera  possible  sans  une  trop  grande  complication. 

Nous  prendrons  le  point  maintenu  fixe  Pi  dans  la  région  N, 
de  sorte  que  la  surface  2  entoure  ce  point. 

Il  résulte  de  l'axiome  M  111  combiné  avec  le  théorème  2  que, 
dans  ce  cas,  le  groupe  g^ non  seulement  est  transitif,  mais  en- 
core permet  de  transformer  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face 2  en  tout  autre  point  de  cette  surface.  Or  on  démontre  que 
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tout  groupe  dans  lequel  la  fixation  d'un  point  de  la  surface  1 
suilit  à  fixer  tous  lies  points  de  cette  surface  jouit  de  la  pro- 
priété de  laisser  invariants  (fixes)  deux  poihts  (réels)  et  une 
ligne  réelle  ;  les  groupes  rentrant  dans  cette  catégorie  doi- 
vent donc  être  écartés. 

Un  point  P2  de  cette  surface  étant  maintenu  fixe,  u  n  autre  point 
P3  de  la  surface  doit  rester  sur  la  surface  isométrique  passant 
par  P«  et  ayant  pour  centre  P2  ;  celte  dernière  surface  ne  se 
confond  pas  avec  2,  car  elle  passerait  alors  par  son  propre 
centre,  ce  qui  serait  contraire  à  Taxiome  M  II.  Les  deux  sur- 
faces fermées  se  rencontrent  donc  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes  fermées  dont  Tune  au  moins  passant  par  Pa,  à  moins 
qu'elles  ne  soient  tangentes  entre  elles  (le  contact  de  deux 
surfaces  est  un  concept  totalement  indépendant  de  l'idée  mé- 
trique). 

Nous  admettrons  que  deux  surfaces  isométriques  qui  ont 
déjà  un  point  commun  se  rencontrent  suivant  une  seule  ligne 
fermée  sans  point  double,  ligne  qui  se  réduit  à  un  point  dans 
le  cas  du  contact. 

Le  point  Pa  étant  maintenu  fixe,  ainsi  que  le  point  Pi,  le  point 
Ps  doit  donc  rester  sur  la  ligne  fermée  C,  courbe  d'inter- 
section des  deux  surfaces  isométriques  passant  par  Ps  et 
ayant  pour  centres  respectifs  Pi  et  P2  ;  les  surfaces  isométri- 
ques de  centre  Pg  déterminent  ainsi  sur  2  une  famille  de 
courbes  dont  deux  se  réduisent  à  des  points  et  correspon- 
dentà  celle  de  ces  surfaces  qui  se  réduit  au  point  Pa  lui-même 
et  à  celle  de  qui  est  tangente  à  2.  En  désignant  par  P'2  le 
point  de  contact  ainsi  défini,  on  voit  que  chacune  des  lignes 
ainsi  déterminée  sépare  les  points  Pa  et  P'a. 

La  famille  des  lignes  relatives  à  P2  jouit  de  propriétés  qui 
ne  lui  permettent  pas  de  jouer  le  même  rôle  par  rapport  à  un 
autre  point  de  2,  à  l'exception  de  P'2.  Il  en  résulte  que,  si 
Ton  fixe  un  autre  point  Ps  de  2,  la  position  d'un  point  quel- 
conque de  cette  surface  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  deux 
lignes  différentes  et  par  suite  est  déterminée. 

Le  groupe  g  possède,  d'après  cela,  les  propriétés  suivantes  : 

Tout  point  de  la  surface  2  peut  être  transformé  en  un  autre 
point;  si  Von  fixe  un  point  P2  de  2,   un  autre  point  P'a  se 
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trouve  également  fixé  et  tout  point  de  la  surface  décrit  une 
courbe  fermée  séparant  les  points  P«  et  P'«  ;  enfin  la  fixation 
d^un  nouveau  point  empêche  toute  troM^formation. 

Théorème  4.  —  Si  deux  points  distincts  sont  maintenus 
fives,  il  en  est  de  même  de  tous  les  points  d'une  ligne  conti- 
nue, ouverte  et  sans  points  doubles  passant  par  ces  deux 
points. 

A  et  B  désignant  deux  points  distincts,  à  chaque  surface 
isométrique  de  centre  A  Ton  peut  faire  correspondre  deux 
surfaces  isométriques  de  centre  B  tangentes  à  la  première. 
(On  peut,  par  exemple,  les  déterminer  comme  limites  de 
suites  convergentes  de  surfaces.)  On  obtient  ainsi,  sur  chaque 
surface  isométrique  de  centre  A,  deux  points  qui  restent 
fixes  en  même  temps  que  A  et  B. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  les  surfaces  isométriques, 
les  points  de  contact  ainsi  obtenus  constituent  une  ligne  sans 
points  doubles,  centinue  et  ouverte  (c'est-à-dire  s'étendant  à 
Tinfini  dans  les  deux  sens).  Cette  ligne  passe  d^ailleurs  évi- 
demment par  les  points  A  et  B. 

DÉFINITION  4.  —  Les  lignes  définies  par  le  théorème  précé- 
dent seront  appelées  lignes  axiales  du  groupe. 

Théorème  5.  —  Lorsqu'une  surface  admet  toutes  les  trans» 
formations  d'un  groupe  métrique  G  qui  laissent  fixe  un  point 
ainsi  que  toutes  celles  qui  laissent  fixe  un  autre  point,  cette 
surface  admet  toutes  les  transformations  du  groupe  G. 

D'après  le  théorème  I  3,  les  transformations  du  groupe  G 
qui  sont  admises  par  une  surface  déterminée  forment  un 
groupe  G'  (sous-groupe  du  groupe  G).  Supposons  qu'un  tel 
groupe  comprenne  toutes  les  transformations  T  qui  laissent 
fixe  un  point  M  ainsi  que  toutes  les  transformations  T'  qui 
laissent  fixe  un  second  point  M';  il  devra  comprendre  les  pro- 
duits de  ces  diverses  transformations  et,  en  particulier^, 
toutes  les  transformations  de  la  forme  : 

TT'T*  . 

Cette  expression  représente,  d'après  le  théorème  II  3,  l'en- 
semble des  transformations  laissant  invariant  le  point  : 

T  (MO  , 
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c*est-à-clire  un  point  quelconque  de  la  surface  isométrique 
passant  par  M'  et  ayant  pour  centre  M. 

On  poursuivrait  la  démonstration  en  prouvant  par  le  même 
procédé  que  le  Groupe  G'  comprend  toutes  les  transforma- 
tions de  G  qui  laissent  invariant  tout  point  appartenant  à  une 
surface  isométrique  de  centre  M'  et,  par  suite,  tout  point  de 
t'espace.  Ce  groupe  ne  peut  être  que  le  groupe  G  lui-même. 

Ce  théorème  peut  évidemment  s'énoncer  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Théorème  5  bis.  —  Une  surface  isométrique  d'un  groupe 
métrique  ne  peut  admettre  pour  centre  deux  points  distincts 
sans  admettre  également  tous  les  points  de  l'espace. 

Nous  admettrons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  6.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  trois  surfaces  isométriques  ayant  un  point  commun  soient 
telles  que  l'une  passe  par  l'intersection  des  deux  autres  est 
que  leurs  centres  soient  situés  sur  une  même  ligne  axiale. 

Théorème  7.  —  Une  ligne  axiale  est  le  lieu  des  points  laissés 
fixes  par  toutes  les  transformations  du  groupe  G  qui  laissent 
fixes  deux  quelconques  de  ses  points. 

Ce  théorème  peut  se  décomposer  en  deux  parties  : 

V  Deux  points  quelconques  d'une  ligne  axiale  l'admettent 
comme  ligne  axiale.  Il  suffît  évidemment  de  démontrer  que 
tout  point  P  d'une  ligne  axiale  déterminée  par  deux  points 
Pi  et  Pi  détermine  la  même  ligne  axiale  conjointement  avec 
Pi  par  exemple.  Les  surfaces  isométriques  passant  par  Ps  et 
ayant  pour  centres  respectifs  Pi  et  P  doivent  se  couper,  d'après 
le  théorème  précédent,  suivant  la  même  ligne  que  les  deux 
surfaces  isométriques  ayant  pour  centres  respectifs  Pi  et  P% 
et  passant  également  par  P«.  Cette  intersection  se  réduit, 
comme  la  dernière  surface  elle-même,  à  un  point  :  il  en  ré- 
sulte que  les  deux  premières  surfaces  sont  tangentes  en  Ps. 
c'est-à-dire  que  Pa  appartient  à  la  ligne  axiale  déterminée  par 
Pi  et  P  et  par  suite  reste  fixe  en  même  temps  que  ces  deux 
points. 

2®  Aucun  point  extérieur  à  une  ligne  axiale  n'est  maintenu 
fixe  par  toutes  les  transformations  qui  laissent  fixes  deux 
points  de  cette  ligne.  Si  M  désigne  un  point  quelconque  ex- 
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térieur  à  une  ligne  axiale^  une  surFace  isométrique  passant 
par  M  et  ayant  son  centre  P  sur  cette  ligne  rencontre  celle-ci 
en  deux  points,  Mi  et  M2,  et  on  a  vu  que,  parmi  les  transfor- 
mations du  groupe  G  laissant  fixe  Pi,  il  en  existe  par  les- 
quelles  les  points  Mi  et  Ma  sont  maintenus  fixes  tandis  que 
le  point  M  décrit  une  ligne  fermée.  L'existence  de  ces  trans- 
formations établit  la  proposition. 

Des  propriétés  déjà  établies  résulte  évidemment  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  8.  —  Les  lignes  axiales  d'un  groupe  métrique  for- 
ment un  ensemble  de  lignes  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1**  Une  ligne  axiale  est  déterminée  par  un  couple  de  points  ; 

2**  Elle  passe  par  ces  dewt  points  ; 

3*^  Tout  couple  de  points  appartenant  à  une  ligne  axiale 
l'admet  comme  ligne  axiale. 

Théorème  9.  —  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  isométriques 
passant  par  deux  points  donnés  est  une  surface, 

A  et  B  désignent  deux  points  appartenant  à  la  région  N, 
considérons  une  ligne  quelconque  L  joignant  ces  deux  points 
et  considérons  toutes  les  surfaces  isométriques  passant  par  A 
et  ayant  pour  centres  les  divers  points  delà  ligne  L.  Celle  de 
ces  surfaces  qui  a  pour  centre  A  se  réduit  à  un  point,  celle 
qui  a  pour  centre  B  entoure  ce  point.  Gomme  on  passe  de 
Tune  à  l'autre  de  ces  surfaces  par  une  suite  continue,  il  existe 
nécessairement,  dans  la  suite  ainsi  définie,  une  surface  qui 
passe  par  B. 

Il  existe  donc  sur  toute  ligne  joignant  les  points  A  et  B  un 
point  du  lieu.  Il  est  visible,  dans  ces  conditions,  que  ce  lieu 
est  une  surface. 

DÉFINITION  5.  —  Les  surfaces  définies  par  le  théorème  pré- 
cédent seront  appelées  surfaces  a,viales  du  groupe  métrique. 

Théorème  10.  —  Une  ligne  axiale  qui  a  deux  de  ses  points 
sur  une  surface  axiale  y  est  située  toute  entière. 

Deux  points  A  et  B  d'une  surlace  axiale  sont,  d'après  la 
définition  d'une  telle  surface,  les  centres  de  deux  surfaces 
isométriques  passant  à  la  fois  par  deux  points  G  et  D  de  l'es- 
pace. Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  G,  que  tout  point  de 
la  ligne  axiale  déterminée  par  les  deux  points  A  et  B,  est  le 
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centre  d'une  surfoce  isométrique  passant  à  la  (bis  par  les 
points  C  et  D  et  par  suite  appartient  à  la  surface  axiale  consi- 
dérée. 

Théorème  11.  —  Par  trois  points  donnés  passe  toujours 
une  surface  axiale. 

En  effet,  les  trois  surfaces  isométriques  ayant  respective- 
ment pour  centres  les  trois  points  donnés  A,  B  et  C,  et  pas- 
sant par  un  point  arbitrairement  choisi  M  ont  en  commun  ce 
dernier  point  plus  (au  moins)  un  autre  N.  La  surface  axiale 
déterminée  comme  lieu  des  centres  des  surfaces  isométriques 
passant  par  les  points  M  et  N  contient  évidemment  les  trois 
points  A,  B  et  C. 

Théorème  12.  —  La  surface  décrite  par  une  ligne  axiale 
qui  s'appuie  sur  une  ligne  axiale  donnée  en  passant  par  un 
point  fixe  extérieur  à  cette  ligne  est  une  surface  axiale. 

En  effet  il  existe,  d'après  le  théorème  précédent,  une  sur- 
face axiale  passant  par  le  point  fixe  donné  et  par  deux  points 
pris  sur  la  ligne  axiale  donnée.  Cette  surface  comprend, 
d'après  le  théorème  10,  tous  les  points  delà  surface  définie 
dans  l'énoncé  et  par  suite  coïncide  avec  cette  dernière. 

Théorème  13.  —  Par  trois  points  dont  l'un  n'est  pas  situé 
sur  la  ligne  axiale  déterminée  par  les  deux  autres  il  ne  passe 
qu'une  surface  a^riale. 

Il  n'existe  qu'une  seule  surface  axiale  passant  par  trois 
points  A,  B  et  C  lorsque  l'un  des  points,  G  par  exemple,  est 
extérieur  à  la  ligne  axiale  passant  par  les  deux  autres.  En 
effet,  les  diverses  lignes  axiales  passant  par  le  point  C  et  par 
les  divers  points  de  la  ligne  axiale  AB  forment  évidemment 
une  surface  si  G  est  extérieur  à  cette  ligne;  tout  point  de 
cette  surface,  d'après  le  théorème  10,  doit  appartenir  à  toute 
surface  axiale  passant  par  les  trois  points  A,  B  et  G,  celle-ci 
doit  donc  se  confondre  avec  la  surface  ainsi  décrite,  qui  est 
évidemment  unique. 

Les  théorèmes  11  et  13  peuvent  être  réunis  sous  la  forme 
suivante  : 

Théorème  13  bis.  —  Une  surface  axiale  est  déterminée  par 
la  condition  de  passer  par  trois  points  non  situés  suj^  la  même 
ligne  axiale. 
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Deux  autres  théorèmes  sont  évidents,  savoir  : 

Théorème  14.  —  Lorsque  trois  surfaces  axiales  ont  deux 
points  communs^  tout  point  commun  à  deux  d'entre  elles  ap^ 
partient  à  la  troisième. 

En  effet,  la  ligne  axiale  déterminée  parles  deux  points  com- 
muns aux  trois  surfaces  appartient  à  chacune  d'elles  d'après 
le  théorème  10;  elles  ne  peuvent  d'ailleurs  pas  avoir  d'autre 
point  commun,  d'après  le  théorème  13,  sans  se  confondre. 

Théorème  15.  —  Deux  surfaces  axiales  qui  ont  un  point 
commun  en  ont  toujours  un  second. 

Théorème  16.  —  L'intersection  de  deux  surfaces  axiales  est 
constituée  par  une  ligne  axiale. 

En  effet,  si  deux  surfaces  axiales  ont  un  point  commun, 
elles  en  ont  au  moins  un  autre  d'après  le  théorème  précédent  ; 
elles  contiennent  par  suite  toutes  les  deux,  d'après  le  théo- 
rème 10,  la  ligne  axiale  déterminée  par  ces  deux  points.  Enfin , 
d'après  le  théorème  13,  elles  ne  peuvent  pas  avoir  un  autre 
point  commun  sans  se  confondre. 

Théorème  17.  — Les  lignes  axiales  qui  s'appuient  sur  deu.v 
lignes  axiales  concourantes  sont  situées  sur  une  même  sur- 
face. 

En  effet  si  D  et  D'  désignent  deux  lignes  axiales  concou- 
rantes en  un  point  O,  la  surface  formée  par  les  lignes  axiales 
passant  par  les  divers  points  de  D'  et  par  un  point  M  de  D 
est,  d'après  le  théorème  12,  une  surface  axiale.  Comme  elle 
comprend  d^ai Heurs  deux  points  O  et  M  de  D,  elle  comprend 
aussi,  d'après  le  théorème  10,  tout  point  N  de  celte  ligne,  et 
par  suite,  d'après  le  même  théorème,  elle  comprendra  toute 
ligne  axiale  passant  par  N  et  par  un  point  quelconque  de  D'. 
Comme  le  point  N  est  quelconque  sur  la  ligne  D',  la  surface 
axiale  ainsi  définie  comprend  bien  toutes  les  lignes  axiales 
qui  s'appuient  sur  les  lignes  D  et  D'. 

Théorème  18.  —  Toute  surface  transformée  par  un  groupe 
métrique  dune  surface  isométrique  de  ce  groupe  est  une  sur- 
face isométrique  ayant  pour  centre  le  transformé  du  centre 
de  la  première. 

Il  résulte  du  théorème  II  2  que,  si  T  désigne  l'expression 
générale  des  transformations  d'un  groupe  admises  par  une 
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figure  F,  toutes  les  transTormations  du  groupe  admises  par 
une  transformée  F'  de  F  sont  comprises  dans  l'expression 
générale  : 

STS-*  . 

S  étant  une  des  transformations  du  groupe  qui  transfor- 
ment F  en  F'.  Or  une  surface  isométrique  F  d'un  groupe  mé- 
trique G  admet,  diaprés  le  théorème  2,  les  mêmes  transfor- 
mations de  G  que  son  propre  centre  :  il  résulte  donc  de  l'ex- 
pression précédente  que  la  transformée  F'  de  F  par  une 
transformation  S  de  G  admet  les  mêmes  transformations  de  G 
que  le  transformé  par  S  du  centre  de  F,  ce  qui  équivaut  à 
renoncé  du  théorème. 

Théorème  19.  —  La  région  N  relative  à  un  groupe  métrique 
est  le  li^u  des  points  transformés  de  l'un  d'eux  par  les  trans- 
formations du  groupe. 

Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  9  que,  sur  toule 
ligne  joignant  deux  points  â  et  B  de  la  région  N,  il  existe  un 
point  qui  est  le  centre  d'une  surface  isométrique  passant  à  la 
fois  par  A  et  B.  On  peut  d'ailleurs  tracer  cette  ligne  de  ma- 
nière qu'elle  reste  tout  entière  dans  la  région  N.  Dans  ces 
conditions,  il  résulte  de  l'axiome  M  lit  que  chacun  des  points 
A  et  B  se  trouve  parmi  les  transformés  de  l'autre  par  le 
groupe  G. 

Il  reste  à  démontrer  que,  si  A  est  un  point  appartenant  à 
la  région  N,  il  en  est  de  même  de  tout  transformé  B  de  A  : 

B  =  S  (A) 

par  une  transformation  S  du  groupe,  autrement  dit  que  la 
propriété  attribuée  par  l'axiome  M  III  aux  points  de  la  région 
N  est  invariante  par  rapport  au  groupe.  Or  ce  lait  résulte  ma- 
nifestement du  théorème  précédent  combiné  avec  les  pro- 
priétés exprimées  par  le  théorème  II  2  :  en  effet  deux  points 
appartenant  à  une  même  surface  isométrique  de  centre  B 
sont  les  transformés  par  S  de  deux  points  appartenant  à  une 
surface  isométrique  de  centre  A  ;  ces  deux  derniers  points 
sont  susceptibles  d'être  transformés  l'un  dans  l'autre  puisque 
A  appartient  à  ta  région  N  ;  et  la  transformation  qui  permet 
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d'obtenir  ce  résultat  devient  évidemment,  par  Tapplication  de 
S  une  transformation  ayant  la  même  propriété  par  rapport 
aux  deux  points  situés  sur  la  surface  isométrique  de  centre  B. 
Ce  dernier  point  appartient  donc  à  la  région  N. 

Théorème  20.  —  Si  A,  B  e/  A'  désignent  trois  points  ap- 
partenant à  la  région  N  relative  à  un  groupe  métrique^  il 
existe  sur  toute  ligne  axiale  passant  par  A',  d'un  côté  donné 
de  ce  point,  un  point  et  un  seul  W  tel  que  le  couple  de  points 
(A,  B)  soit  congruent  au  couple  A\  B^)  par  rapport  au  groupe. 

On  peut  en  effet,  d'après  le  tliéorème  19,  amener  le  point  A 
en  coïncidence  avec  le  point  A'  ;  le  transformé  du  point  B 
pourra  alors,  d'après  Taxiome  M  III,  atteindre  tous  les  points 
d'une  surface  isométrique  ayant  pour  centre  A'.  Or  il  résulte 
de  la  construction  même  des  lignes  axiales  telle  qu'elle  est 
exposée  dans  la  démonstration  du  théorème  4,  qu'une  telle 
ligne  rencontre  une  surface  isométrique  ayant  pour  centre 
un  de  ses  points  en  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de 
ce  centre,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  21.  —  Les  transformées  par  un  groupe  métrique 
G  d'une  de  ses  lignes  axiales  sont  égaleriient  des  lignes  axiales 
du  groupe. 

En  effet  la  construction  par  laquelle  on  détermine  une  de 
ces  lignes  est  invariante  par  rapport  au  groupe  G,  puisque 
toute  transformée  par  ce  groupe  d'une  de  ses  surface  isomé- 
triques est  une  surface  isométrique  ayant  pour  centre  le 
transformé  du  centre  de  la  première  et  qu'en  outre  le  contact 
de  deux  surfaces  constitue  une  propriété  invariante  par  rap- 
port à  toutes  les  transformations  ponctuelles  (c'est-à-dire  que 
les  transformées  de  tleiix  surfaces  tangentes  entre  elles  sont 
également  tangentes). 

Théorème  22.  —  Un  couple  de  points  (A,  B)  est  toujours 
congruent  par  rapport  à  un  groupe  métrique  au  couple  (B,  A> 

En  effet,  il  résulte  de  la  construction  des  surfaces  axiales 
exposée  dans  la  démonstration  du  théorème  9  qu'il  existe 
sur  la  ligne  axiale  AB  entre  les  points  A  et  B,  un  point  O  qui 
est  le  centre  d'une  surface  isométrique  passant  à  la  fois  par 
les  points  A  et  B.  Par  suite,  le  point  O  appartenant  d'ailleurs 
à   la   région   N,   il   est   possible,  tout  en   maintenant  fixe  cç 
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point,  de  donner  comme  transformé  à  B  le  point  A.  La  trans- 
formée de  la  ligne  axiale  AB  ou  OB  est  alors,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  la  ligne  axiale  OA,  qui  se  confond,  d'après 
le  théorème  8,  avec  la  ligne  axiale  AB.  Le  transformé  du 
point  A  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  cette  ligne  axiale  et 
sur  la  surface  isométrique  passant  par  A  et  ayant  pour  centre 
O  doit  coïncider  avec  le  point  B,  de  sorte  que  le  transformé 
du  couple  (A,  B)  est  bien  le  couple  (B,  A). 

Théorème  23.  —  Tout  couple  (D,  D')  de  lignes  axiales 
concourantes  d'un  groupe  métrique  G  est  congruent  par  rap- 
port à  ce  groupe  au  couple  (D'  D). 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  être  calquée  sur 
celle  du  théorème  précédent  en  observant  qu'il  résulte  des 
théorèmes  10  et  21,  combinés  avec  les  propriétés  du  groupe 
g  relatif  à  une  surface  isométrique  que,  lorsqu'on  maintient 
(ixes  un  point  et  une  ligne  axiale  passant  par  ce  point,  une 
autre  ligne  axiale  passant  également  par  ce  point  décrit  une 
surface  qui  rencontre  suivant  deux  lignes  axiales  la  surface 
axiale  déterminée  par  les  deux  premières  lignes. 

Théorème  24.  —  Si  lu  et  /n  désignent  deux  demi-lignes 
axiales  d'un  groupe  métrique  G  issues  d'un  même  point  O  et 
si  h'\  désigne  une  demi-ligne  axiale  issue  d'un  point  O'i,  il 
existe  y  sur  toute  surface  axiale  passant  par  la  ligne  axiale 
complète  correspondante  à  h\  et  d'un  côté  donné  de  cette  ligne^ 
UNE  demi-ligne  axiale h^% et  une  seut^e  telle  que  la  figure (hi,hi 
soit  congruente  à  la  figure  (h'ij  h'%)  par  rapport  au  groupe  G. 

(Les  pointa  de  concours  O  et  O'  sont  supposés  appartenir  à 
la  région  N  relative  au  groupe  G.) 

On  peut  amener  O  en  coïncidence  avec  O'  d'après  le  théo- 
rème 19  pi:is  un  point  de  hi  en  coïncidence  avec  le  point 
de  h\  qui  se  trouve  sur  la  même  surface  isométrique  de 
centre  0;  d'après  le  théorème  21,  h\  coïncidera  alors  avec  A', 
et,  en  se  servant  de  la  propriété  invoquée  |)Our  la  démonstra- 
tion du  théorème  précédent,  on  voit  que  la  demi-ligne  axiale  h% 
peut  occuper,  sur  une  surface  axiale  passant  par  h\  deux  et 
seulement  deux  positions,  dont  Tune  est  située  d'un  côté  et 
l'autre  de  l'autre  de  la  ligne  axiale  complète  sur  laquelle  est 
prise  hi. 
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Les  propriétés  qui  viennent  d'élre  exposées  sont  com- 
munes à  tous  les  groupes  de  transformations  ponctuelles  qui 
ont  été  réunis  sous  le  qualificatif  de  métriques;  mais  certains 
de  ces  groupes  peuvent  présenter  des  particularités  qui  jouent 
un  rôle  important  dans  la  question  des  Principes  de  la  Mé- 
trique. L'une  de  ces  particularités  concerne  la  région  N, 
l'autre  la  famille  des  lignes  axiales. 

La  région  N  relative  à  un  groupe  métrique  peut  s'étendre 
à  tout  l'espace.  Dans  ce  cas,  Ténoncé  de  Taxiome  M  III  se 
simplifie,  car  il  suiRt  alors  d'attribuer  à  tous  les  points  de 
l'espace  les  propriétés  réservées  par  cet  axiome  aux  points 
d'une  région  déterminée.  Il  résulte  alors  du  théorème  19 
qu'un  point  quelconque  de  l'espace  se  trouve  parmi  les  trans- 
formés d'un  autre  point  quelconque.  Nous  poserons  la  défi- 
nition suivante  : 

DÉFINITION  6.  —  Un  groupe  métrique  sera  dit  archimédien 
lorsque  toiit  point  de  l'espace  se  trouve  parmi  les  transfor- 
més par  le  groupe  d*un  point  quelconque  et  qu'en  outre  une 
transformation  quelconque  du  groupe,  appliquée  à  un  point 
quelconque  de  l'espace,  aura  pour  résultat  un  point  déterminé 
(réel). 

Les  groupes  ainsi  définis  peuvent  être  aussi  caractérisés  en 
disant  que  la  surface  qui  limite  la  région  N  est  rejetée  à  Vin- 
fini. 

La  seconde  condition  qui  figure  dans  la  définition  des 
groupes  archimédiens  a  pour  but  d'en  éliminer  certains  :  il 
peut  se  faire  en  effet  que  la  région  N  comprenne  tous  les 
points  de  l'espace,  mais  qu'à  chaque  transformation  du  groupe 
corresponde  une  région  limitée  comprenant  tous  les  points 
qui  ont,  par  cette  transformation,  des  transformés  déterminés 
(réels),  les  points  situés  sur  la  surface  qui  limite  ladite  région 
ayant  alors  des  transformés,  pour  ainsi  dire,  rejetés  à  l'infini 
et  les  points  extérieurs  à  la  région  n'ayant  pas  de  transformés 
(réels).  Dans  ce  cas,  au  point  de  vue  analytique,  le  groupe 
laisse  encore  une  surface  invariante,  mais  cette  surface  est 
imaginaire  (cas  des  groupes  riemanniens,  par  exemple). 

La  seconde  particularité  affecte  la  famille  des  lignes  axiales. 

Considérons   une   ligne  continue,    ouverte   et  sans   point 
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double  D,  un  point  O  extérieur  à  la  ligne  D,  ainsi  que  d'autres 
lignes  D'  continues,  ouvertes  et  sans  points  doubles,  passant 
par  le  point  O  et  constituant  un  ensemble  tel  que  L'une  d'entre 
elles  soit  déterminée  par  l'un  de  ses  points  distincts  du  point 
O.  Si  l'on  considère  une  surface  à  simple  connexion,  con- 
tinue et  ouverte  passant  par  O  et  par  D  et,  sur  celle  surface, 
une  ligne  fermée  entourant  le  point  O,  les  divers  point  de 
cette  ligne  fermée  déterminent  avec  0  des  lignes  D',  parmi 
lesquelles  certaines  rencontrent  D  et  d'aulres  ne  la  ren- 
contrent pas. 

Les  deux  lignes  D'  qui  constituent  la  limite  commune  aux 
régions  de  la  surface  ainsi  définie,  sont  asymptotiques  à  D, 
Tune  étant  asymptotique  à  l'une  des  deux  branches  infinies 
de  D'  et  l'autre  à  Tautre  de  ces  branches. 

Si  l'on  admet  qu'une  ligne  D'  ne  peut  pas  avoir  plus  d'un 
point  commun  avec  D,  aucune  de  ces  deux  lignes  asympto- 
tiques ne  peut  rencontrer  D,  de  sorte  que  deux  cas  seulement 
sont  possibles  :  ou  bien  il  existe  deux  lignes  asymptotiques 
comprenant  enlre  elles  une  infinité  de  lignes  D'  n'ayant  pas 
de  point  commun  (réel)  avec  D,  ou  bien  ces  deux  lignes  se 
confondent  et  constituent  la  seule  ligne  D'  ne  rencontrant 
pas  D  en  un  point  déterminé  réel). 

Ces  considérations  sont  directement  applicables  à  tout  l'en- 
semble de  lignes  déterminées  par  deux  quelconques  de  leurs 
points  et,  en  particulier,  à  l'ensemble  des  lignes  axiales  d'un 
groupe  métrique.  Nous  poserons  donc  la  définition  suivante  : 

DÉFINITION  7.  —  Lorsqu'un  ensemble  de  lignes  dont  chacune 
est  déterminée  par  deux  quelconques  de  ses  points  est  telle 
que  par  un  point  extérieur  à  Tune  de  ces  lignes  on  ne  puisse 
lui  mener  qu'une  ligne  asymptotique  appartenant  à  l'ensemble, 
on  dira  que  cette  famille  jouit  de  la  propriété  de  Vunicité  de 
Vasymptotique. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  l'étude  des  groupes  mé- 
triques. On  verra  en  effet  dans  un  prochain  article  que  les 
théorèmes  déjà  démontrés  constituent  une  base  plus  que 
suffisante  pour  édifier  la  métrique  au  moyen  de  raisonnements 
purement  logiques. 

Nous  ne  nous  dissimulons  pas  d'ailleurs  les  nombreuses 
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défectuosités  de  celte  étude  et  surtout  ses  lacunes.  Il  convient 
en  effet,  en  établissant  les  propriétés  de  nouveaux  concepts, 
d'en  démontrer  en  même  temps  l'existence  et  même  de  les 
déterminer,  c'est-à-dire,  en  Géométrie,  de  les  construire. 
Tout  groupe  métrique  peut  être  obtenu  comme  transformé, 
par  une  transformation  convenablement  choisie,  d\in  groupe 
métrique  déterminé,  par  exemple  du  groupe  des  déplace- 
ments sans  déformation.  Mais  on  admet  ainsi  Inexistence  d'un 
groupe  métrique. 

Quant  à  nous,  si  nous  attachons  quelque  valeur  à  cette 
ébauche  malgré  ses  trop  manifestes  imperfections,  c'est 
qu'elle  nous  semble  propre  à  jalonner  une  voie,  dont  l'inté- 
rêt a  été  signalé  par  Sophus  Lie  lui-même  (en  des  termes  qui 
témoignent  d'ailleurs  d'une  défiance  injustifiée  pour  Teifica- 
cité  géométrique  de  ses  propres  axiomes). 

Conclusions.  —  Quelle  que  soit  la  base  adoptée  pour  la 
Métrique,  une  conclusion  s'impose  : 

1®  La  Métrique  ne  constitue  qu'un  chapitre  de  la  Géométrie, 
science  de  l'espace  ; 

2®  Les  propriétés  dont  elle  traite  ne  sont  caractéristiques 
d'aucun  concept  spécial,  et  elles  ne  mettent  en  œuvre  que 
l'idée  de  figure,  qui  réunit  en  elle  les  concepts  géométriques 
généraux,  savoir  ceux  de  point,  ligne,  surface,  continuité, 
infini,  à  l'exclusion  de  tout  concept  métrique,  tel  que  le  dé- 
placement sans  déformation,  la  droite,  le  plan,  etc.; 

3**  A  plus  forte  raison,  la  Métrique  (et,  par  suite,  le  postu- 
lat des  parallèles)  ne  peut-elle  rien  nous  apprendre  sur  la 
nature  ou  les  propriétés  de  «  Tespace  »  et,  d'ailleurs,  le 
concept  de  figure  invariable  perd  tout  intérêt  proprement 
géométrique  pour  ne  conserver  qu'un  iniévéX.  physique. 

Qu'il  nous  soit  permis,  en  terminant,  d'émettre,  brièvement 
et  sous  toutes  réserves,  quelques  réflexions  inspirées  par  ces 
résultats. 

Ne  semble-t-il  pas  que  la  Géométrie,  ainsi  affranchie  de  la 
suggestion  métrique,  prend  un  aspect  nouveau  ?  En  voyant 
s'abolir  l'importance  traditionnelle  de  l'idée  de  ligure  inva- 
riable, l'on  n'aperçoit  plus  aucun  motif  de  maintenir  la 
Science  tout  entière  sous  sa  dépendance,  ainsi  que  le  réa- 


GÉOMÉTRIE  DES  GROUPES  MÉTRIQUES  291 

lise  actuellement  le  principe  de  Relativité  géométrique.  Après 
Témancipation  de  la  Géométrie,  on  est  donc  conduit  à  pour- 
suivre celle  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique. 

Les  objections  se  présentent  évidemment  en  foule,  mais 
sont-elles  insurmontables  ? 

La  lumière  se  propage  en  ligne  droite  dans  les  milieux  ho- 
mogènes  ;  mais  un  milieu  homogène  n'est-il  pas,  par  défini- 
tion, celui  dont  les  propriétés  en  chaque  point  de  l'espace 
ne  changent  pas  dans  un  déplacement  sans  déformation  ?  La 
rectilinéarité  du  rayon  lumineux  est  donc  peut-être  simple- 
ment voulue  par  notre  esprit. 

Un  point  matériel  soustrait  à  toute  influence  mécanique 
extérieure  se  meut  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  cons- 
tante; mais  a-t-on  jamais  déterminé  la  part  d'arbitraire,  d'an- 
thropomorphisme, de  suggestion  métrique,  que  comporte 
l'expression  écrite  en  italiques  ? 

Les  équations  de  Lagrange  relatives  à  un  système  matériel 
quelconque  permettent  de  déterminer,  à  un  instant  quel- 
conque, les  dérivées  secondes  des  variables  par  rapport  au 
temps  en  fonction  de  ces  variables  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières et  les  seuls  concepts  proprement  mécaniques  qui  figu- 
rent dans  ces  équations  sont  la  force  vive  et  le  travail  virtuel; 
a-t-on  une  raison  de  nier  à  priori  la  possibilité  d'une  géné- 
ralisation de  ces  concepts  qui  en  exclurait  toute  empreinte 
métrique  ? 

Signalons  enfin  qu'une  telle  transformation  des  Principes 
de  la  Physique  et  de  la  Mécanique,  qui  aurait  peut-être  pour 
effet  de  leur  attribuer  un  caractère  de  nécessité  logique,  pa- 
raît s'accorder  avec  les  idées  émises  par  M.  Poincaré  *  dans 
un  de  ces  aperçus  dont  l'illustre  géomètre  a  le  secret  et  ou 
l'on  ne  sait  ce  que  Ton  doit  le  plus  admirer  de  la  profondeur 
de  la  pensée  ou  de  la  limpidité  de  l'expression. 

G.  CoMBEBi\c  (Limoges). 


*  H.  PoiNCARR,  L'éteU  actuel  et  l'avenir  de  la  Physique  muthématique,  Revue  do8  Idées, 
15  novembre  1904  (reproduit  dans  La  Valeur  de  la  Science,  2«  partie  :  Les  Sciences  phy- 
siques). 


SUR  LES  FONCTIONS  TRIGONOMETRIQUES 


I.  —  Supposons /i  positif  entier,  puis  posons 
HEiNE^a  déterminé  les  coefficients  a„,2p  en  applicant,  pour 

X  =  cosy  +  l'siny  , 

la  série  de  puissances  ordinaire  qui  représente  log(l  +  .r). 
Les  mêmes  coefficients  et  les  coefficients  de  quelques  déve- 
ioppemenls  analogues  sont  déterminés  par  Yvon  de  Villar- 
CEAU^  qui  a  appliqué  les  propriétés  différentielles  des  fonc- 
tions trigonomélriques  et  sa  méthode  a  été  modifiée  par 
Catalan  *. 

En  étudiant  pour  le  moment  les  fonctions  sphériques  gé- 
néralisées, j'ai  trouvé  une  détermination  tout  à  fait  élémen- 
taire de  tous  les  coefficients  susdits,  et  cela  en  m'appuynnt 
seulen)cnl  sur  la  formule  binomiale  à  exposant  positif  entier 
et  sur  la  série  géométrique  ordinaire. 

A  cet  effet,  nous  avons  à  partir  de  Tidentité 

1  «"+* 

(2)  -_-z=l  4-r/  +  ^»+...  +7"+  f^    : 

posons  d'abord 


puis 


(f  ^=.  X  (cos  f  +  I  si  II  y)  » 


q  -=.  X  (cos^  —  i  sin  tf)  , 


*  Mathematische  AnnaUn,  t.  II,  p.  187,  1870. 
»  Comptes  rendus,  t.  LXXXII.  p.  1469-1471,  1876. 
3  Nouvelles  Annales,  3«  série,  t.  II,  p.  539-536,  1883. 
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nous  aurons,  en  additionnant  puis  soustrayant  les  formules 
ainsi  obtenues,  ces  deux  autres 


(3) 


1  JC  COS  9  «  M  •  _l_  1 

, :r 7— •  =  !  +Jrco8»-f  J-Vos2ç-f  ...  -|-a-*co8(fio) -f  a:"  t^  Q 

1   —  2  J  C08  ff-\-  X*  ^  ^  ^ 


1  ^^  *tX  COS  Al  ^~  JC 

où  Q  et  Qi  désignent  des  quantités  qui  resteront  finies  pour 
Cela  posé,  mettons  encore  dans  (2) 

{/  =  2xco8  y  —  jr*  , 

nous  aurons  de  même 

où  Qj  est  fini  pour.r  =  0. 

Ordonnons  maintenant  suivant  les  puissances  positives 
entières  de  .r  les  premiers  termes  du  second  membre  de  (5), 
nous  aurons  à  chercher  le  coefficient  de  ;xf  obtenu  du  terme 

y-' (2 COS  y  —  x)*""*'     ,       2p  ^  r  , 

pour  lequel  la   formule  binomiale  donnera  immédiatement 
celte  expression  : 

(-i)'('"7^)(2co8yf-2''     . 

de  sorte  que  nous  obtenons,  en  vertu  de  (5),  une  nouvelle 
identité  de  cette  forme 

1 

^^^  1^2xcosy  +  j^'  =  1  +  A,  (ro8y)a:  + Ajlcosyia-»-!-  ...  + 

A^(cosy)  a-"  +  :r'*  +  ^  Qa  , 

où  Q»  restera  fini  pour  j?  =  0,  tandis  que  nous  avons  posé 
pour  abréger 

<7)     A^lcosy)  =  (2cos«r  —  ('^TM  l2cosy)^-''^+^''"^^V2cos*»'— *-  ... 
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Multiplions  maintenant  par  xsinf  les  deux  membres  de  (6)^ 
il  résulte,  en  vertu  de  (4),  une  identité  de  cette  forme 

(8)         jr'siii2f  -)-  x*8ii]3f  -}"•••  +  x^%\iï(nf)  =  x'Ai  (co8f)sinf  -|- 

OÙ  Q4  restera  fini  pour  x=^Q.  Divisons  ensuite  par  x*  les 
deux  membres  de  (8),  puis  mettons  :r  =  0,  il  résultera 

SÎD  2f   =  Al  (COS^)  81119    « 

d'où  en  divisant  par  jt*  l'identité  nouvelle  obtenue  de  (8) 
en  supprimant  le  premier  terme  de  ses  deux  membres,  Thy- 
pothèse  .r  =  0  donnera  de  nouveau 

si  11  3^  =  At  (cosf)  8111^  , 

et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  généralement 

(9)  8iD(llf)  :=  A^__|(C08f)    .    siDf    . 

Cela  posé,  multiplions  par  (1  —  xcosp)  les  deux  membres 
de  (6),  puis  comparons  avec  (3)  la  formule  ainsi  obtenue,  nous 
aurons,  en  suivant  le  même  procédé,  l'autre  formule  géné- 
rale analogue  à  (9)  : 

(10)  C08  (wy)  =  A^(cosy)  —  Ajj_j(cosy)  .  ros». 

Or,  la  formule  (10)  nous  permet  de  déterminer  les  coeffi- 
cients Un^u  figurant  au  second  membre  de  (1)  ;  nous  aurons 
en  effet,  pour  r  >  0, 


—  r —  1\    o»-2r— 1 


d'où,  après  une  simple  réduction 


(1») 


-.,.  =  (-irV.("7:7*)-2" 


— Ir-l 


tandis  que  nous  trouverons  particulièrement,  pour  r  =i^  0  , 

(iibi8)  fl^^j  =  2'*r^ 

Pour  déduire  d'autres  formules  fondamentales,   mettons 
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dans  (9)  (10)  ^  —  f  au  lieu  de  f ,  nous  aurons  pour  n  pair,  en 
mettant  2n  au  iieu  de  n  : 

(12)  8in(2itf|  =  (—  1)"[A,^_,  (siiir)  .  cosy]   . 

(13)  co.(2ny)  =  (-  1)"[Aj,  (siiiy)  -  A,,_^  (sin^lsiny]  . 

et  pour  n  impair,  en  mettant  2/1  +  1  au  lieu  de  n  : 

(12  bis)  sin  (2/i  +  l)y  =  (-  1)*  [A^,^  i  (sin^)  —  Aj^jsiny)  siny] 

(13  bis)  co«(2/i  +  1)7  =  { — 1)**   Aj^lsinq»)  cosy  . 

Cela  posé,  remarquons  ensuite  que  le  produit 

P.  =:  smxsini  jc  -\-  —  ]  sin  1x4-  —  |     . .  sin  |  jr  +  | 

*  \  "/         \  "/  V  «        / 

s'évanouira  pour  j'- =  f- ,   oii  p  désigne  un  nombre  entier 
quelconque,  puis  appliquons  l'identité 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

sin  I  Jr  4-  ^^  1  sin  (  x  +  i- —  )  =:  sin'  '—   —  sin'x  , 

\  n  )         \  n       1  n 

il  est  évident  que  P»,  est  un  polynôme  entier  de  sin.r,  abs- 
traction Faite  du  facteur  cos  x  dans  le  cas,  où  n  est  pair;  c'est- 
à-dire  que  P„  est  une  expression  complètement  de  la  même 
nature  que  le  second  membre  de  (12)  et  (12  bis)  si  nous  y 
remplaçons  ^  par  jo;  de  plus  P,  s'évanouira  pour  les  mêmes 
valeurs  de  sinx  que  sin(Au:),  d'où  il  résulte  une  identité  de 
cette  forme 

,,,,       .  .     J-       .     jr-ftr        .     jr-f2:r  .     jr-f(fî— l)ff 

(l'i)     sinjr  =:  a    .  sni  —  .  sin  .  sin  ..  .  sin , 

*  n  n  n  n 

OÙ  a,i  désigne  un  Facteur  indépendant  de  .r . 

Pour  déterminer  maintenant  la  valeur  de  ««  divisons  d'abord 


( 
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par  X  les  deux  membres  de  (14),  puis  posons  ^  =0,  nous 
aurons 

,..,  .     jr       .     2îr  .     \n  —  \\ic 

(lo  n  =  a^  .  sm  — .  sin  —  ...  sin  

^     '  ^  n  n  n 

tandis  que  Thypothèse  ./;  =  ^  donnera  de  même 

(16)  1  =z  «     .  sm  --  .  t*iii  r-   .    .  sm ;^ . 

d'où  en  multiplianl  (15)  (IG) 

„         _     ,     .      w      .     27r    .     3ir  .     |2/i  — l)»r 

2/1  rria  ".  sm  -—  sm  -—   sm  t—  . . .  »m   ; , 

«  2/i  2//  2/1  2/4 

ce  qui  donnera,  en  vertu  de  (15) , 

(17)  a,„  =  2a„«  . 

Cela  posé,  niellons  dans  (15), 

.     2oîr        ^         pn     .    pn  pn    ,     {n-\-p)n 

sin  — i^—  r=  2cos  '^r-  sm  '— -  =r  2sin  '—-  sm  r-^ —   , 

n  2n         2/2  2/i  2/i 

nous  aurons  de  même 

n       1  2/1 


OU  bien, 

d'où,  en  vertu  de  (17), 


a.    —  2*'-a 


%  =  2«-^    ; 


car  la  valeur  ««  =  0  est  impossible  ici  ;  nous  avons  ainsi  dé- 
montré cette  autre  formule  générale 

.„.       .  „„«!     .     JT     .     ;r-f7r     .     x  +  2ir  .     ar  +  <;i  — liic 

(lo)     sma-=i2  sm   -  sm   sm  ...  sm   . 

n  n  n  n 

tandis  que   les  formules  (15)  (16)  donnent  ces  résullats  nu 
méri(|ues 

,.^,  .     ff     .     2ir     .     ÎJtt  .     (//  —  \)n  /i 

(ly)  siii  —  sm  —  sm    -  -  .  .  .  sm  ^z  , 

n  n  n  n  2"~~ 

,.,.,.,  .      TT     .     37r  .      (2/i  —  Dît  ! 

(ly  Dis)  sm  --  sm  ~-   .  .  .  sm 


2/1  2/i  2/t  2"""' 
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II.  —  Pour  donner  une  application  des  dernières  formules 
que  nous  venons  de  développer,  cherchons  le  discriminant 
un  de  cette  équation  algébrique 

où  (k>  est  une  quantité  donnée,  tandis  que  les  coefficients  an,2p 
sont  les  mêmes  qui  figurent  dans  (1). 

A  cet  effet,  désignons  par  a  un  des  angles  qui  satisfont  à 
Tégalilé 

ces  a  =  61  , 

de  sorte  que  a  deviendra  imaginaire,  quand  <»  n'est  pas  égal 
à  une  cjuantité  réelle,  telle  que  —  1  ^  r»»  ^  +  1  ;  mais,  en 
tous  cas,  toutes  les  racines  de  (20)  deviendront 

a              «  4-  27r  a  4-  |2/ï  — 2)7r 

cos  —  .  cos  .....  cos 


n  n  n 


Cela   posé,  nous  trouverons  ±  V/Â7  égale  au  produit  de 
tous  les  facteurs  de  la  forme 

(21)   cos  — ■ — *- r-  cos  — ■ — - —  =z  2sin  -^ .  sin —  , 

n  n  n  n 

oùqy>p,  et  oii  0  ^p  ^  n  —  2,  i  ^q  ^  n  —  1 .  Or,  le  nom- 
bre de  facteurs  possibles  de  la  forme  (21)  étant  ^^-^ —  ,  nous 
aurons  évidemment 


où  Fi  et  Pa  désignent  les  produits  de  tous  les  facteurs  pos- 
sibles de  ces  formes 

.       19  — DJTT  J-4-  («74-  0)Tr 

sin  — *■ —        respectivement      siii  . .  . * —   ; 

n  n 

c'est-à-dire  que  nous  aurons  d'abord 

p.  =  («in  0        sin  00         ...  (»i..  '•^^^)    . 
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OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 


^^  =  V'"  -ir-)     V""  -ir-J     ■  ■  ■  V'°  «7  = 


car  nous  avons  toujours 


sin  ï- —  =r  siD  '— - 

n  /i 


Multiplions  ensuite  les  deux  expressions  ainsi  obtenues 
pour  Pi,  il  résultera,  en  vertu  de  (19), 


(23) 


''"■(2—7    • 


La  détermination  du  produit  Ps  est  un  peu  plus  difficile, 
parce  qu'il  faut  considérer  séparément  les  deux  cas,  où  n  est 
pair  ou  impair. 

1®  n  impait\  savoir  /i  =  2r  +  1  ;  je  disque  la  somme/?  +  q 
peut  avoir  une  des  deux  valeurs^ ou  ^  -f  2/'  -f  1  ^47' —  l,oii 

précisément  pour  r  combinaisons  des  valeurs  possibles  de 
p  et  ç  ;  on  aura  en  effet  pour  s  pair 

\q-=.s,s  —  1,  s  —  2,...,   2"^" 
/>  -|-  ^  =  S  pour  ^ 

/>  =  0,    1.    2,  ...  ,  1  —  1 

et  de  même,  pour  s  ^2r  —  2, 

^  =  2r  ,  2r  —  1  ,  2r  —  2 r  -f  |  -f  1 

^4-7  =  *-|-2r4-l  pour  / 

/>  =  54-l,54-2,  5-f-3,   ...   ,   r+   ~, 

tandis  que  le  ca$,  où  s  est  impair  donnera  de  même 


\q:=s,H  —  1,*  — 
(/?  =  0,  1,   2, 


2  '±^ 

/>  -h  ^  =  A- pour  'j  ^_l 

•  •  •     »  n 
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et,  pour  s.i^  2r  —  3 

\  /?  =  2r ,  2r  —  I r  4-  -I--  +  I 

p-\-g=zS-^2r-\-\  pour  , 

I  8 1 

^^=*4-i,54-2,   ...   ,  r  -\ Y'  » 

et  voilà  la  démonstration  de  notre  énoncé. 
Cela  posé,  nous  aurons  évidemment 

w— 1 
n  _!_/•      '*     •     «-h"  .      a-|-(/i  —  l}ir\j 

Pi  =  -f-  (  810    —  Sin    .^,    81D    I  , 

\        n  n  n  I 

d'où,  en  vertu  de  (18), 

or,  la  défi'nition  de  a  donnera 

d'où  finalement,  en  vertu  de  (22)  et  (23),  pour  n  impair 

(24)  K         /i*(l  — ««)    ^ 

'  ""tJ      ^^^       ^^^P^   ■       ■■■■■■■■■■■  i»i»w   »  « 

2*  n  paiPy  soit  /i  =  2r  ;  je  dis  que  la  somme  p  +  q  peut 
avoir  une  des  deux  valeurs  ^  ou  ^  +  2r  ^  4r  —  3,  où 

5  =  1,2,3 2r  —  1   , 

pour  /•  respectivement  /•  —  1  combinaisons  de  valeurs  pos- 
sibles dep  et  9,  selon  que  s  est  supposé  impair  ou  pair.  On 
aura  en  effet  pour  /?  -f  ç  =  ^  les  mêmes  solutions  que  dans 
1%  mais  pour  je?  +  y  =  ^  +  2/\  où  ^  ^  2r  —  3,  les  solutions 
suivantes,  savoir  pour  s  pair 

-7  =  2r  —  1  .  2r  -  2 r  -f  |  -f  1 

p  =  s  +  1,    5-1-2 r-f--  —  1 

et  pour  s  impair 

7  =  2r—  I.   2r  — 2 '*  +  ^"^ 
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ce  qui  donnera  r  respectivement  r  —  1  systèmes  possibles, 
d'où 

(  .      tf.     ,     a  +  ir  .     ot4-(w  — l|w\n 

I  SIU    —    8in     .  .   .    8111     ) 

«         /  .     a     .     a-f-2ir  .     «  4.  (/,  -  2)7r\a 

(  sin  —  siii   . .  .  siii   I 

\        n  n  n  ) 

ou  bien,  en  vertu  de  (18), 


n 

vil  ~ 


pi  _  (sin  g)"  _         (1  —  0*')  « 

"        2<"-^'V28in'^  2^"-*>'(l-u.) 

de  sorte  que  nous  obtenons  pour  n  paw 


NiELS  NiELSEN  (Copenhague). 


SUR  L'APPROXIMATION   DES  RACINES 
D'ÉQUATIONS   NUMÉRIQUES 


1.  Les  approximations  successives. 
Etant  donnée  Téquation 

(1)  :r=F(.r| 

dont   on    connaît   une  solution  approchée  x^^   formons  les 
quantités  x^ê  suivant  la  formule 

(2)  .r,^^.4  =  K(-r^)     (v  =  0,  1 ,  2,  .,.) 

Xn  sera  une  valeur  approchée  de  la  racine  .r,  si  la  différence 
Xn^i  —  Xn  est  négligeable.  Car  on  a 

Xn  —  K(jr/j)  =  Xn  —  -Tw  +  i   . 
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Pour  juger  Tapproximation  obtenue  par  la  méthode,  chan- 
geons V  en  V  -f  1,  dans  Téquation  (2),  et  relranchons  avec 
Téquation  (2)  : 

Le  théorème  de  la  moyenne  ou  de  Rolle  permet  de  con- 
clure 

OÙ  {v  fait  partie  de  Tintervalle  [X'ê  ...  .rv+i).  Il  s'ensuit 

(4)  jr«  +  i  —  xn  =  (j-i  —  J-o)  F'  (fo)  F'  (Çi)...  F'  (Ç«_i)  . 

Pour  que  la  méthode  soit  applicable,  il  faut  que  la  fonc- 
tion F'(Ç)  soit  petite  aux  environs  de  la  racine  cherchée. 
Dans  Téquation  de  Kepler 

X  '=^  a  -{-  *sin  j^ 

on  a 

F'iJr)  =  fcos  j  ; 

la    mélhode    des    approximations     successives    fournira   de 
bons  résultats,  si  I  e  |  ^  tt.  ,  ou  si  |  e  I  étant  toujours  ^  1,  la 

racine  x  est  approchée  de  ±:  s-  ,  ce  qui  exige  <|ue  a  soit  ap- 
proché de  ±  (^  —  e)  . 

2.  La  solution  de  Téquation 

f[x)  =  0 

dont  on  connaît  une  valeur  approchée  Xq  se  ramène  au  cas 
précédent  en  faisant 

Faisant  x  =  x^  +  h ,  l'expression  de  la  dérivée  se  développe 
en  série 
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d'où  il  suit  qu'on  ait  sensiblement 

Cette  quantité  sera  petite,  si  la  racine  dont  il  s'agit,  est 
simple. 

Remarquons  que,  pour  déterminer  des  racines  multiples, 
on  ne  fait  pas  usage  de  Talgorithme  du  plus  grand  com* 
mnn  diviseur,  impossible  pour  des  équations  transcendantes, 
et  très  rarement  praticables  pour  des  équations  algébriques. 

S'il  s'agit  d'une  racine  dé  multiplicité />,  on  résout  l'équa- 
tion 

dont  la  racine  en  question  est  une  solution  simple. 
3.  La  méthode  de  Newton  successive. 
Elle  consiste  dans  la  formation  des  quantités 

x^^i  =^v  —  7*^^  (v  =  0,  I,  2.  ...) 

et  n'est  autre  que  la  méthode  du  numéro  1,  pourvu  que  l'on 
fasse 

On  a  ici 
et  il  s'ensuit  d'après  (4). 

M  H 

v=0 


Xn-^-i  —  Xn  =  (Xi  —  Xo\  M  «  p    - 


Cetle  méthode  est  plus  rapide  que  celle  du  numéro  précé- 
dent, car  ici  le  numérateur  contient  des  facteurs  /*({>)  qui 
tendent  vers  zéro,  tandis  que  les  quantités  F'({v)  du  numéro 
2  sont  presque  constantes  ;  mais  celte  dernière  présente  cet 
avantage  que  le  dénominateur  f  [x^  dans  les  formules 

est  constant. 
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4.  Une  méthode  pour  résoudre  Inéquation 

f(^)  =  0 

consiste  à  effectuer  l'inversion  d'une  série  de  puissances. 
Posant  en  effet 

le  problème  prend  la  forme 

(5  bis;  «r,Ç  -h  a,Ç«  -f-  «,|"  4-  ...  =  u  , 

et  on  a,  d'après  un  algorithme  connu, 

il  ne  reste  qu'à  prendre  m  =  —  fi^'o)  pour  avoir 

5.  Le  développement  (6),  borné  à  ses  deux  premiers  termes, 
devient 

jOt  étant  la  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine  j7  =  j^o  +  î- 
Getle  formule  nous  amène  à  prendre,  pour  employer  la  mé- 
thode du  numéro  1, 

V,                      Z'^-^»          ^    /"U)/'(wr|'  ,,.     . 

r  [T)  :^  X  —  — —  —  — •  -= = —  ,  .r«j_i  m  r  ix^)    . 


On  a  ici 


1^    ijri  =  — — î r-^—  — - — ■ —  f\xv 


et  il  est  manifeste  que  la  convergence  est  beaucoup  plus  ra- 
pide que  dans  la  méthode  de  Newton  ;  mais  elle  est  aussi 
plus  pénible,  puisque  elle  emploie  des  valeurs  de  la  dérivée 
seconde. 

6.  On  aura  une   généralisation  de  la  régula  falsi^  si  l'on 
effectue  l'inversion  de  l'équation 

/•(.r)  =  r 
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au  moyen  de  la  formule  d'interpolation 

a:  =  xo  -h  Bi  (j— jo)  +  Bafj— jo)(r  —  ji)  -h  Bs(r  —  Jo)  (j  — n)  (j  —  .n)  4- .- 

OÙ  l'on  a  posé 

en  prenant  pour  les  .rv  des  quantités  arbitraires  aux  environs 
de  la  racine  cherchée  x!  ;  en  faisant  y  =  0,  il  vient 

(7)  x'  =  aro  —  Bijo  4-  Bjyoji  —  Bjvorij-»  H-  ... 

Quant  aux  quantités  Bv,  on  les  calcule  au  moyen  des  équa- 
tions 

ari  =  j-o  -h  Bi  (ri  —  vo) 
j8)  ;    j-a  =  jTo  -h  B»  0*«  —  Jo)  4-  Ba  (n  —  jo)  l;)»  —  y\\ , 


Pour  avoir  une  approximation  commode,  on  choisit.ro,  .n 
et  calcule  y^^y\\  cela  permet  d'évaluer  Bi  ;  puis  on  fait, 
pour  se  tenir  à  la  méthode  (7), 

x%'=.  x^  —  Bi  ro  , 

et  on  détermine  yi  =^f\x%)\  la  deuxième  équation  (8)  donne 
alors  aisément  la  valeur  de  B2.  Ensuite,  on  fait 

ara  =  xo  —  Biro  -|-  Btron  -=.  x%  -\-  Biyori  ,    n  =  f\.xt)  , 

et  on  tire  du  système  (8)  la  valeur  de  Bd,  et  ainsi  de  suite. 

M.  Lergh  (Fribourg,  Suisse). 


A  PROPOS  D'UN  LIVRE  1  DE  M.  GOUTURAT 


La  lecture  de  Topuscule  de  M.  Coiiturat  paru  dans  le  re- 
cueil Scientia,  sur  TAlgèbre  de  la  Logique,  m'a  vivement 
intéressé  et  m'a  suggéré  l'idée  de  présenter  les  choses  trai- 
tées par  Téminent  philosophe  sous  un  aspect  un  peu  dilFé- 
rent:  contrairement  à  ce  qu'il  avance,  je  crois  que  l'algèbre 
de  la  logique  fait  partie  de  l'algèbre  ordinaire  et  repose  sur 
ses  principes.  Je  vais  essayer  de  m'expliquer. 

Je  me  permets  de  rappeler. 

1**  Que  deux  choses  identiques,  sont  deux  choses  qui  ne 
diffèrent  en  rien  Tune  de  l'autre,  elles  ne  forment  qu'une 
seule  et  même  chose,  car  si  elles  ne  formaient  pas  une  seule 
et  même  chose,  elles  différeraient  l'une  de  Tautre  par  quelque 
propriété. 

2®  Que  deux  choses  égales  sont  deux  choses  qui  devien- 
nent identiques  quand  on  fait  abstraction  d'un  certain  nom- 
bre de  leurs  propriétés.  Un  cheval  et  un  lapin  sont  égaux 
quand  faisant  abstraction  de  toutes  leurs  autres  propriétés, 
ou  les  i!onsidère  comme  des  animaux,  c'est  ainsi  qu'un  che- 
val et  un  lapin  font  deux  animaux. 

3**  L'addition  est  l'opération  commutalive,  ainsi  la  multi- 
plication est  une  forme  de  l'addition,  les  objets  nuls  sont 
ceux  qui  peuvent  être  ajoutés  sans  modifier  le  résultat  de 
Taddition.  1  est  l'objet  nul  dans  la  multiplication  des  nom- 
bres considérés  comme  addition. 

4**  les  quantités  de  même  espèce  sont  les  choses  à  pro|)OS 
desquelles  on  a  défini  l'égalité  et  l'addition. 

5*  Un  nombre  est  une  locution  (et  un  signe  qui  la  repré- 


*  L'Algèbre  de  la  Logique,  Collection  Scientia,  Gauthier- Villa rs,  Paris,  1905. 

L'Enseignement  mathém.,  7«  année  ;  1905.  21 
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sente)  qui  sert  à  désigner  avec  précision  une  quantité,  et 
celles  qui  lui  sont  égales,  de  manière  à  les  distinguer  des 
autres. 

&*  Pour  désigner  ainsi,  ou  comme  Ton  dit,  pour  mesurer 
une  quantité,  on  en  choisit  une  parmi  celles  de  même  espèce 
que  Ton  appelle  unité,  et  Ton  donne  des  noms  à  celles  qui 
résultent  de  l'addition  successive  d'unités,  ces  noms  sont  les 
nombres  entiers. 

Il  peut  arriver  que  Tunilé  soit  divisible  en  parties  égales 
(locution  à  définir)  alors  on  est  conduit  à  la  considération  des 
nombres  fractionnaires  et  même  incommensurables,  mais 
le  contraire  peut  avoir  lieu. 

Après  avoir  fait  cela,  il  peut  arriver,  et  il  arrive  presque 
toujours,  que  Ton  a  défini  toutes  les  quantités  considérées 
de  manière  à  les  distinguer  de  celles  qui  leur  sont  inégales, 
mais  il  peut  en  être  autrement.  (On  sait,  par  exemple,  qu'a- 
près avoir  défini  l'égalité  et  l'addition  des  vecteurs  on  peut 
choisir  parmi  eux  une  unité,  faire  le  travail  indiqué  précé- 
demment, mais  on  ne  définit  ainsi  qu'une  partie  des  vecteurs 
de  l'espace,  à  savoir  ceux  de  même  orientation  que  l'unité 
choisie). 

Dans  ce  cas,  on  prend  une  seconde  unité  non  comprise 
parmi  les  quantités  déjà  mesurées,  cette  seconde  unité  défi- 
nit une  nouvelle  série  de  quantités,  en  appelant  i  la  pre- 
mière unité,  j  la  seconde,  on  peut  représenter  une  quantité 
de*  la  première  série  mesurée  par  le  nombre  a  par  ai^  de 
même  une  quantité  de  la  seconde  série  sera  représentée  par 
bj\  Il  peut  arriver  que  ai  -f  bj  soit  un  symbole  capable  de 
représenter  toutes  les  quantités  considérées,  (c'est  ce  qui 
arrive  pour  les  vecteurs  d'un  plan);  le  contraire  peut  avoir  lieu, 
on  prend  alors  une  troisième  unité,  etc.  Les  nombres  de  la 
forme  ai  -f  bj  -f  c/c  -f-  ...  sont  alors  des  nombres  complexes 
(ou  imaginaires)  /,  7...  sont  des  clefs. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  les  unités  étant  indivisibles,  les 
nombres  complexes  ai -^  bj  -\-  ...  sont  des  entiers  com- 
plexes, a,  6...  désignant  des  entiers  ordinaires. 

Il  peut  arriver  que  les  unités  toutes,  ou  seulement  une 
partie  d'entre  elles  soient  indivisibles.  Les  coefficients  de  cer- 
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taines  clefs  peuvent  être  nécessairement  entiers.  Par  exemple 
ajouter  des  hommes  et  des  chevaux,  ce  sera  si  l'on  veut  les 
amener  sur  un  champ  de  bataille  ;  on  considérera  les  hommes 
comme  égaux  entre  eux,  les  chevaux  comme  égaux  enlre  eux 
mais  non  égaux  aux  chevaux,  et  on  pourra  baser  un  calcul  sui- 
des nombres  complexes  ah  +  bc,  où  h  sera  un  homme,  c  un 
cheval. 

Il  peut  arriver  que  non  seulement  les  unités  soient  indi- 
visibles, mais  qu'elles  soient  en  nombre  limité,  ce  cas  va  nous 
intéresser  tout  particulièrement.  Alors  i  désignant  une  clef, 
on  aura  nécessairement  n  désignant  un  entier  ni  =  ioxx  ri^.. 
et  (mais  peu  importe  pour  notre  objet)  on  aura  ni  =  i,  ce 
qui  n'est  contradictoire  avec  nos  habitudes,  qu'en  apparence, 
la  théorie  des  congruences  présente  des  formules  analogues 
à  celle-ci. 

Enfin  il  peut  arriver  que  dans  chaque  série,  il  n'entre 
qu'une  quantité  qui  sera  à  la  fois  unité  et  de  nul  effet,  on 
aura  en  appelant  /  une  clef  «  -f  ^'  =  f  puisqu'il  n'y  a  qu'un 
objet  dans  la  série  relative  à  la  clef  i.  Toutefois  l'existence 
de  pareilles  quantités  complexes  est  à  démontrer.  (Quoique 
Ton  puisse,  au  point  de  vue  logique  spéculer  sur  de  telles 
quantités  en  admettant  leur  existence,  et  par  le  fait  on  a  long- 
temps spéculé  sur  l'imaginaire  V — 1  avant  d'en  avoir  dé- 
montré l'existence,  on  a  spéculé  sur  les  systèmes  linéaires  de 
Laguerre  avant  d'avoir  remarqué  que  ces  imaginaires  étaient 
des  substitutions  très  réelles). 

J'arrive  à  l'interprétation  concrèle  de  nos  quaniités  com- 
plexes. Ce  sont  les  diverses  propositions  que  l'on  peut  énoncer. 

Ce  sont  des  quantités,  car  on  peut  définir  leur  égalité  et 
leur  addition  comme  il  suit  : 

1**  Deux  propositions  sont  égales^  quand  elles  expriment 
le  même  fait^  vrai  ou  fauXy  dans  les  mêmes  termes  ou  dans 
des  termes  équivalents, 

2*  La  somme  de  plusieurs  propositions  consiste  dans  leur 
aflirmation  alternative  :  Je  m'explique  ;  si  i,  j,  k  sont  des  pro- 
positions^ i  -f  j  H-  k  voudra  dire  que  l'une  des  propositions 
i,  j,  \i  est  vraie. 

On  a  défini    produit    de  plusieurs    propositions   /,  y,  k. 
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leur  aflirmation  simultanée,  ainsi  ijk  est  la  proposition  en 
vertu  de  laquelle  t,y,  A,  sont  vraies  à  la  fois. 

Il  est  clair  que  Ton  aurait  pu  appeler  somme  ce  que  nous 
avons  appelé  produit  et  vice-versa,  et  cela  eut  peut-être  été 
plus  simple. 

Il  est  bien  évident  alors  que  t  -f  «  =  «,  si  i  est  une  propo- 
sition quelconque,  car  si  i  est  vrai,  ou  i,  ou  i  sera  vrai,  on  voit 
que  i  -\-  J  n'est  pas  égal  à  i  ou  kj\  de  même  i.i  =  i.  Dans  le 
calcul  de  nos  quantités  complexes,  il  n'y  aura  donc  ni  fac- 
teurs numériques^  ni  exposants. 

La  différence  d  =  i — y  de  deux  propositions  est  telle  que 
ajoutée  kj  elle  donne  i.  Ainsi  d  +  j  =:  /,  donc  si  d  ou  J  sont 
vraies,  i  est  vraie. 

Dans  les  théories  ordinaires,  la  soustraction  ne  peut  se 
faire  que  d'une  manière,  je  rappelle  la  démonstration:  si 
Ton  pouvait  avoir 

J  4-  y  =  i     et     â'  -\-j=z  i 

on  en  conclurait 

et  en  posant  ^'  =:  ^  -|-  e,  si  ^'  était  plus  grand  que  d  on  au- 
rait 

el  s  serait  un  objet  nul,  et  comme  on  convient  de  ne  pas 
écrire  les  objets  nuls,  on  a  d  =  J'.  Mais  ici  nous  convenons 
au  contraire  d'écrire  et  de  tenir  compte  des  objets  nuls,  la 
soustraction,  et  aussi  la  division  pourront  se  faire  de  plu- 
sieurs manières,  donc  dans  la  théorie  des  idées,  il  n'y  a  en 
résumé  ni  soustraction,  ni  division,  ni  multiplication  par  un 
nombre  ordinaire,  ni  exposants,  ni  radicaux.  Il  y  a  là  une 
simplicité  apparente,  au  moins  réelle  dans  les  formules,  et 
peut-être  une  complication  dans  les  idées. 

On  a  trouvé  commode  de  prendre  une  clef  égale  à  e,  comme 
dans  le  calcul  des  imaginaires  de  la  forme  a  +  6/,  et  une 
autre  égale  à  zéro. 

i  est  l'expression  de  tout  ce  qui  est  vrai,  o  est  le  faux  ou 
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l'absurde.  Je  préférerais  la  convention  inverse,  et  en  effet  si 
Ton  désigne  par  a'  la  négation  de  a  on  a 

aa'  =  0     et     «  +  «'  =  !, 

on  préférerait  avoir 

cela  choquerait  moins  les  habitudes. 

Je  n'ai  pas  à  examiner  ici  les  conséquences  du  nouveau 
calcul,  j'ai  simplement  voulu  prouver  que  en  parlant  de  la 
définition  nette  et  précise  de  la  quantité,  non  seulement  on 
peut,  comme  je  Tai  fait  voir  dans  mon  opuscule  sur  les  prin- 
cipes de  la  théorie  des  nombres  et  de  la  géométrie  (Scientia) 
1**  établir  sur  des  principes  solides  la  mathématique  pure  et 
appliquée;  2^  faire  rentrer  dans  la  mathématique  pure,  ou 
dans  la  théorie  des  nombres  complexes,  ce  que  Ton  a  appelé 
Talgèbre  de  la  logique. 

H.  Laurent  (Paris). 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sous  ce  titre  nous  publions  les  remarques  et  renseignements  concernant 
plus  ou  moins  directement  renseignement  mathématique,  telles  que  des 
descriptions  d'instruments  ou  d'appareils  nouveaux,  etc.  Quant  à  la  corres- 
pondance, elle  permet  à  tout  lecteur  de  présenter  sous  une  forme  rapide 
les  idées  qui  lui  semblent  utiles,  les  remarques  suggérées  par  la  lecture 
d'un  article,  ou  les  questions  sur  lesquelles  il  aurait  besoin  d'un  renseigne- 
ment. La  Rédaction. 


Sur  l'enseignement  de  la  Géométrie. 

(Extrait  d'uoe  lettre  à  M.  Laisant.) 

L'intéressant  article  de  M"^  Gino  Loria  (voir  pp.  1 1  à  20)  sur  rensei- 
gnement des  mathématiques  élémentaires  en  Italie  m'a  rappelé  qu'a 
rEcole.d'application  de  l'Artillerie  et  du  Génie,  où  j'ai  suivi  un  cours 
de  Fortification  permanente,  la  première  leçon  de  ce  cours  m'a 
beaucoup  troublé.  Il  m'a  été  impossible  de  comprendre  le  profes- 
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.seur.  Il  parlait  constamment  des  contrebatteries  de  l'ennemi  placées 
en  arrière  de  la  crête  du  chemin  couvert  du  bastion  opposé  et  je 
n'étais  pas  préparé  à  ce  langage.  J'ai  tiré  alors  cette  conclusion  : 

L'étude  d'une  science  doit  être  précédée  de  l'étude  du  langage 
qui  lui  est  propre. 

C'est  ainsi  qu'on  procède  en  stéréotomie,  la  partie  relative  à  la 
charpente  commence  par  l'étude  des  principaux  assemblages.  On 
emploie  différents  modes  de  projection  et  de  perspective  pour 
taire  concevoir  la  forme  de  ces  assemblages  comme  application 
des  procédés  de  la  Géométrie  descriptive;  mais  à  côté  de  cela  il  y 
il  les  noms  des  assemblages.  Ce  sont  ces  noms  et  les  termes  en 
usage,  successivement  appris  en  même  temps  que  la  représenta- 
tion des  assemblages,  qui  permettent  d'entrer  facilement  dans 
Fétude  d'une  charpente. 

On  devrait  agir  de  la  même  manière  pour  l'enseignement  de  la 
Géométrie  et  n'arriver  aux  premières  leçons  qu'avec  une  certaine 
connaissance  du  langage  géométrique.  La  chose  serait  très  facile 
à  obtenir  si,  donnant  à  l'enfant  une  règle,  une  équerre,  des  com- 
pas, on  lui  demandait  de  tracer  des  figures  à  côté  desquelles  il 
écrirait  ce  qu'elles  représentent.  Après  avoir  appris  ainsi  ce  que 
sont  les  triangles  divers,  les  quadrilatères,  etc.,  etc.,  il  aurait  les 
mots  nécessaires  pour  comprendre  les  premières  notions  géomé- 
triques. Vous  partagez  mon  opinion,  puisque  vous  dites  à  la  page 
220  de  votre  excellent  ouvrage,  la  Mathématique:  «  Mais,  de  même 
que  pour  l'arithmétique  il  y  a  une  préparation  préliminaire,  la 
pratique  du  calcul,  de  même  il  est  utile  que  la  Géométrie  théorique 
soit  précédée  de  la  pratique  du  dessin.  » 

De  là,  à  l'application,  surtout  en  France,  il  y  a  très  loin 

Mannheim  (Paris). 


A  propos  d'un  théorème  sur  le  triangle  * . 

XIII.  —  Lettre  de  M.  V.  Retali  (Milan)  : 

Le  théorème  que  M.  Kariya  (Tokio)  croit  nouveau  a  été  établi 
par  moi  en  189(3,  dans  le  Periodico  di Matematica  (Roma,  XI,  p.  71). 
I^a  démonstration  est  celle  même  donnée  par  M.  Harold  Hilton  dans 
sa  note  parue  dans  l'Ens,  math,  (1904,  p.  237). 

XIV.  —  D'autre  part,  M.  Cantoni  (Viadana,  Mantova)  nous 
écrit  que  suivant  une  information  de  M.  Kariya,  la  propriété  d) 
examinée  par  lui  dans  l'Ens.  math.  (1905,  p.  46)  aurait  déjà  été 
étudiée  par  M'Cllelland  dans  sa  Geometry  ofthe  circle,  p.  82. 

XV.  —  M.  J.  Neuberg  a  publié  dans  Mathesis  (mai,  1905,  p.  117- 


1  Voir  VEns.  math.  6»«  année,  1904,    pp.  130-133,    236-239.    406-410;    7->«  année,  1905,  pp. 
44-51. 
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il8],une  note  dans  laquelle  il  mentionne  les  travaux  antérieurs  se 
rapportant  au  théorème  étudié  par  M.  Kariya  et  dont  une  bonne 
partie  a  paru  dans  Mathesis  : 

«  M.  Lemoine  (AFAS,  Paris,  1889,  p.  202)  abaisse  d'un  point 
quelconque  dans  les  perpendiculaires  MX,  MY,  MZ  sur  les  côtés 
BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  et  prend  sur  ces  droites  les  longueurs 
MA^,  MB^,  MCj,  inversement  proportionnelles  à  MX,  MY,  MZ.  Il 
observe  que  les  droites  AA,,  BBj.  CC,  concourent  en  un  point  L 
qui  parcourt  l'hyperbole  équilatère  ABCM,  que  le  centre  de 
cette  courbe  est  le  point  de  contact  du  cercle  des  neuf  points  de 
ABC  avec  un  cercle  tritangent  lorsque  M  est  le  centre  1,  1',  I",  1'" 
d'un  tel  cercle.  A  cause  de  cette  dernière  propriété,  j'ai  proposé  la 
dénomination  d' hyperbole  de  Feuerbach  pour  l'hyperbole  équila- 
tère ABCI.  » 

«  M.  Boutin  (JMS,  1890,  pp.  104  et  128)  étudie  les  hyperboles 
équilatères  ABCI,  ABCI',  ABCF,  ABCI'"  comme  transformées  iso- 
gonales  des  droites  01,  01',  01",  01'"  et  aussi  comme  lieux  des 
points  de  Kariya.  » 

«  Dans  un  article  de  Mathesis  ^1893,  p.  81-89)  que  j'ai  rédigé  en 
grande  partie  d'après  une  note  manuscrite  de  M.  Mandart,  l'hyper- 
bole équilatère  ABCI  est  le  lieu  du  centre  d'orthologie  du  triangle 
ABC  et  d'un  triangle  variable  AjBjC,  qu'on  obtient  en  portant  sur 
les  médiatrices  OA',  OB',  OC  du  triangle  ABC,  à  partir  des  mi- 
lieux A',  B',  C  des  côtés,  trois  longueurs  égales  (variables)  A'A, 
=  B'B,  =  ce,.  » 

«  Enfin,  M.  Speckmann  (Mathesis^  1903,  pp.  265-270)  part  du 
théorème  de  M.  Kariya  et  étudie  comme  MM.  Boutin  et  Mandart, 
quelques  involutions  remarquables  sur  l'hyperbole  équilatère 
ABCI.  » 

XVI.  —  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Tabakoff  (\ancy)  : 

«  Mon  honorable  compatriote,  M.  Stoïanoff,  professeur  de  ma- 
thématiques à  l'Ecole  militaire  de  Sofia,  a  traduit  toutes  les  propo- 
sitions sur  le  triangle,  suggérées  par  le  théorème  de  M.  Kariya  et 
les  a  publiées  dans  notre  petit  journal  de  la  Société  mathématique 
de  Sofia.  A  propos  du  même  théorème  j'ai  donné  une  autre  propo- 
sition réciproque  de  celle  de  Kariya  dans  le  journal  susdit,  puis  j'ai 
montré  comment  on  peut  généraliser  le  théorème  de  Kariya  et  sa 
réciproque.  Dernièrement  j'ai  donné  un  théorème  réciproque  de 
celui  de  M,  Franke  et  en  même  temps  j'ai  trouvé  une  généralisa- 
tion des  deux  théorèmes  qui  est  tout  à  fait  différente  de  celle  de 
M.  Cantoni  et  même  on   peut  généraliser,  celle  de  M.  Cantoni.  » 

Faute  de  place  nous  devons  nous  borner  à  donner  les  énoncés 
de  ces  deux  propriétés  : 

«y La  réciproque  du  théorème  de  MM.  lieta li-Kariy a  peni  s  énon~ 
cer  comme  suit  : 

«  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
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ABC.  On  joint  OA,  OB,  OC;  puis,  à  partir  de  O,  on  porte  sur  ces 
droites  des  longueurs  OP,  ON,  OM  égales  à  d.  Par  les  points  M,  N,  P 
on  mène  des  perpendiculaires  aux  droites  OC,  OB,  OA  et  Ton 
cherche  les  points  d'intersection  avec  les  droites  AB,  AC,  CB;  les 
trois  points  C^,  B,,  A^  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même 
droite.  » 

b)  Proposition  réciproque  de  celle  de  M.  Franke  *  : 
«  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  inscrite  dans  le  triangle 
ABC  et  M,  N,  P  les  points  partageant  les  segments  OA,  OB,  OC 
dans  un  rapport  q;  on  mène  par  ces  points  des  droites  respective- 
ment perpendiculaires  à  ces  segments  et  Ton  cherche  les  points 
d'intersection  avec  les  droites  BC,  CA,  AB.  Les  points  A,,  B,,  C^ 
ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même  droite.  » 
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Les  nouveaux  programmes  des  écoles  moyennes  en  Italie. 

Le  21  et  22  avril  1905  a  eu  lieu  à  Milan,  sous  les  auspices  de 
l'Association  «  Mathesis  »  une  réunion  régionale  des  professeurs 
de  mathématiques  de  l'enseignement  secondaire  et  supérieur. 
Présidée  par  M.  E.  Pascal,  professeur  à  l'Université  de  Pavie,  les 
séances  ont  été  principalement  consacrées  à  la  discussion  des  ro/î- 
ditions  faites  à  renseignement  mathématique  des  écoles  classiques 
par  le  décret  royal  du  il  novembre  iOOk.  La  réunion  s'est  terminée 
par  une  très  intéressante  conférence  de  M.  G.  Loria  (Gênes),  sur 
les  programmes  du  passé  et  les  programmes  de  Vas^enir, 

Nous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  cette  importante  réunion. 

Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Un  nouveau  certificat  d'études  supérieures.  —  Le  certificat 
d'études  physiques  chimiques  et  naturelles  (P.  C.  N.),  spécialement 
créé  en  vue  des  études  de  médecine,  vient  d'être  transformé  en  un 
certificat  d'études  supérieures.  Suivant  l'arrêté  ministériel  du  20 
juin,  ce  22**  certificat  portera  le  titre  de  «  Certificat  d'études  supé- 
rieures de  sciences  portant  sur  la  physique,  la  chimie  et  l'histoire 
naturelle.  » 


*  Voir  VEns.  math.,  6"«  année,  p.  147.  1904. 
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C'est  là  une  excellente  mesure  qui,  aura  certainement  pour  effet 
d'encourager  les  étudiants  à  acquérir  d'abord  un  fond  solide  de 
connaissances  scientifiques  générales.  On  sait,  ainsi  que  nous 
avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  rappeler,  que  le  diplôme  de  licence 
est  conféré  à  tout  étudiant  qui  justifie  de  trois  certificats  d'études 
supérieures  *. 

Cours  de  vacances  à  Munich. 

Il  sera  organisé  un  cours  de  vacances  à  Munich,  du  17  au  22  juil- 
let, à  l'usage  des  maîtres  de  Mathématiques  et  de  Physique  des 
écoles  moyennes. 

Prix  académiques. 

Académie  royale  de  Belgique.  —  Prix  proposés  : 

Pour  1905.  1°  On  demande  une  contribution  importante  à  la 
théorie  des  complexes  de  droites  du  troisième  ordre,  par  exemple 
l'étude  des  complexes  représentés  par  une  équation  de  la  forme 
a^Y  —  A"  a^ §'y'  =  0,  où  a  z=  0,  j9  =  0  . . .  sont  les  équations  de 
complexes  linéaires,  À"  un  paramètre.  Prix  600  Fr. 

2**  Trouver  en  hauteur  et  en  azimut,  les  expressions  des  termes 
principaux  des  déviations  périodiques  de  la  verticale,  dans  Thypo- 
thèse  de  la  non  coicidence  des  centres  de  gravité  de  l'écorce  et  du 
noyau  terrestres.  Prix  600  Fr. 

Pour  1906.  !*•  On  demande  une  contribution  à  l'étude  algébri- 
que et  géométrique  des  formes  /z-linéaires,  n  étant  plus  grand 
que  3.  Prix  600  Fr. 

2**  Faire  histoire  et  la  critique  des  expériences  sur  Tinduction 
uni-polaire  de  Weber,  et  élucider,  au  moyen  de  nouvelles  expé- 
riences, les  lois  et  l'interprétation  de  ce  fait  physique.  Prix  800  Fr. 

Les  mémoires  destinés  aux  concours  doivent  être  rédigés  en 
français  ou  en  flamand.  Pour  ce  qui  est  des  conditions  du  con- 
cours s'adresser  au  Secrétariat-perpétuel,  au  Palais  des  Académies 
à  Bruxelles. 

Société  scientifique  de  Bruxelles,  —  Prix  proposé  pour  1905  : 

Trouver  les  caractères  distinctifs  des  maxima  ou  minima  d'une 
fonction  de  trois  variables  /*(,r,  /y,  s),  dans  le  cas  où  l'ensemble  des 
termes  du  second  ordre  dans  le  développement  dcf[a  +  A,  ô  +  A*, 
c  -j-  Ij  — fia,  b,  c]  peut  s'annuler  sans  changer  de  signe. 

Académie  rot/aie  des  Sciences  de  Naples.  —  Le  prix  de  1000  lires, 
destiné  à  récompenser  la  meilleure  contribution  à  la  théorie  des 
formes  ternaires  biquadratiques,  a  été  conféré  à  M.  le  professeur 
E.  Pascal. 


*  Nous  avons  publié  la  liste  des  corliftcals  relatifs  aux  sciences  mathématiques  pures  et 
appliquées  dans  le  n*  du  15  juillet  lOO't,  pp.  310-311. 
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L'Académie  accordera  un  prix  de  500  lires  au  meilleur  mémoire 
sur  la  théorie  des  électrons  et  la  dispersion  de  la  lumière. 

Smith' Prize.  —  Les  Smith-Prize's  de  l'Université  de  Cam- 
bridge ont  été  accordés,  cette  année,  à  M.  H.  Batrrmann  pour  son 
travail  intitulé  «  The  solution  of  linear  differential  équations  by 
means  of  defînite  intégrais  »,  et  à  M.  P.  E.  Marrack  pour  ses  re- 
cherches sur  l'absorption  par  les  rayons  ROntgen  et  les  rayons  y. 

Pria:  Adams,  —  Prix  proposé  par  l'Université  de  Cambridge 
pour  1906  : 

Etudier  les  irrégularités  du  mouvement  de  la  Lune  qui  peuvent 
être  ramenées  directement  à  une  action  planétaire.  Prix:  4500  Sh. 

Médaille  de  Morgan,  —  La  Société  mathématique  de  Londres 
a  décerné  cette  année  la  médaille  de  Morgan  à  M.  H.  F.  Baker 
pour  ses  travaux  d'analyse. 

Etats-Unis. 

Columbia  Uni^ersity,  NewYork,  —  M.  V.  Fr.  Bjerknes,  profes- 
seur de  Mécanique  et  de  Physique  mathématique  à  l'Université  de 
Stockholm,  a  été  appelé  à  donner,  pendant  le  mois  de  décembre 
1905,  un  cours  de  quinze  leçons  sur  les  champs  de  force  et  les 
analogies  hydrodynamiques  des  champs  électrostatiques  et  élec- 
tromagnétiques. 

Pendant  les  mois  de  mars  et  avril  1906,  M.  IL  A.  Lorentz,  pro- 
fesseur de  Physique  à  l'Université  de  Leyde,  fera  un  cours  sur  les 
extensions  de  la  théorie  électromagnatique  de  la  lumière  d'après 
Maxwell  et  la  dynamique  des  électrons. 

American  Mathematical  Society,  —  La  12"  réunion  d'été  aura 
lieu  au  Williams  Collège  à  Williamstown,  Mass,  le  7  et  8  août  1905. 

Nécrologie. 

On  annonce  la  mort  de  deux  savants  astronomes,  O.  W.  von 
Struve,  ancien  Directeur  de  l'Observatoire  de  Pulkowa,  décédé 
dans  sa  86' année,  et  Pietro  Tacchini,  ancien  Directeur  de  FOb- 
servatoire  du  Collegio  Romano. 

Nous  apprenons,  d'autre  part,  la  mort  du  mathématicien  hol- 
landais Corneille  Louis  Landré,  actuaire  de  la  «  Société  générale 
hollandaise  ». 

Nominations  et  distinctions. 

M.  J.  Fraxel,  professeur  d'analyse  à  l'Ecole  polytechnique  fédé- 
rale de  Zurich,  est  nommé  Directeur  de  cet  établissement. 

M.  Ernest  Lebon,  notre  distingué  collaborateur,  a  été  élu  Mem- 
bre correspondant  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Lisbonne. 
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M.  F.  O.  LovETT,  professeur  de  mathématiques  à  TUniversité  de 
Princeton  N.  J.,  est  nommé  professeur  d'Astronomie  en  remplace- 
ment de  M.  E.  A.  YouNG,  retaité. 

M.  \V.  WiRTiNGER,  professeur  à  l'Université  de  Vienne,  est 
nommé  Membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne. 

M.  W.  J.  HussEY  est  nommé  professeur  d'Astronomie  et  Direc- 
teur de  l'Observatoire  de  l'Université  de  Michigan,  en  remplace- 
ment de  M.  A.  Hall  qui  a  résigné  ses  fonctions. 

M.  St.  Zaremba,  prof,  ext.,  est  nommé  prof.  ord.  à  l'Université 
de  Cracovie.* 
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Sous  ce  titre  uoiis  publions  des  renseignements  relatifs  à  l'organisation 
de  l'enseignement  :  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  Rédaction. 

Cours  universitaires. 

ANGLETERRE 

Oxford;  University.  —  Mathematics.  Lecture  List  for  Mîchaelmas  Term, 
begin  16  oct.  1905. —  W.  Esson  :  Analytic  Geometry  of  Plane  Curves,  2  h.; 
Synthetic  Geometry  of  Plane  Curves.  —  E.  B.  Elliott  :  Séquences  and.  Sé- 
ries, 2;  Elementary  Theory  of  Nùmbers,  1.  —  A.  E.  H.  Love  :  Magnetism 
and  Electricity  :  the  Mathematical  Theory,  3.  —  H.  H.  Turner  :  Elementary 
Mathematical  Astronomy,  2.  —  H.  C.  Plummer  :  Practical  Work,  Obser\'a- 
tory.  —  C.  E.  Haselfoot  :  Theory  of  Equations,  1.  —  C.  Leudesdokf  :  Pro- 
jective  Geometry  (elementary),  3.  — A.  E.  Jolliffe  :  Analytical  Geometry,  2. 
—  J.  W.  Russell  :  Differential  Calculus,  2.  —  R.  F.  M^Neile  :  Curve  Tra- 
cing»  1.  — A.  L.  Pedder  :  Problems  in  Pure  Mathematics,  1.  —  C.  H.  Samp- 
soN  ;  Higher  Solid  Geometry.  2.  —  J.  E.  Campbell  :  Differential  Equations, 
2.  —  C.  H.  Thompson  :  Intégral  Calculus,  2.  —  E.  H.  Hayes  :  Analytical 
Statics,  3.  —  A.  L.  Dixo.x  ;  Hydrostatics,  1.  —  H.  T.  Gerrans  :  Tridimen- 
sional  Rigid  Dynamics,  2.  —  P.  J.  Kirkbt  :  Attractions  aud  Electrostu- 
tics,  2. 

ÉTATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  Vannée  unwersitaire  lOO^i-lOOS. 

Bryn  Mawr  UnlTersity  (Pa.).  —  Professor  Charlotte  A.  Scott  :  Algebraic 
invariants,  wilh  applications,  2;  Modem  analytic  geometry,  2.  —  Mr.  J.  E. 
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Wright:   Linear  ordinary  differeniial  équations,  2;   Higher  analysis,  2.  — 
D"*  IsABEL  Madiso?!  :  Analytic  geomeiry  of  space. 

University  of  Califomia  (Berkeley  lai.).  —  Professor  I.  Stringham  : 
QuaternioDS.  3;  Logic  of  mathemaiics,  3;  Seminar,  2.  —  Professor  G.  C. 
Edwards  :  Diflerential  équations,  3.  —  Professor  M.  W.  Haskell  :  Analytic 
geometry»  3;  Algebraic  formsand  géométrie  transformations,  3.  — Profes- 
sor E.   J.    WiLCYNSKi  :    Projective  differential   geometry,    3.    —   Professor 

C.  A.  Noble  ;  Calculus  of  variations  (first  half  year).  3  ;  Theory  of 
differential  équations  (second  half  year),  3.  —  Professor  A.  W.  Wuitney  : 
Analytic  geometry  of  three  dimensions  (second  half  year),  3  ;  Calculus  of 
finite  din*erences.  2;  Theory  ofprobabilities,  3.  — Professor  D.  N.  Lehmer  : 
Theory  of  équations,  3.  —  Dr.  T-  M.  Putnam  :  Synlhetic  geometry,  3  ;  Theory 
of  nunibers,  3.  —  Dr.  J.  H.  McDonald  :  Theory  of  fonctions  of  a  real 
%-ariable,  3.  —  Dr.  B.  L.   Newkikk  :  Theory  of  complex  functions,  3. 

Cornell  University  (Ithaca,  New- York).  —  Professor  L.  A.  Wait  :  Dif- 
ferential calculus,  2;  Analytic  geometry,  3.  —  Professor  G.  W.Jones: 
Algebra,  3.  — Professor  J.  Me.  Mahox  :  Theory  of  potential  and  spherical 
harmonies,  3;  Mechauics,  3.  —  Professor  J.  I.  Hutchinson  :  Projective 
geometry,  3;  Infinité  séries  and  products,  2.  —  Professor  V.  Snyder  :  Diffe- 
rential équations,  2;  Algebraic  Iwisted  curves.  2.  — Dr.  W.  B.  Fite  :  Defi- 
nite  intégrais,  2  ;  Theory  of  functions.  3.  —  Dr.  C.  N.  Haskikks  :  Theory 
of  invariants,  3  ;  Calculus  of  variations,  2  ;  Differential  équations,  II,  2. 

University  of  Illinois.  —  Professor  S.  W.  Shattuck:  Diff*erential  équa- 
tions and  calculus  of  variations,  3.  —  Professor  A.  N.  Talbot  :  Analytic 
mechanics,  4.  —  Professor  E.J.  Townsend  :  Theory  of  functions  of  a  real 
variable,  3  ;  Solid  analytic  geometry  (second  semester),  3  ;  Seminar,  3.  — 
By  Professor  A.  G.  Hall  :  Potential  function  and  spherical  harmonies,  3  : 
Déterminants,  2.  —  Professor  H,  L.  Rietz  :  Theory  of  invariants  and  higher 
plane  curves,  3.  — Professor  J.  Stebbins  :  Least  squares  (flrst  semester), 
2.  —  Dr.  H.  L.  CoAR  :  Modem  geometry  and  algebraic  surfaces,  3.  —  Mr. 
E.  L.  MiLPiE:  Mathematical  theory  of  statistics  (second  semester),  \. 

Indiana  University.  —  Professor  R.  J.  Aley  :  Algebraic  invariants  (fall 
and  winter  terms)  3  ;  Theory  ofnumbcrs  (spring  lerm),  3  ;  Ordinary  difl*eren- 
tial  équations  (fall  term),  5.  —  Professor  S.  C.  Davisson  :  Modem  geometry 
(fall  and  winter),  2;  Theory  of  surfaces  (winter  and  spring),  3.  — Professor 

D.  A.  RoTHRocK  :  Partial  differential  équations  (fall  and  winter),  3;  Theory 
of  functions  (winter  and  spring),  3.  —  Professor  U.  S.  Hanna  :  Groups  of 
substitutions  and  Galois'  theory  (fall  and  winter),  2. 

State  University  of  lowa.  —  Professor  L.  G.  W^eld:  The  gênerai  theory 
of  functions,  2;  Least  squares  (first  semester),  2;  Elliplic  intégrais  and 
functions  (second  semester),  2;  Fourier's  série  and  spherical  harmonies,  2. 
—  Professor  J.  V.  Westfall  :  Advanced  calculus,  3  ;  Differential  équations 
from  the  standpoint  of  the  theory  of  functions,  2.  —  Dr.  E.  L.  Dodd  ;  Vec- 
tor  analysis  (flrst  semester),  2  ;  Non-euclidean  geometry  (second  semester).  2. 

University  of  Michigan.  —  Professor  W.  W.  Beman  :  Solid  analytic 
geometry.  2  ;  Higher  plane  curves  (second  semester)  ;  Differential  équations 
(tîrst  semester),  3;  Linear  differential  équations  (second  semester).  2;   Qua- 
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ternioDS,  2  (second  semester)  ;  Seminar,  2.  —  Professer  A.  Ziwet  ;  Projcc- 
tifve  geometry,  3  ;  Harmonie  analysis,  2  ;  Advanced  mechanics  (second 
semester),  3;  Theory  of  potential  (first  semester),  3.  —  Professor  J.  L. 
Markley  :  Theory  of  functions,  3;  Advanced  theory  of  fonctions,  2.  —  Pro- 
fessor J.  VV.  Glover  :  Higher  algebra,  3  ;  Theory  of  annuities  and  insurance, 
2.  —  Dr.  A.  B.  PiERCE  ;  Differentiat  geometry,  3.  —  Mr.  E.  B.  Escott  : 
Theory  of  numbers,  2. 

UniTersity  of  Missouri.  —  Professor  E.  R.  Heorick  :  Theory  of  functions, 
3  ;  Advanced  calculus,  3  ;  Higher  analysis,  3.  —  Professor  L.  M.  Defoe  : 
Ânalytic  mechanics.  3;  Fourier's  séries  and  potential  function,  3.  —  Profes- 
sor G.  A.  Bliss  :  Dififerential  geometry,  3  ;  Theory  of  groups,  3.  —  Dr.  L. 
D.  Ames  :  Infinité  séries  and  products,  3  ;  Galois'  theory  of  substitutions,  3. 
Mr.  L.  IxGOLD  :  Theory  of  équations  and  déterminants,  3;  Eléments  of 
projective  geometry,  3;  Eléments  of  differeutial  équations,  3. 

University  of  Nebraska.  —  Professor  E.  W.  Davis  :  Theory  of  surfaces, 

2  :  Pure  mathematics,  2.  —  Professor  Cakdy  :  DiflTcrential  equationi»,  3  ; 
Mathematioal  p^dagogy,  3. —  Professor  C.  Engberg  :  Theory  of  probability, 

3  (second  semester);  Algebra  of  quantics,  3,  or  Higher  plane  curves,  2; 
Biometry,  I,  2.  —  Miss  I.  Sixclair  :  Geometry  of  position,  3,  or  Calculus 
of  variations,  2. 

University  of  Pennsylvania.  —  Professor  E.  S.  Crawley  :  Higher  plane 
curves,  3;  Solid  ânalytic  geometry,  2.  —  Professor  G.  E.  Ficher:  Advan- 
ced calculus,  2  ;  Invariants  and  covariants  (first  half  year),  3;  Linear  difle- 
rential  équations  (second  half  year),  3. —  Professor  I.  J.  Schwatt  :  Theory 
of  fonctions  of  a  real  variable,  3;  Infinité  séries  and  products,  3.  —  Profes- 
ser G.  H.  Hallet  :  Theory  of  groupa,  3;  Calculus  of  variations  (first  half 
year),  2;  Lies  theory  of  continuons  groups  (second  half  year),  2.  —  Dr, 
B.  S.  Easto:v  :  Algebra  (in  German),2;  Theory  pf  higher  équations,  2; 
Klementary  divisors  and  group  characters.  2.  —  Dr.  F*.  H.  Safford  :  Cur- 
vilinear  coôrdinates  and  orthogonal  transformations  with  applications  to  the 
theory  of  potential,  3, 

Summer  session  (July  5  to  August  12,  1905).  Each  course  will  be  givcn 
five  hours  per  week.  —  Professor  E.  S.  Crawle  y  :  Theory  of  uumbers.  — 
ProfessorG.  E.  Fisher  :  Invariants  and  covariants.  —  Professor  I.  J,  Schwatt  : 
Definite  intégrais.  —  Professor  G.  H.  Hallett  :  Theory  of  abslract  groups. 
—  Dr.  F.  H.  Safford:  DifTerenlial  équation. 

Syracuse  University.  —  Professor  W.  H.  Metzi.er  :  Analytic  geometry 
(first  semester).  3;  Modem  geometry  (second  semester),  3;  Newtoninl 
potential  and  sphcrical  harmonies,  3;  General  theory  of  functions,  3;  Déter- 
minants, 3  ;  Ellyptic  intégrais  and  elliptic  functions,  3.  —  Professor  E.  D. 
RoE  :  Theory  of  invariants  and  covariants,  3  ;  Theory  of  substitutions,  3: 
Advanced  calculus  (first  semester),  3  ;  Difierential  équations  (second  semes- 
ter), 3;  Analytic  mechanics,  3;  Theory  of  équations,  2  ;  Analytic  trigonome- 
try  (first  semester),  1;  Déterminants  (second  semester),  1.  —  Professor 
W.  G  BvLLARD  :  Projective  geometry  (first  semester),  8;  Higher  plane 
curves  (second  semester),  3;  Twisled  curves  and  gênerai  theory  of  surfaces,  3. 

University  of  WiSGOnsin.  —   Professor  C.    A.    Van  Yelzkr  :    Differential 
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équations,  3  ;  Analyiic  geomelry,  3.  —  Prof'essor  C.  S.  Schlichter  :  Theoretic 
mechanics,  2  ;  Theory  of  probabilities,  2  (second  semester)  ;  Hydrodynamics, 
2.  —  Professor  E.  B.  Skiis-ner  :  Geomelry  of  three  dimensions,  2;  Advaaeed 
calculus,  2;  Twisted  curves  and  surfaces,  3  ((irst  semester);  Quaternions. 
3  (second  semester)  :  Seminalr  in  groups,  2.  —  X  :  Projective  geomelry,  2. 
Yale  University  (New  Haven,  Conn.).  —  Professor  Beebe  :  Celestial 
mechanics,  2.  —  Professor  J.  Pierpont  :  Elliplic  funclions,  2:  Funclions  of 
a  real  variable,  2;  Funclions  of  a  coroplex  variable,  2:  Analyiic  geomelry, 
2;  Theory  of  aggregates,  1.  —  Professor  P.  F.  Smith:  Continuons  groups 
of  transformations,  2.  —  Professor  H.  E  Hawkes  :  Algebra,  2;  Advanced 
algebra,  2;  Teachers  course  in  geomelry,  2;  Differential  équations,  1.  — 
Dr.  W.  A.  Granville:  Diflcrenlial  geomelry,  1.  —  Dr.  E.  B.  Wilson  •  Ad- 
vanced calculus,  2  ;  Analytic  mechanics,  2  ;  Theoretical  mechanics,  2  ;  Dr.  C. 
M.  Mason  :  Partial  differential  équations,  2:  Functional  équations,  1.  —  Dr. 
D.  R.  CuRTiss  :  Harmonies  analysis,  2  ;  Taylor's  séries  and  analyiic  conti- 
nuation. 1.  —  By  Mr.  Taylor  :  Scienlilic  coniputation.  1. 
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Encyclopédie  des  Sciences  mathématiqaes  pares  et  appliquées.  Publiée 

sous  les  auspices  des  Académies  des  Sciences  de  Gôttingue,  de  Leipzig, 
de  Munich  et  de  Vienne  avec  la  collaboration  de  nombreux  snvants.  Editiou 
française  rédigée  et  publiés  d'après  Tédilion  allemande  sous  la  direction  de 
Jules  MoLK,  professeur  à  l'Université  de  Nancy.  ïome  I,  premier  volume  : 
Arithmétique.  Fasc.  1,  160  p.,  prix  :  5  fr.;  Gauthier- Viliars,  Paris;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig. 

h'Encyklopàdie  der  mathemaiischen  Wissenschaflen^  dont  nous  avons  an- 
noncé le  plan  général  en  son  temps  a  été  fort  bien  accueillie  des  mathémati- 
ciens et  n'a  pas  lardé  à  leur  rendre  de  précieux  services.  Avec  le  développe- 
ment considérable  qu'ont  pris  les  sciences  mathématiques  au  cours  du  XIX"^*^ 
siècle,  il  devenait  en  effet  indispensable  d'avoir  un  exposé  à  la  fois  simple  et 
concis,  mais  aussi  complet  que  possible,  des  résultats  acquis  dans  les  dif- 
férentes branches  de  la  science  mathématique.  C'est  ce  qui  explique  le  succès 
de  V Encyclopàdie  et  la  nécessité  d'en  publier  une  édition  française. 

Cette  édition  ne  sera  pas  une  simple  traduction,  mais  elle  sera  le  résultat 
d'une  véritable  collaboration  entre  les  auteurs  des  articles  allemands  et  ceux 
du  texte  français.  Elle  sera  publiée  sous  la  direction  de  M.  Jules  Molk,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Nancy. 

L'édition  française  est  divisée  en  sept  Tomes,  comprenant  chacun  trois  ou* 
quatre  volumes  gr.  in-S®  qui  paraissent  par  livraison.  Ces  sept  Tomes  se  ré- 
partissent comme  suit  : 

Mathématiques  pures  : 

Tome   I.  Algèbre,   rédigé   diins  lédition  allemande  sous  la    direction  de 
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M.   \V.    Fr.    Meyer   (Kônigsbergi:  rédaction  française  sous  la  direction  de 
M.  J.  Molk. 

Tome  II.  ANALYSE.  Rédaction  allemande  :  H.  Burkhardt  < Zurich i:  K^d. 
franc.:  J.  Moik. 

Tome  III.  GéoMÉTKiE.  W.  Fr.  Mever  et  J.  Molk. 

Mathématiques  appliquées. 

Tome  IV.  Méca^cique.  Rédaction  allemande  :  F.  Klein  (G<Mtin|çue|  et 
C.-H.  Mùller  (Gôttin^ei;  rédaction  française:  F.  Appell  iParis)  et  J.  Molk. 

Tome  V.  Physique.  Rédaction  allem.  :  A.  Sommcrfeld  lAix-la-Chapellei; 
rédaction  française  :  ...  et  J.  Molk. 

Tome  VI.  Première  partie  :  Géodésie  et  Géophtsique.  Réd.  allemande  : 
Furtwângler  (Potsdamj  et  ^Vîeckert  (Gôltingue):  réd.  franc.  :  Lallemand 
(Paris)  et  J.  Molk.  —  Seconde  partie  :  Astro!<(Omie.  Réd.  allemande  :  Schwarz- 
schild  (Gôltiogne);  réd.  franc.  :  Andoyer  (Paris)  et  Molk. 

Tome  VII.  Questions  d'ordre  historique,  philosophique  ou  didactique  (ce 
tome  est  encore  à  l'étal  de  projet |. 

Le  tome  I,  intitulé  Algèbre,  comprend  quatre  volumes  :  1.  Arithmétique; 
2,  Algèbre;  3.  Théorie  des  nombres;  %.  Calcul  des  probabilités,  théorie  des 
erreurs,  applications  diverses. 

Le  premier  fascicule  du  premier  volume  a  paru.  Il  comprend  :  les  prîn> 
cipes  fondamentaux  de  l'arithmétique,  exposés  d'après  l'article  allemand  de 
M.  Schubert  (Hambourg),  par  MM.  J  Tannery  et  J.  Molk;  l'analyse  combi- 
notoire  et  la  théorie  des  déterminants,  exposés  d  après  le  texte  allemand  de 
M.  Netto  (Giessen),  par  M.  Vogt  (Nancy):  la  première  partie  de  l'article  sur 
les  nombres  irrationnels  et  les  limites,  exposé  par  M.  Molk,  d'après  le  texte 
allemand  de  M.  Pringsheim. 

La  plupart  des  articles  du  Tome  I  sont  en  préparation  ou  sous  presse,  et 
les  quatre  volumes  paraîtront  simultanément. 

Il  s'agit,  comme  on  le  voit,  d'une  œuvre  considérable  qui  exige  le  con- 
cours d'un  grand  nombre  de  savants  et  qui,  en  raison  même  de  son  but,  a 
sa  place  marquée  dans  toutes  les  bibliothèques  scientifiques. 

H.  Fkhr. 

VV.  M.  Baker  et  A.  A.  Bourse.  —  Elementary  Algebra,  wîth  7000  Exain- 
pies.  The  work  is  published  in  the  following  forms  :  Complète,  with  or 
without  Answers.  54^  pages.  4s.  6d.  —  Part  I.  To  Quadratic  Equations. 
Second  Edition,  revised.  276  pages,  2s.  6d.;  Or.  with  Answers,  328  pages. 
3s.;  Part  IL  Including  Logarithms  (four-figure  tables),  Binomial  Thoo- 
rem,  Exponential  and  Logarithroic  Séries,  Inlerest,  Uiideterniined  Coefli- 
cients  and  Partial  Fractions,  etc.,  wilh  or  without  An<«wers,  216  pages. 
2s.  6d.  —  Teacher's  Edition.  In  this  Edition  the  Answers  to  each  set  of 
Examples  are  printed  opposite  each  set  of  Examples  on  interleaved  pages. 
In  Two  Parts,  net  each,  5s.;  Answers  to  the  Examples,  76  pages,  net  Is.  — 
George  Bell  and  Sons,  London,  1905. 

Voici  un  excellent  manuel  qui  rendra  grand  servire  à  tous  ceux  qui  sont 
chargés  d'enseigner  l'Algèbre  élémentaire.  Il  renferme,  sous  une  forme  très 
concise  et  claire,  l'exposé  des  éléments  d'.\lgèbre  depuis  les  premières  no- 
tions sur  les  opérations  jusqu'aux  progressions,  logarithmes  et  annuités.  La 
place  accordée  aux  méthodes  graphiques  et  le  choix  remarquablement  varié 
des  applications  montrent  que  les  auteurs  ont  su  adapter  leur  ouvrage  aux 
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besoins  actuels  de  la  science  et  de  la  vie  économique.  Les  7000  exercices  et 
problèmes  contenus  dans  ce  volume  ont  aussi  été  publiés  à  part,  sous  le  titre  : 
Examples  in  Algebra. 

Francesco  Brioschi.  —  Opère  Matematiche,  publicate  per  Cura  del  Comi- 
talo  per  le  Onoranze  a  Fr.  Brioschi.  Tomo  Terzo.  1  vol.  gr.  în-4o,  x  — 
435  p.  Prix  :  25  L.,  Ulr.  Hœpli,  Milan. 

Nous  avons  signalé,  dès  le  début,  la  publication  des  OEuvres  de  Brioschi. 
Ce  troisième  volume  renferme  55  mémoires  (>•«•  XC  à  CXLIV).  Ils  sont 
consacrés,  pour  la  plupart,  à  la  théorie  des  formes,  aux  fonctions  elliptiques 
et  aux  équations  différentielles  ;  mais  on  y  trouve  aussi  quelques  notices  nécro- 
logiques des  contemporains  de  Brioschi.  Ces  travaux  ont  été  publiés  dans 
divers  périodiques  italiens,  notamment  dans  les  Annali  di  Matematica,  les 
Atti  et  les  Rendiconti  delV  I.  R.  Istituo  Lombardo  et  les  Atti  délia  R.  Acca- 
demia  dei  Lincei. 

Ce  volume  a  été  préparé  par  les  géomètres  qui  se  sont  chargés  des  deux 
premiers  volumes  et  dont  il  convient  de  rappeler  les  noms  :  MM.  Bianchi 
(Pise).  Capelli  (Naples),  Cerruti  (Rome),  Gerbaldi  (Palerme),  Loria  (Gènes), 
Pascal  (Pavie).  Vittarelli  (Home),  Tonelli  (Rome).  Grâce  au  concours  de  ces 
savants  et  aux  soins  de  l'éditeur,  cette  belle  publication  sera  bien  accueillie 
non  seulement  en  Italie,  mais  dans  tous  les  pays  où  se  cultivent  les  sciences 
mathématiques.  H.  F. 

F.  Chômé.  -  Cours  de  Géométrie  descriptive.  T.  I.  1898.  1  vol.  grand  in-i» 

de  160  pages  avec  atlas  de  37  planches.  Prix  :  10  fr. —  T.  II,  1899,  1  vol. 
gr.  in-4o  de  340  pages  avec  atlas  de  48  planches.  Prix  :  15  fr.  —  Plans 
cotés.  1904.  (1  vol.  gr  in  4o  de  172  pages  avee  atlas  de  36  planches.  Prix: 
10  fr.  Gauthier  Villars,  Paris;  A.  Castaigne,  Bruxelles. 

Ces  trois  volumes  constituent  le  cours  complet  professé  à  l'Ecole  militaire 
de  Belgique  par  M.  F.  Chômé,  et,  sous  peine  de  paraître  bien  tardivement 
renseignés,  nous  devrions  parler  seulement  de  la  dernière  partie  relative  à 
la  géométrie  cotée,  les  précédentes  ayant  été  publiées  il  y  a  six  ou  sept  ans. 

Ce  serait  cependant  méconnaître  l'unité  de  l'œuvre.  Les  mêmes  qualités 
s'y  retrouvent  d'un  bout  à  l'autre  et  comme  l'étude  de  la  géométrie  à  un 
seul  plan  de  projection  n'est  guère  faite  sans  celle  de  la  géométrie  à  deux 
plans,  il  est  bon  de  signaler  aux  futurs  étudiants  de  ces  deux  sciences  qu'ils 
pourront  sans  aucun  mal  passer  de  l'une  à  l'autre  en  suivant  l'esprit  et  les 
méthodes  de  l'excellent  professeur  belge. 

Voyons  d'abord  rapidement  la  science  de  Monge  proprement  dite. 

L'auteur  a  le  grand  mérite  de  chercher  d'abord  à  guider  les  yeux.  Tout  ce 
qui  pourra  faciliter  la  compréhension  rapide  des  épures  sera  bienvenu.  On 
ne  craindra  pas  de  charger  celles-ci  de  notations  quitte  à  sacrifier  un  peu  le 
côté  esthétique  du  dessin.  Et,  eu  effet,  cela  guidera  le  débutant  qui  ne  fait 
pas,  en  général,  des  épures  bien  propres  et  ensuite,  quand  il  sera  plus 
habile,  il  ne  sera  jamais  forcé  d'écrire  toutes  les  indications  du  début;  il  se 
contentera  d'y  penser  et  fera  des  dessins  pas  plus  chargés  que  d'autres  tout 
en  ayant  appris  à  les  faire  sans  inutiles  efforts  d'attention.  Ainsi  un  point, 
un  plan  vertical  étant  désignés  par  une  lettre,  on  désignera  la  projection 
horizontale  de  ce  point,' la  trace  horizontale  de  ce  plan  par  la  même  lettre 
affectée  de  l'indice  h.  Dans  le  cas  de  projections  verticales  on  emploiera  de 
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même  l'indice  v.  Cela  n'est  pas  précisément  de  Tesprit  nouveau,  car  Olivier 
faisait  quelque  chose  d'analogue,  il  est  bon  cependant  de  noter  que  de  telles 
traditions  sont  conservées.  Mais  où  ce  livre  ne  se  montre  pas  ami  des  inuti- 
lités, c'est  quand  il  combat  l'emploi  de  la  ligne  de  terre  déjà  condamnée  par 
des  géomètres  aussi  éminents  que  le  colonel  Mannheim. 

La  direction  de  cette  ligne  importe  seule  et  autrement  n'influe  en  rien  sur 
les  projections  du  corps  à  représenter.  Sous  les  yeux  des  élèves  elle  semble 
être  une  incitation  perpétuelle  à  faire  par  exemple  une  foule  de  reports  de 
hauteurs  pour  changer  de  plan  à  tort  et  à  travers. 

La  notation  de  M.  Chômé  la  rendrait  d'ailleurs  plus  superflue  s'il  le  fallait. 

L'esprit  de  l'auteur  apparaît  encore  nettement  dans  la  question  peu  diffi- 
cile mais  parfois  bien  encombrante  de  la  recherche  des  sections  planes 
d'un  polyèdre  ou  des  intersections  de  deux  polyèdres.  On  fera  d'abord  un 
tableau  rectangulaire  comprenant  autant  de  lignes  et  autant  de  colonnes  que  le 
premier  et  le  second  polyèdre  possèdent  respectivement  de  faces.  A  chaque 
case  du  tableau  correspond  ainsi  l'intersection  de  deux  faces  et  Ton  inscrira 
dans  chacune  tous  les  points  relatifs  à  l'intersection  élémentaire  considérée. 
La  confusion  est  d'ailleurs  impossible  et,  au  surplus,  on  ne  s'interdira  jamais 
de  faire  appel  à  l'intuition  pour  laisser  tout  d'abord  de  côté  les  parties  inu- 
tiles des  intersections. 

De  même  les  notations  de  M.  Chômé  rendent  très  simples  les  questions 
de  changements  de  plans  de  projection.  Du  système  primitif  des  plans  H  et 
V  oo  passera  par  exemple  à  un  système  formé  d'un  nouveau  plan  vertical 
(système  HV)  et  tous  les  éléments  projetés  sur  le  nouveau  mur  seront  af- 
fectés de  l'indice  V.  On  passe  de  là  aux  systèmes  H'V,  H'V",  H"V",... 
toujours  avec  des  conventions  analogues. 

Nous  revenons  sur  l'importante  question  des  notations  au  début  du  livre 
H.  Ainsi  A  désigne  un  point,  a  une  droite,  \a  le  plan  passant  par  la  droite 
et  le  point  précédents,  etc. 

Toutes  ces  conventions  ont  l'avantage,  non  seulement  de  parler  aux  yeux 
sur  les  épures,  mais  encore  de  simplifier  considérablement  l'exposition. 

La  géométrie  analytique  est  parfois  mise  aussi  à  contribution  et  la  notion 
de  limite  joue  un  rôle  important.  Les  asymptotes  des  courbes  planes  sont 
immédiatement  considérées  comme  des  tangentes  limites.  Quelques  pages, 
bien  remarquables,  sont  consacrées  à  l'élude  d^un  point  d'une  courbe  gauche. 
Ou  sait  combien  cette  question  est  délicate  puisque  des  irrégularités  de  la 
courbe  gauche  peuvent  parfaitement  disparaître  en  les  projetant  d'une  cer- 
taine manière,  tandis  qu'au  contraire  des  irrégularités  existent  souvent  en 
projection  bien  qu'il  n'y  en  ait  pas  dans  l'espace.  M.  Chômé  fait  une  discus- 
sion complète  qui  se  résume  en  un  tableau.  En  tête  de  ce  dei*nier  il  désigne 
le  point  examiné  dans  l'espace,  à  gauche  il  indique,  en  une  colonne  spéciale, 
la  manière  dont  on  projette  et  dans  toutes  les  cases  le  résultat  obtenu  pour 
la  projection.  La  construction  pratique  des  courbes  planes  est  étudiée  en 
détail  et,  comme  étude  très  élégante  et  très  complète  aussi,  nous  pouvons  in- 
diquer celle  du  contour  apparent  d'une  surface.  Signalons  ce  théorème  que 
la  projection  d'un  contour  apparent  peut  toujours  être  considéré  comme 
l'enveloppe  des  projections  de  sections  faites  dans  la  surface,  théorème 
connu,  sans  doute,  mais  dont  on  ne  tire  pas  toujours  tout  ce  qu'il  peut  don> 
ner,  11  établit  notamment  un  lien  remarquable  entre  la  théorie  des  enve- 
loppes des  courbes  planes  considérées  dans  le  plan  et  la  géométrie  dans 
l'espace. 

L'Enseignement  mathém.,  7*  année  ;  1905.  22 
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Plus  loin  signalons  l'étude  des  surfaces  de  révolution  et  particulièrement 
celle  de  la  surface  réglée  (hyperboloïde  à  une  nappe),  la  loi  de  distribution 
des  plans  tangents  le  long  d'une  génératrice  et  son  interprétation  géomé- 
trique au  moyen  d'un  point  représentatif. 

Les  surfaces  développables  et  leur  développement  effectif  sont  précédés  de 
l'étude  des  polyèdres  développables,  polyèdres  limités  par  des  plans  dont 
les  équations  se  déduisent  d'une  seule 

zzniix  -\-  y  y  (a)  -f-  c  ^  («) 
lorsqu'on  donne  à  a  une  série  de  valeurs  en  nombre  lini,  les  surfaces  déve- 
loppables de  la  géométrie  infinitésimale  apparaissent  alors  comme  cas  limite 
du  précédent.  M.  Chômé  étudie  aussi  très  soigneusement  la  relation  qui 
existe  entre  la  courbure  d'une  courbe  cylindrique  ou  conique  et  la  courbure 
de  son  développement  plan.  Le  second  volume  se  termine  par  des  appen- 
dices sur  la  géométrographie  de  M.  E.  Lemoine,  sur  le  rapport  anharmo- 
nigue  et  les  propriétés  projectives  des  figures,  sur  les  foyers  des  coniques; 
il  est  enrichi  de  nombreux  exercices  toujours  soigneusement  choisis  et 
placés  de  telle  sorte  que  l'élève  puisse  les  résoudre  après  lecture  conscien- 
cieuse du  texte.  Passons  maintenant  à  l'ouvrage  récent  relatif  aux  plans 
cotés.  L'esprit  de  l'auteur  n'y  est  pas  changé  et  le  but  pratique  apparaît 
d'autant  plus  nettement  qu'il  s'agit  d'un  cours  d'école  militaire  et  que  tous 
les  travaux  relatifs  aux  opérations  topographiques,  aux  fortifications,  etc.. 
qui  incombent  aux  officiers  sont  plus  souvent  traités  en  plans  cotés  qu'en 
épures  géométrales  proprement  dites.  Le  dernier  volume  commence  d'ail- 
leurs très  généralement  par  des  considérations  de  transformations  géo- 
métriques. Dessin  géométral,  géométrie  cotée,  plans,  triangulations  géodé- 
siques,  cartes,  tout  cela  rentre  dans  le  vaste  problème  de  la  représentation 
plane  de  figures  qui  ne  le  sont  pas.  Nous  voyons  alors  comment  il  faut  par- 
ticulariser ce  vaste  énoncé  et  quelles  sont  les  façons  les  plus  judicieuses  de 
le  faire  suivant  le  but  poursuivi.  En  commençant  nous  trouvons  des  pages 
de  grand  intérêt  sur  les  surfaces  de  niveau  et  les  lignes  de  niveau  de  sur- 
faces données.  Les  lignes  de  pente  sont  les  trajectoires  orthogonales  de  ces 
dernières,  ce  qui  donne  lieu  à  des  théories  analytiques  qui  n*ont  pas  été  né- 
gligées. A  signaler  aussi  l'étude  de  la  surface  d'égale  pente  et  notamment 
de  l'hélicoïde  développablc  dont  l'arête  de  rebroussement  est  une  hélice  cir- 
culaire. Par  suite  nous  sommes  déjà  à  même  d'étudier  les  talus,  les  rampes 
et  leurs  raccords. 

Insistons  un  peu  sur  les  surfaces  topographiques.  Elles  sont  représentées  par 
des  sections  horizontales  dont  les  cotes  sont  connues.  Pour  une  cote  donnée 
la  ligne  de  niveau  correspondante  représente  ce  qui  resterait  du  terrain  s'il 
était  submergé  jusqu'à  la  cote  en  question.  Les  fondateurs  de  la  géométrie 
cotée  et  notamment  Noizet,  dans  l'impossibilité  où  l'on  est  de  traiter  les 
surfaces  topographiques  comme  des  surfaces  géométriques,  essayèrent  ce- 
pendant de  substituer  des  surfaces  géométriques  aux  portions  de  surfaces 
topographiques  comprises  entre  ces  deux  lignes  de  niveau  consécutives. 
M.  Chômé  se  sépare  de  ce  système  par  une  convention  qui  consiste  simple- 
ment à  admettre  que  les  lignes  de  niveau  seront  toujours  tracées  en  nombre 
suffisant  pour  qu'on  imagine  à  vue  toute  ligne  intercalaire  et  il  va  de  soi  en 
effet  que  la  conception  de  Noizet  n'est  ni  plus  ni  moins  arbitraire  puis- 
qu'elle introduit  aussi  une  apparence  de  régularité  géométrique  et  de  ri- 
gueur sur  lesquelles  on  aurait  bien  tort  de  s'appuyer  hors  des  cas  où  1  al- 
lure générale  des   lignes  de  niveau   ne  fait  pas  soupçonner  d'intempestives 
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irrégularités.  Le  volume  se  termine  par  l'étude  des  tableaux  graphiques  et 
de  leurs  anamorphoses,  c'est-à-dire  des  transformées  de  certains  tableaux 
en  d'autres  dont  les  lignes  élémentaires  sont  d'un  tracé  plus  avantageux  ou 
plus  commode.  A  certains  abaques  formés  de  courbes  on  peut  ainsi  en 
substituer  d'autres  formés  de  droites. 

D'excellents  exercices  ont  été  choisis  par  M.  Chômé  et  l'Ouvrage  complet 
peut  conduire,  avec  une  peine  relativement  minime,  à  une  connaissance  ap- 
profondie des  sujets  traités  ;  utile  aux  praticiens  il  ne  le  sera  pas  moins  aux 
élèves  faisant  des  études  théoriques,  car  le  côté  pratique  leur  rappellera  sans 
cesse  que  la  géométrie  descriptive  n'est  pas  uniquement  un  jeu  de  patience. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

G.  CoMBEBiAc.  —  Galcal  des  Triqaaternions,  nouvelle  analyse  géométrique. 

Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  1  vol.  in-^^  122  pag. 
Gauthier- Villars,  Paris. 

L'auteur  s'est  proposé  d'établir  un  système  d  analyse  ou  calcul  géomé- 
trique se  passant  de  tout  système  de  référence,  condition  qui  n'est  pas  réa- 
lisée dans  le  calcul  des  Quaternions,  car  l'emploi  de  celui-ci  nécessite 
Tadoption  d'une  origine.  Le  calcul  développé  dans  le  Mémoire  de  M.  Com- 
bebiac  met  en  jeu  trois  catégories  de  «  quantités  »  qui  se  différencient  par 
les  êtres  géométriques  qu'elles  représentent  et  par  les  propriétés  qu'elles 
affectent  dans  le  calcul  lui-même. 

Les  quantités  formant  l'une  des  catégories  sont  simplement  les  nombres 
de  l'analyse  ordinaire,  positifs,  négatifs  et  imaginaires,  et  les  opérations 
auxquelles  elles  sont  soumises  ne  donnent  lieu  à  aucune  règle  spéciale;  les 
quantités  d'une  autre  catégorie  représentent  les  plans  (pourvus  de  coeffi- 
cients numériques);  eniin  les  quantités  d'une  autre  catégorie  représentent, 
sous  la  dénomination  d' éléments  linéaires,  des  êtres  géométriques  qui  com- 
prennent les  points  (affectés  de  coefficients  numériques  ou  masses)  et  les 
droites  (affectées  également  de  coefficients  numériques  ou  longueurs).  Un 
iviquaternion  est  la  somme  de  trois  quantités  appartenant  respectivement  à 
ces  trois  catégories,  cette  somme  étant  d'ailleurs  irréductible  :  on  pose  donc, 
r  étant  un  triquaternion  quelconque, 

r  =  il'  -I-  /  -I-  />  =  Gr  +  Lr  +  Pr. 

Gr,  Lr,  Pr  désignant  respectivement  la  partie  numérique  ii»  (ou  scalaire), 
la  partie  linéaire  (c'est-à-dire  Vêlement  linéaire)  l  et  la  partie  planaire  p  du 
triquaternion. 

Les  opérations  fondamentales  du  calcul  sont  Vaddition  et  la  multiplica- 
tion. 

Les  quantités  appartenant  à  des  catégories  différentes  ne  se  combinent 
pas  par  l'addition.  Les  règles  de  cette  opération  sont  les  mêmes  que  dans 
l'analyse  numérique.  Son  interprétation  géométrique  est  d'ailleurs  simple 
La  somme  de  points  (pourvus  de  masses)  a  pour  résultat  un  point  situé  au 
centre  de  gravité  du  système  et  pourvu  d'une  somme  égale  à  la  totalité  des 
masses;  il  en  résulte  que  la  différence  de  deux  points  de  masses  égales  à 
Tunité  est  le  vecteur  allant  du  premier  au  second.  L'addition  des  droites 
^dirigées  et  pourvues  d'une  longueur)  correspond  à  la  composition  des 
forces  ;  le  résultat  est  généralement  un  complexe  linéaire  et  peut  se  dé- 
composer en  une  droite  et  un  vecteur,  décomposition  qui  représente  l'équi- 
valence entre  un  système  de  forces  non-courantes  et  l'ensemble  formé  par 
une  force  (résultante  du  système)  et  un  couple.  On  voit  qu'un  vecteur  équi- 
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vaut  iudifiëremtnent  à  un  couple  (droite  rejelée  à  rinfini)  ou  à  un  point  (re- 
jeté à  l'infini),  et  c'est  cette  circonstance  qui  engendre  la  combinaison  par 
addition  des  points  et  des  droites  pour  constituer  les  quantités  appelées  par 
l'auteur  éléments  linéaires.  Enfin,  deux  plans  (pourvu  de  coefficients  numé- 
riques) s'additionnent  pour  en  donner  un  troisième  qui  passe  par  l'intersec- 
tion des  deux  premiers  et  dont  la  direction  et  le  coefficient  sont  obtenus  au 
moyen  de  l'addition  géométrique  de  deux  vecteurs  respectivement  perpendi- 
culaires aux  deux  plans  et  dont  les  longueurs  sont  données  par  les  coeffi- 
cients. 

Les  règles  de  la  multiplication  sont  les  mêmes  que  dans  l'Analyse  numé- 
rique en  ce  qui  concerne  la  multiplication  des  scalaires  entre  eux  et  avec  les 
quantités  des  deux  autres  catégories;  la  multiplication  d'une  de  ces  der- 
nières par  un  scalaire  a  simplement  pour  effet  de  multiplier  par  ce  scalaire 
son  coefficient  numérique  (masse,  longueur).  La  multiplication  de  deux  quan- 
tités appartenant  aux  deux  dernières  catégories  jouit  de  la  même  propriété 
que  la  multiplication  numérique  par  rapport  à  l'addition,  mais  elle  n'est  gé- 
néralement pas  commutative,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  pas  intervertir  Tordre 
des  facteurs.  Le  produit  est  un  triquaternion  composé  de  ses  trois  parties, 
et  les  règles  à  appliquer  dans  le  calcul,  en  plus  des  règles  habituelles,  sont 
exprimées  par  les  formules  suivantes,  qui  constituent  proprement  les  règles 
du  calcul, 

G  (IV I  =  G  (IH),  L  (IV)  =  L  —  (l"l),  P  (IV j  =  P  (VI). 

G  dp)  =0,  L  dp)  =  L  (pi).  P  dp)  =  —  P  />/>, 

G  (pp^)  =  G  fp'p).         L  (pp')  =  -  L  (/pj,  P  (p/)  =  0. 

(/  et  V  désignent  des  éléments  linéaires;  p  ei p'  des  plans). 

Les  interprétations  géométriques  auxquelles  donne  lieu  la  multiplication 
des  quaternions  sont  simples  et  correspondent  aux  éléments  les  plus  usuels 
des  figures  ;  nous  citerons  les  suivantes  : 

G  (dcV),    cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  ; 

G  (pp'j  »  »  plans  ; 

L  (mm'),  vecteur  de  m'  vers  m  ; 

L  (md),  vecteur  perpendiculaire  au  plan  contenant  le  point  m  et  la 
droite  d ; 

L  fm/^y,* perpendiculaire  menée  par  m  au  plan  p; 

L  (pp'j,  droite  d'intersection  des  plans  p  et  p'; 
(m  et  m'  représentent  des  points;  tous  les  coefficients  numériques  ou  ten- 
seurs sont  supposés  égaux  à  l'unité). 

On  conçoit  que  les  propriétés  géométriques  trouvent  dans  une  telle  Ana- 
lyse une  expression  et  des  moyens  d'investigation  incomparablement  plus 
simples  et  plus  directs  que  dans  les  procédés  de  la  géométrie  analytique. 
L'étude  du  mouvement  d'un  solide,  la  théorie  des  complexes  linéaires, 
enfin  celle  des  surfaces  du  second  ordre  fournissent  à  l'auteur  l'occasion  de 
développements  élégants  où  se  manifestent  toute  la  souplesse  et  l'efficacité 
du  nouveau  calcul. 

Ajoutons  que  le  calcul  des  triquaternions  se  rattache,  par  sa  genèse  et 
par  le  mode  d'exposition  adopté,  à  la  théorie  des  groupes  de  transformations 
et  à  celle  des  systèmes  numériques  complexes. 

L'auteur  mérite  les  plus  vifs  compliments  pour  son  ingénieuse  analyse  et 
pour  la  méthode  d'exposition.  Prof.  G.  Alasia  (Tempio). 
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E.-A.  FouËT.  —  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions  analjrti- 

ques  (Deuxième  partie).  1  vol.  gr.  in-8o,  300  pages.   Prix  :  7  fr.  Gauthier- 

Villars.  Paris,  1904. 

L'ouvrage  de  M.  A.  Fouet  sera  hautement  apprécié  par  toutes  le»  per- 
sonnes désirant  se  mettre  au  courant  des  conceptions  modernes  de  la  théo- 
rie des  fonctions.  C'est  un  résumé  admirablement  bien  conçu  de  résultats 
touffus  et  dispersés  et  ce  n'est  cependant  pas  une  compilation,  tant  l'auteur 
a  mis  de  science  à  présenter  simplement  les  résultats  originaux  dûs  aux 
analystes  modernes  sans  leur  enlever  jamais  leur  beauté  originale. 

La  Première  partie  a  déjà  été  analysée  dans  cette  Revue  (5°>"  année t 
p.  368).  Dans  cette  seconde  partie  l'auteur  commence  par  étudier  la  façon 
dont  naissent  pratiquement  les  fonctions  analytiques,  point  de  vue  qui  est 
précisément  celui  qui  a  fait  attacher  tant  d'importance  à  ces  fonctions.  Les 
premières  fonctions  implicites  considérées,  les  fonctions  définies  par  des 
équations  différentielles  et  même,  dans  des  cas  étendus,  les  fonctions  défi- 
nies par  les  équations  aux  dérivées  partielles  sont  analytiques. 

Voici  les  méthodes  de  Weierstrass,  le  si  fécond  calcul  aux  limites  de 
Cauchy,  bien  simple  dans  son  principe  même  si  l'exposition  semble  parfois 
un  peu  longue  et  rebutante  aux  débutants,  puisqu'il  repose  sur  la  formation 
de  séries  acceptables  d'abord  au  point  de  vue  formel  comme  vérifiant  les 
équations  considérées,  séries  dont  la  convergence  est  vérifiée  ensuite  en  les 
comparant  à  des  séries  majorantes  fort  simples.  La  question  des  irrégula- 
rités des  intégrales  nous  apparaît  ensuite  avec  toute  la  rigueur  due  à 
M.  Painlevé  et  nous  rencontrons  les  types  d'équations  signalés  par  l'éminent 
géomètre  comme  admettant  des  irrégularités  fixes  ou  mobiles  données. 

Pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  il  faut  particulièrement  distin- 
guer  des  procédés  de  Cauchy  ceux  de  Dirichlet,  Schwarz.  Neumann,  etc., 
qui  ont  pour  but  de  trouver  directement  une  intégrale  de  l'équation  prenant 
des  valeurs  données  sur  une  certaine  ligne  du  plan  réel,  ce  qui  est  d'une  im- 
portance immense  en  Physique  mathématique. 

M.  Fouet  consacre  ensuite  quelques  pages  aux  fonctions  définies  par  des 
propriétés  fonctionnelles  et  rappelle  notamment  des  points  historiquement 
très  intéressants. 

D'ailleurs  c'est  bien  à  la  suite  de  la  considération  de  fonctions  aussi  sim- 
ples que  les  fonctions  circulaires  qu'on  a  recherché  des  fonctions  double- 
ment périodiques,  automorphes.  etc.. 

La  fin  de  l'ouvrage  est  maintenant  consacrée  aux  fonctions  analytiques 
étudiées  sous  les  trois  aspects  différents  d'où  les  envisagèrent  Cauchy, 
Weierstrass  et  Riemann. 

Pour  Cauchy  une  fonction  analytique  était  surtout  une  fonction  conservant 
son  sens,  ses  propriétés  et  notamment  'sa  dérivabilité  quand  la  variable 
d'abord  réelle  devenait  imaginaire.  On  prouve  alors  que  de  telles  fonctions 
sont  développables  en  séries  entières,  propriété  considérée  au  contraire 
comme  primordiale  par  Weierstrass.  Riemann  s'appuie  surtout  sur  le  fait 
qu'une  fonction  de  variable  complexe  se  scinde  toujours  en  deux  parties  sa- 
tisfaisant séparément  à  l'équation  de  Laplace.  Ce  sont  ces  trois  points  de 
vue  que  M.  Fouet  développe  de  façon  extrêmement  complète  et  documentée. 
Signalons  surtout  la  série  de  Laurent  et  celle  de  Mittag-Lefiler  dont  il  a 
été  déjà  question  précédemment  et  les  différents  aspects  sous  lesquels  on 
peut  envisager  la  notion  de  résidu,  la  décomposition  en  facteurs  primaires 
d'après  Weierstrass.  Quant  aux  procédés  de  Riemann  on  sait  assez  le  rôle 
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qu'ils- ont  en  Mécanique,  en  Physique  et  en  Géométrie.  Ainsi- nous  trouvons 
en  terminant  des  chapitres  peut-être  un  peu  ciurts  mais  fort  intéressants  sur 
la  représentation  conforme,  les  surfaces  minima,  les  interprétations  hA^dro- 
dynamiques  et  électriques  de  conceptions  analytiques  qui  pourraient  cepen- 
dant être  considérées  comme  bien  plus  abstraites. 

En  résumé  l'ouvrage  de  M.  Fouet  n'est  pas,  comme  je  le  disais  en  cooimen- 
çant,  une  vulgaire  compilation,  c'est  un  résumé  précieux  fait  avec  une 
grande  science,  très  riche  au  point  de  vue  bibliographique.  Il  nous  montre 
rapidement  où  la  Science  est  arrivée  sans  nous  faire  jamais  perdre  de  vue 
l'ensemble  de  l'édifice.  A.  Buhl  (Montpellier). 

F.  Klein  u.  E.  Riecke.  — Neae  Beitrâge  zur  Frage  des  mathematUchen  u. 
physikalischen  UnterrichU  an  hôheren  Schulen.  Yortrage  gehalten  bci 

Gelegenheit  des  F'erienkurses  fur  Oberlehrer  dcr  Mathematik  und  Physik, 
Gôttingen,  Ostem,  1904.  Gesammelt  und  herausgegeben  von  E.  Klein  u. 
E.  Riecke.  ïeill.  Enthallend  Beitriige  dcr  Herren  O.  Behrendsen,  E.  Bose, 
E.  Gôttin^,  F.  Klein,  E.  Riecke,  J.  Stark,  K.  Schwarzschild. —  1  vol.  gr. 
in-8**  VIII  190  p.;  Mk.  3,60;  (se  vend  également  en  deux  fascicules  sépa- 
rés); B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1905. 

L'Université  de  Gôttingue  a  consacré  ses  cours  de  vacances  de  Pâques 
1904  aux  sciences  mathématiques  et  physiques.  Les  conférences  qui  ont  été 
faites  à  cette  occasion  viennent  d'être  réunie»»  et  publiées  par  MM.  Klein  et 
Riecke.  Nous  les  recommandons  vivement  à  l'attention  de  tous  ceux  qui  s'in- 
téressent aux  progrès  de  l'enseignement  mathématique.  Ils  trouveront,  dans 
une  première  partie  (p.  1  à  83),  les  conférences  de  M.  Klein  sur  une  trans- 
formation» conforme  aux  besoins  actuels,  de  l'enseignement  des  mathémati- 
ques dans  les  établissements  secondaires  supérieurs,  ainsi  que  divers  mé- 
moires de  MM.  Klein  et  Gôtting  se  rattachant  à  ce  même  objet,  si  savoir  : 
l'introduction  dans  cet  enseignement  de  quelques  notions  de  calcul  diffé- 
rentiel et  intégral.  Ces  idées  ont  déjà  été  signalées  à  plusieurs  reprises  dans 
cette  Revue  et  elles  ont  trouvé  de  chauds  défenseurs  dans  les  divers  pays. 
Dans  une  seconde  partie  (p.  83-190)  viennent  les  conférences  relatives  à  la 
Physique  et  à  l'Astronomie,  tandis  que  les  conférences  de  M.  Fr.  Schilling, 
sur  les  applications  de  la  Géométrie  descriptive,  font  l'objet  d'un  fascicule 
spécial  qui  sera  analysé  plus  bas.  H.  Fehr. 

Les  conférences  relatives  à  la  Physique  ont  été  faites  par  MM.  E.  Riecke, 
O.  Behrendsen,  J.  Stark,  E.  Bose  et  K.  Schwarzschild.  Le  premier  a  résumé 
les  nouvelles  théories  électriques,  la  radioactivité,  les  propriétés  du  radium. 
La  notion  des  ions  et  des  électrons  est  condensée  en  plusieurs  formules  qui 
laissent  dans  l'esprit  les  points  de  repère  nécessaires  à  la  compréhension 
des  idées  modernes. 

M.  Stark  traite  du  rôle  de  la  physique  à  l'école;  il  faut  développer  chez 
l'élève  la  pratique  de  l'induction  et  de  la  déduction,  et  ceci  exclusivement  au 
moyen  des  expériences.  Il  est  de  première  nécessité  que  les  appareils  soient 
simples  et  que  l'éclat  des  métaux,  la  complication  des  mécanismes,  l'abon- 
dance des  corrections  ne  cachent  pas  aux  élèves  la  loi  que  l'on  veut  justement 
mettre  au  jour. 

L'appareil  d'expérience  doit  être  démontable,  élémentaire  et  tout  différent 
des  instruments  que  la  technique  construit  actuellement.  Il  y  a  près  d'un 
siècle  et  demi,  l'abbé  Nollet,  dans  la  préface  de  son  livre  sur  l'art  des  expé- 
riences, donnait  un  conseil  analogue  :  «  Evitez,  —  disait-il,  —  dans  vos  opé- 
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rations,  un  appareil  superflu  toujours  dispendieux  et  souvent  capable  d'in- 
duire en  erreur  o.  Malheureusement  ni  les  conseils  de  Tabbé  Nollet,  ni  ceux 
du  professeur  Stark  ne  sont  suivis.  Seuls  les  g.'^nies  comme  Tyndall,  ce 
prince  des  expérimentateurs  ou  les  pédagogues  de  race  comme  Schiiffer  de 
Berlin.  Tauteur  de  la  Pkysica  pauperum,  savent  construire  ces  appareils  dont 
la  simplicité  convainc  les  plus  incrédules.  L'adresse  des  mains  est  la  pre- 
mière qualité  que  le  physicien  doit  acquérir;  aussi  le  professeur  Bose  re- 
commande-t-il  que  les  élèves  soient  entraînés  à  la  fabrication  et  à  la  mani- 
pulation des  instruments.  Le  laboratoire  possédera  ces  appareils  universels 
qui  permettent  d'exécuter  des  expériences  variées,  ainsi  la  machine  rotative 
avec  laquelle  on  montre  les  effets  de  la  force  centrifuge  ou  le  mélange  des 
couleurs,  réchauffement  dû  au  frottement  aussi  bien  que  la  naissance  des 
courants  dans  les  dynamos.  Une  entente  entre  les  fabricants  rendraient  les  plus 
grands  services,  s'ils  s'organisaient  pour  construire  des  pièces  inter-chau- 
geables,  de  façon  qu'une  expérience  ne  soit  pas  immobilisée  par  l'absence 
d'une  vis  convenable  ou  d'un  support  approprié.  Bien  mieux,  le  professeur 
Bose  préconise  la  fondation  d'un  institut  central  qui  aurait  pour  but  d'étu- 
dier, de  construire,  de  rassembler  les  appareils  scolaires  à  l'usage  des  la- 
boratoires. L'auteur  indique  une  série  d'instruments  qui  satisfont  ses  exi- 
gences et  qui  ont  été  construits  dans  les  ateliers  de  Gottingue. 

Il  semble  que  les  observations  astronomiques  nécessitent  des  appareils 
coûteux  et  compliqués,  à  moins  que  Ton  ne  se  borne  à  admirer  les  constel- 
lations ;  c'est  une  erreur  que  le  professeur  Schwarzschild  réfute  en  quelques 
pages  dans  lesquelles  il  développe  l'art  d'être  astronome  avec  des  moyens 
simples  (mit  elementarcn  Hûlfsmittel). 

La  détermination  du  lieu  géographique,  celle  de  l'heure,  exposées  à  l'usage 
des  jeunes  esprits  et  les  instruments  nécessaires  doivent  être  construits  par 
un  garçonnet  adroit  en  cartonnage  ou  en  menuiserie.  Le  développement  de 
ce  sujet  ardu  étonne  déjà  par  sa  simplicité,  mais  l'étonnement  devient  de 
rémerveillement  en  face  des  deux  petits  chefs-d'œuvre  qui  terminent  cette 
série  d'études  et  concernant  les  observations  astrophysiques. 

La  lecture  de  ces  conférences  que  nous  venons  de  résumer  trop  rapide- 
ment est  des  plus  captivantes  ;  à  chaque  page  on  rencontre  des  exemples 
pédagogiques  inédits  et  toute  personne  qui  pratique  l'art  difficile  d'enseigner 
trouvera  dans  cette  publication  des  modèles,  des  méthodes  et  des  encoura- 
gements de  première  valeur.  Alph.  Bernoud  (Genève). 

Fr.  Schilling.  —  Ueber  die  Ânwendaiigeii  der  darstellenden  Géométrie 

insbesondere  ûber  die  Photogrammetrie.  Vortriige  gehalten  bei  Gelegen- 
heit  des  Ferienkurses  fur  Oberlehrer  des  Mathematik  und  Physik,  Gôt- 
tingen,  Ostern,  1904.  Mit  151  Figuren  u.  5  Doppeltafeln.  —  1  vol.  cart. 
gr.  in-8o,  198  p.;  prix  :  Mk.  5;  B.  G.  Teubner,  Leipzig  u.  Berlin. 

Bien  que  la  Géométrie  descriptive  soit  née  des  applications,  on  ne  la  pré- 
sente souvent  que  par  son  côté  théorique  et  sous  une  forme  très  systéma- 
tique, sans  laisser  entrevoir  les  nombreux  et  importants  points  de  contact 
avec  les  sciences  appliquées.  Les  conférences  faites  par  M.  Schilling  aux 
cours  de  vacances  destinés  aux  maîtres  de  mathématiques  ont  précisément 
pour  but  de  mettre  en  lumière  un  certain  nombre  d'applications  fondamen- 
tales, et,  à  ce  litre,  elles  oflrent  un  grand  intérêt  pour  tous  ceux  qui  ensei- 
gnent la  géométrie  descriptive. 

L'auteur  passe  d'abord  en  revue  quelques  applications  dans  les  sciences 
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mécaniques,  physiques  et  astronomiques,  puis  dans  les  sciences  techniques. 
Il  envisage  la  géométrie  descriptive  non  seulement  au  point  de  vue  de  la 
représentation  des  objets  à  l'aide  des  méthodes  de  projection,  mais  il  fait 
entrer  aussi  les  représentations  graphiques  basées  sur  la  notion  des  coordon- 
nées et  les  calculs  graphiques. 

La  seconde  partie  du  volume  (p.  98  à  182)  est  consacrée  à  la  pkotogram- 
métrie  et  à  ses  applications.  C'est  là  une  branche  nouvelle  qui  n'a  guère  pé- 
nétré dans  l'enseignement.  Tous  ceux  qui  s'y  intéressent  trouveront  dans  ce 
volume  un  excellent  aperçu  des  principes  fondamentaux  et  leur  application 
aux  méthodes  récentes  pour  les  relevés  photogrammétriques. 

Ernest  Lebon.  —  Géométrie  descriptive  et  Géométrie  cotée.  Conforme  au 

programme  du  31  mai  1902  pour  l'enseignement  secondaire.  Classes  de 
mathématiques  A  et  B.  1  vol.  în-8<>,  175  p.  Prix  :  3  fr.  50;  Delalaia  frères, 
Paris,  1905. 

Ce  Volume  est  la  suite  de  celui  qui  a  été  publié  en  1903  pour  les  Classes 
de  Première  C  et  D,  et  dont  nous  avons  parlé  (mars  1904,  p.  158-159).  L'Au- 
teur s'est  astreint  à  suivre  l'ordre  des  programmes  en  traitant  les  questions 
qui  y  sont  énoncées  et  en  ajoutant  quelques  problèmes  qui  s'en  déduisent 
immédiatement;  tels  sont  certains  problèmes  sur  les  angles  et  les  construc- 
tions sur  les  ombres. 

Les  questions  relatives  à  la  Topographie  ont  été  amplement  développées; 
on  y  trouve  la  description  des  instruments  employés,  puis  les  méthodes  usi- 
tées pour  le  levé  des  plans  et  le  nK'ellement.  Nous  signalerons  en  outre  les 
chapitres  sur  la  représentation  des  surfaces  topographiques  par  les  courbes 
de  niveau  et  par  les  hachures,  ainsi  que  les  paragraphes  consacrés  aux  signes 
et  teintes  conventionnels  et  accompagnés  de  belles  gravures  dans  le  texte  et 
d'une  planche  en  chromolithographie.  Cet  ouvrage  est  rédigé  avec  le  soin 
méticuleux  qui  caractérise  les  publications  de  M.  Lebon,  notamment  son 
Traité  de  Géométrie  descriptive  et  son  Histoire  abrégée  de  l'Astronomie. 

H.  F. 

R.  DE  MoNTEssus  DE  Ballore.  —  LoB  fracUons  continaes  algébriques.  1  vol. 

de  85  p.  (Thèse  de  Doctorat),  in-4o,  Hermann,  Paris. 

La  représcntaition  des  fonctions  par  les  fractions  continues  pose  trois 
problèmes  très  difficiles  :  déterminer  les  réduites^  —  trouver  la  zone  de  con~ 
yergence  de  la  suite  des  réduites,  —  enfin  prouver  que  la  suite  représente 
bien  la  fonction. 

L  Le  premier  problème  se  présente  ainsi  : 

w 

Soit  fiz)  =2  V"  • 

0 

A  cette  fonction  analytique  correspond   un  double  tableau  de  polynômes 
de  degrés  n  et  p,        U      ,    V^    ,        définis  par  cette  condition  : 

f{z)  —  —-  1=  <Xi5  "h  fft^  "}-••• 
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Si  l'oQ  prend  une  suite  quelconque  : 

«1        "• 

et  si  l'on  a  :  ^t  -|-  Wt  <^  ^i  -|-  /'i  <C  /?!  -|-  Wt  <C  •••!  cette  suite  est  une  suite  de 
réduites  convenables.  Ce  théorème  a  fait  l'objet  de  la  Thèse  de  M.  Padé. 

M.  deMoDtessus,  avec  un  réel  talent  d'algébriste,  d'après  quelques  indica- 
tions dues  à  feu  Laguerre,  donne  le  développement  de  la  fonction  fiz)  définie 
par  l'équation  différentielle  : 

(«  5  -f  6)  (c  z  -h  rf)  f  =  (/?  5  -f  7)  /•  -h  n 

a,  h,  Cf  d,  p,  q  sont  des  constantes;  H  est  un  polynôme  en  z. 

Il  semble  que  ce  soit-là  un  développement  très  général. 

II.  L'auteur  étudie,  d'une  manière  générale,  avec  grand  soin,  la  conver- 
gence pour  des  suites  constituées  par  une  ligne  horizontale  du  tableau  à 
double  entrée  (!■'«  partie,  chap.  I**'),  pour  des  suites  constituées  par  une  co- 
ionne  verticale  (I»"®  partie,  chap.  II™*). 

Dans  certains  cas  ces  dernières  sont  préférables. 

La  II«n«  partie  contient  l'étude  générale  de  la  convergence  lorsque  les  po- 
lynômes U,  V  sont  liés  par  des  lois  de  récurrence  données,  ce  qui  amène  à 
étudier  une  série  compliquée.  Il  est  très  remarquable  que  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent,  dans  cette  série,  ait  pour  limite  la  racine  de  moindre 
module  d'une  équation  algébrique  (que  l'on  peut  former).  Ce  résultat  est 
fondé  sur  les  théorèmes  connus  relatifs  aux  singularités  des  fonctions  ana- 
lytiques. 

M.  de  Montessus  obtient  ainsi  certaines  courbes  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  z,  telles  que  les  fractions  continues  ne^convergent  certainement  pas 
en  tous  les  points  de  ces  courbes. 

C'est  un  résultat  extrêmement  important  et  M.  de  Montessus  a  certes  bien 
mérité  les  éloges  de  MM.  Appell.  Poincaré,  Goursat,  membres  du  Jury. 

IIL  Ce  premier  mémoire  en  annonce  d*autres. 

Il  reste  à  prouver  que  la  divergence  est  certaine  sur  ces  arcs  de  courbe 
dont  nous  venons  de  parler.  Il  faudrait  ensuite  montrer  que,  dans  les  aires 
de  convergence,  la  suite  représente  la  fonction  f  fz).  Tout  ceci  parait  bien 
amorcé  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  aussitôt  après 
la  soutenance  de  la  Thèse  (29  mai  1905). 

En  tous  cas.  il  est  certain  que  M.  de  Montessus  a  déjà  apporté  une  impor- 
tante contribution  à  l'étude  des  fractions  continues. 

R.  d'ÀDHÉMAR  (Lille). 

Salv.  Pincherle.  — Lexioni  di  Analisi  algebrica.  Fasc.  primo.  1  vol.,  143  p. 

Prix  :  L.  4.;  Zanichelli,  Bologna. 

M.  le  prof.  Pincherle,  bien  connu  pour  ses  travaux  sur  le  calcul  fonc- 
tionnel, publie  actuellement  ses  leçons  de  l'Université  de  Bologne. 

Signalons  son  exposition  très  lumineuse  de  la  définition  des  irrationnelles, 
son  chapitre  sur  la  correspondance  des  nombres  et  des  grandeurs,  sa  théo- 
rie détaillée  des  limites. 

Dans  le  dernier  chapitre  de  ce  fascicule  est   établi  avec  soin  le  théorème 
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fondamental  relatif  à  la  continuité  :  «  une  fonction  continue  de  j*,  positive 
pour  X  =  <z  et  négative  pour  x  r=r  6  s'annule  au  moins  en  un  point  c  com- 
pris entre  a  et  ^  ». 

Ces  leçons,  parfaitement  claires  et  élégantes,  rendront  le  plus  grand  ser- 
vice aux  étudiants  pour  qui  elles  sont  publiées. 

H.  PoiNCARÉ.  —  Wissenschaft  and  Hypothèse.  Autorisierte  deutsche  Aus- 

gabe  mit  erlâutemden  Anmerkungen  von  F.  u.  L.  Lindemann.  1  vol.  cart., 
342  p.;  prix  :  Mk.  4,80;  B.  G.  Teubner,  Leipzig.  1904. 

L'ouvrage  que  M.  H.  Poincaré  a  publié  sous  le  titre  :  La  Science  et  l'Hypo- 
thèse a  obtenu  un  succès  bien  légitime  dans  les  divers  milieux  scientifiques. 
Hommes  de  science  et  philosophes,  professeurs  et  étudiants  ont  lu  et  médité 
ces  pages  si  suggestives  dans  lesquelles  le  savant  mathématicien  passe  en 
revue  les  concepts  et  principes  fondamentaux  de  Tarithmétique,  de  la  géo- 
métrie, de  la  mécanique  et  de  la  physique  moderne.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu 
de  revenir  sur  le  contenu  de  l'ouvrage  à  l'occasion  de  l'édition  allemande. 
Rédigée  avec  beaucoup  de  soin  par  M.  et  M'^*'  Lindemann,  cette  édition  est 
plus  qu'une  simple  traduction.  Elle  contient  en  effet,  sous  forme  d'appendice 
(pp.  244-342),  un  grand  nombre  de  Notes  dans  lesquelles  le  célèbre  profes- 
seur de  Munich  compare  les  vues  de  Poincaré  à  celles  de  ses  contemporains. 
Ces  Notes  fournissent  en  outre  d'utiles  renseignements  historiques  et  biblio- 
graphiques;  elles  seront  examinées  avec  intérêt  par  tous  ceux  qui  connais- 
sent l'ouvrage  de  M.  Poincaré;  aussi  ne  saurions-nous  assez  recommander 
cette  nouvelle  édition  à  tous  ceux  qui  lisent  quelque  peu  l'allemand. 

H.  F. 

Dav.  Eug,  Smith.  —  A  Portfolio  o!  Portraits  of  Eminent  MathemaUcians. 

First  Série  :  Twelve  Great  Mathematicians  down  to  1700  A.  D.,  printed  on 
Japanese  vellum,  5  Doll.;  on  Plate  papcr,  3  Doli.;  the  Open  Court  Publîs- 
hing  Company,  Chicago. 

La  première  série  de  la  Collection  des  portraits  de  mathématiciens  publiés 
par  M.  Ed.  Smith  est  consacrée  à  douze  des  plus  émineuts  mathématiciens 
antérieurs  à  1700.  Quatre  appartiennent  à  l'Antiquité,  ce  sont:  Thaïes,  Pytha- 
gore,  Euclide  et  Archimède,  puis  viennent  Cardan,  Yiète,  Fermât,  Descartes, 
Leibniz,  Newton,  Neper  et  Fibonacci  de  Pise.  Ces  reproductions  ont  été  exé- 
cutées avec  beaucoup  de  soin,  par  des  procédés  photographiques,  en  formai 
17/21  sur  papier  Japon  27/34;  elles  sont  accompagnées  de  courtes  notes  bio- 
graphiques et  bibliographiques. 

Au  moment  où  l'on  recommande  de  toutes  parts  l'introduction  de  notions 
historiques  dans  l'enseignement  secondaire  supérieur,  cette  collection  de 
portraits  est  appelée  à  rendre  d'excellents  services.  Nous  la  signalons  à  l'at- 
tention des  professeurs  et  des  bibliothécaires. 
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1  •  Sommaire  des  ppineipaux  périodiques; 

American  Journal  of  Mathematics  edited  by  Frank  Morley,  published  under 

the  Auspices  of  ihe  Johns  Hopkins  University.  Vol.  XXVII.  The  Johns 
Hopkins  Press,  Baltimore. 

No  1  (janvier  1905).  —  T.  H.  Jackson  :  Some  Properties  of  a  Generalized 
Hypergeometric  Function.  —  D"^  S.  E.  Slocum  :  Relation  between  Real  and 
Complex  Groups  with  Respect  to  their  Structure  and  Continuity.  —  G.  A. 
Miller  :  Détermination  of  ail  the  Characteristic  Subgroups  of  any  Abelian 
Group.  —  A.  B.  CoBLE  :  Collineations  whose  Characteristic  déterminants 
bave  Linear  Elementary  divisers  with  an  Application  to  Quadratric  Form». 

—  J.  A.  Miller  :  Concerning  Certain  Elliptic  Modular  Functions  of  Square 
Rank.  —  E.  J.  Nawson  :  Minors  of  Axi-symmetric  Déterminants.  —  V.  Sky- 
DER  :  On  the  Forms  of  Sextic  Scrolls  having  a  Rectilinear  Directrîx. 

N<»  2  (avril  1905).  —  A.  Chessin  :  On  a  Class  of  dififerential  Equations.  — 
L.  P.  EisEKHÀRT  :  Surfaces  with  the  Same  Spherical  Représentation  of  their 
Lines  of  Curvature  as  Pseudospherical  Surfaces.  —  V.  Snyder  :  On  the 
Forms  of  Sextic  Scrolls  Having  no  Rectilinear  Directrix.  —  L.  E.  Dickson  : 
Détermination  of  the  Ternary  Modular  Groups. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Tonlonse.  Deuxième 

série.  T.  VI,  1904.  E.  Privât,  Toulouse;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Fasc.  2.  —  E.  GouRSAT  :  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  2™"  mémoire.  —  H.  Bourget  : 
Sur  le  théorème  de  Poisson. 

Ann^lî  di  Matematica  para  ad  applicata.  Directeurs  :  L.  Bianchi,  O.  Dini^ 
G.  Jung,  C.  Segre.  Série  III.  ï.  XI.  Rebeschini  di  Turali  e  C,  Milan. 

Fasc.  1  (novembre  1904).  —  Lovett  :  Singular  trajectories  in  the  res- 
tricted  problem  of  four  bodies.  —  Teixeika  :  Sur  la  théorie  des  cubiques 
circulaires  et  des  quartiques  bicirculaires.  —  Bortolotti  :  Contributo  alla 
teoria  degli  infiniti.  —  Cigala  :  Sopra  un  criterio  di  instabilita.  —  Lerch  : 
Sur  quelques  applications  des  sommes  de  Gauss. 

Fas.  2-3  (avril  1905).  —  Bianchi  :  Ricerche  sulle  superficie  isoterme  e 
sulla  deformazione  dellc  quadriche.  —  Fubim  :  Sulla  teoria  dei  gruppi  dis- 
continuti.  —  Frechet  :  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  Jacobi-Hamilton. 

—  Calapso  :  Alcune  superficie  di  Guichard  e  le  relative  trasformazioni. 

Bolletino  di  Matematica.  Diretto  dal  Dott.  H.  Alb.  Conti,    via  S.  Stefano, 
Bologna. 

Anno  III,  1904.  n»*  7  à  12.  —  Bindoni  :  Intorno  a  un  principio  suU'  equi- 
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valenza  dellc  equazioni.  —  Bomfaktini  :  Sul  concetto  di  infinîto  in  Materna- 
tica  elementare.  —  Di  Dia  :  Sull'  algoritmo  algcbrico.  —  Chiari  :  Lo  studio 
dei  teoremi.  —  Bottari  :  Alcune  osservazioDÎ  siil  concetto  di  radiée  quadrata 
in  Aritmeticn  prnticn.  —  MAxcinsELLi  :  Questioni  e  proposte  varie  di  termi- 
nologia  e  di  metodo  (Aritmetica  pratica).  —  Catania  :  Appunti  suUa  Geo- 
metria  elementare  di  G.  Veronese.  —  Conti  :  La  récente  riforma  délia  Scuola 
Ciassica.  —  Nuovi  Programmi  di  Maiematica  per  i  Ginnasi  ed  i  Licei,  — 
BuFFA  :  A  proposito  di  una  proposta  per  l'insegnamento  della  Geometria 
nelle  Scuolc  Medie  Inferiori. 

Anno  IV,  1905,  n»*  1  à  4.  —  Amaldi  :  Dimostrazioue  secondo  Max  Dehic 
della  impossibilità  di  decomporre  in  générale  due  poiiedri  di  ugual  volume 
in  parti  poliedriche  soprapponibili.  —  Arzela  :  Numeri  irrazionalî.  — 
BiKDONi  :  Intorno  a  un  metodo  di  trattazione  della  teoria  dei  numeri  reaii.  — 
CiAMBERLiNi  :  Sui  problemi  di  geometria  elementare.  —  Mortaka  :  Un  quesito 
comparativo  circa  le  anuualità.  —  Yolpi  :  SuU'  insegnamento  della  «  Geo- 
metria sperimentale  induttiva  ».  —  Rozzolino  :  Nota  di  Geometria  elemen- 
tare. —  CiAMBERLiM  :  Sull'  ordiue  che  si  puô  seguire  in  una  scienza  di  ragio- 
namento  e  in  particolare  nella  Geometria  elementare.  —  La  M  arc  a  :  Sulle 
equazioni  di  2.^  e  3.^  grado. 

Sugli  ultimi  Brogrammi  di  Maiematica  per  le  Scuole  classiche  (A.  NatucciI. 

Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés  par  les  se- 
crétaires perpétuels.  Gauthier-Yillars.  Paris,  1905.  T.  CXXX. 

2  janvier  1905.  —  Frkchbt  :  Sur  les  fonctions  limites  et  les  opérations 
fonctionnelles.  —  S.  Lattiès  :  Sur  les  substitutions  à  trois  vjiriables  et  les 
courbes  invariantes  par  une  tran:  formation  de  contact.  —  G.  A.  Miller  : 
Sur  le  nombre  des  sous-groupes  invariants  d'indice  p*.  —  J.  Boussinesq  : 
Pouvoir  refroidissant  d'un  courant  fluide  sur  une  ellipsoïde  à  axes  inégaux 
immergé  dans  ce  courant.  —  De  Sparre  :  Causes  d'erreur  dans  l'établisse- 
ment de  la  formule  de  la  déviation  des  corps. 

16  janvier.  —  H.  Poikcaré  :  L'extension  aux  hyperespaces  des  théorèmes 
sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle  rectiligne.  —  E.  Picard  :  Sur  le 
nombre  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèces  d'une  surface  al- 
gébrique. —  F.  E.NRiQUEs  :  Sur  les  intégrales  des  surfaces  algébriques.  — 
Remou.xdos  :  Impossibilité  d'avoir  2  v  équations  de  la  forme  q  [u)  ■=.  Ae^ 
admettant  des  racines  algébriques.  —  S.  Bernstkin  :  Sur  les  équations  du 
type  parabolique. 

23  janvier,  —  S.  Carrus  :  Conditions  nécessaires  pour  qu'une  famille  de 
surfaces  admette  des  trajectoires  orthoganales  planes.  —  Darboux  :  Géné- 
ralisation des  résultats  de  M.  Carrus.  —  A.  Buiil  :  Sur  l'approximation  des 
fonctions  par  des  polynômes.  —  E.  Traynaro  :  Sur  les  points  doubles  d'une 
surface  du  quatrième  degré.  —  G.  Castelxuovo  :  Sur  les  intégrales  d'une 
surface  algébrique.  —  Tzitzeica  :  Sur  les  équations  différentielles  du  se- 
cond ordre  renfermant  un  paramètre.  --  F.  Riesz  :  Sur  la  théorie  des  en- 
sembles. 

30  janvier.  —  E.  Borel  :  Sur  la  théorie  des  ensembles.  —  Ed.  Maillet  : 
Les  zéros  des  fonctions  entières  d'ordre  infini  non  transfini. 

6  février  :  E.  Maillet  :  Sur  les  solutions  des  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  coefficients  monodromes.  —  P.  Fatou  :  Sur  l'intégrale 
de  Poisson  et  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques.  —  F.  Skveri  : 
Sur  les  intégrales  de  Picard  attachées  à  une  surface  algébrique. 
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13  février.  —  J.  Ha.damard  :  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles admettant  le  principe  d'Huygens. 

20  février  :  P.  Dienes  :  Sur  le  cercle  de  convergence  de  la  série  de  Taylor. 
—  A.  TziTZEiCA  :  Sur  l'équation  r"  +  ^'  A  (jr)  =  o  qui  intervient  dans  le 
problème  de  Picard.  —  E.  Cotton  :  Critérium  permettant  de  reconnaître 
qu'une  fraction  donnée  est  assez  près  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
y=f[x.y). 

27  février.  —  G.  Càrkus  :  Sur  les  trajectoires  orthogonales  planes  d'une 
famille  de  surfaces.  —  F.  Enriques  :  Conditions  pour  qu'une  surface  algé- 
brique puisse  être  transformée  birationnellement  eu  un  cylindre.  —  M.  Fré- 
CHET  :  Extension  à  l'espace  E,^  des  principaux  théorèmes  énoncés  dans  l'es- 
pace ordinaire.  —  F.  Fatou  :  Sur  la  convergence  d'une  série  de  Taylor. 

6  mars.  —  G.  Darboux  :  Sur  une  certaine  famille  de  surfaces. 

13  mars.  —  G.  Dahboux  :  Surfaces  applicables  sur  la  paraboloïde  de  ré- 
volution. —  P.  Painlevé  :  Sur  le  frottement  de  glissement. 

20  mars.  —  M.  Fréchet  :  Sur  les  opérations  fonctionnelles  dans  un  en- 
semble compact  et  fermé. 

3  avril.  —  E.  Picard  :  Sur  la  dépendance  entre  les  intégrales  de  dilTéreu- 
tielles  totales  de  première  et  de  seconde  espèce  d'une  surface  algébrique.  — 
Fr.  Severi  :  Le  théorème  d'Abel  sur  les  surfaces  algébriques.  —  M.  Bôcuer  : 
Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  a  solution  pério- 
dique. —  E.  Traynard  :  Sur  une  surface  hyperelliptique.  — Eue.  et  Fr.  Cos- 
SERAT  :  Sur  la  dynamique  du  point  et  du  corps  invariable  dans  le  système 
énergétique. 

10  avril  :  Eue.  Fabry  :  Sur  le  genre  des  fonctions  entières.  —  P.  Zervos  : 
Sur  le  problème  de  Monge.  —  Belzecki  :  Sur  l'équilibre  d'élasticité  des 
voûtes  en  arc  de  cercle. 

17  avril.  —  M.  Mason  :  Sur  l'équation  différentielle  j"  +  X  A  (x)y  ::=  o,  — 
R.  LiouviLLE  '  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de  combustion 
des  poudres  et  la  pression.  —  Pigeaud  :  Arcs  associés  à  des  longerons  pur 
des  montants  verticaux  articulés. 

8  mai.  Alph.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  de  Voss  de  la  géométrie  non-eu- 
clidienne. —  Ed.  Maillet  :  Sur  l'équation  indéterminée  jr»  +  r*^  r=  bz^.  — 
G.  Rémovndos  :  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  nombres  et  de  la 
théorie  des  fonctions. 

15  mai.  —  C.  Stéphanos  :  Sur  les  forces  à  trajectoires  coniques. 

22  mai.  —  H.  Lebesgue  :  Sur  une  condition  de  convergence  des  séries  de 
Fourier.  —  E.  Vessiot  :  Sur  les  courbes  minima. 

29  mai.  —  R.  de  Mo.ntessus  :  Sur  les  fractions  continues  algébriques  de 
Laguerre.  —  S.  Ber:«stein  :  Sur  les  équations  dérivées  partielles  du  type 
elliptique.  —  M.  Krause  :  Sur  l'interpolation  des  fonctions  continues  par 
des  polynômes. 

5  juin.  —  A.  Demouli.n  :  Principes  de  géométrie  anallagmatique  et  de 
géométrie  réglée  intrinsèque.  —  H.  Poincaré  :  Sur  la  dynamique  de  l'électron. 

26  juin.  —  L.  Raffy  :  Sur  la  recherche  des  surfaces  isothermes. 

Nieaw  Archief  yoor  Wiskande,  revue  publiée  par  la  Société  scientifique 
d'Amsterdam  et  dirigée  par  J.-C.  Kluyver,  D.-J.  Korteweg,  et  P. -H. 
ScHOUTE.  2n>«  série,  VI,  3"»«  et  4'"«  fasc.  ;  Dclsman  et  Nolthenius,  Amsterdam. 

Nyt  Tidsskrilt  for  Matematik,  revue  dirigée  par  C.  Juel  et  Y.  Trier  :  série 
A,  15™«  année,  1904  ;  série  B,  lô"»»  année,  1904,  L.  Jorgensens,  Copenhague. 
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Paadagogisches  Ârchiv.  Monatsheft  fur  Erziehung  und  Unterricht  an  Hoch- 
Mittel-  und  Volksschulen,   herausgegeben  von   Prof.  D''  L.  Freyta.g.  46. 
.    Jahrg.,  1904;  Fr.  Vieweg  und  Sohn,  Braunschweig. 

PoriodiCO  di  Matomatica  per  rinscgnamento  secundario  ;  Diretto  dal  Prof. 

G.  Lazzeri.  Série  m,  Vol  ii.  Raff'aelo  Guisti,  Livorno. 

Kasc.  3  (Nov.-Déc.  1904).  —  M.  Cipolla  :  Teoria  dei  numerî  complessi  ad 
N  unità.  —  A.  Calegohi  :  I  determinanti  di  ordine  înfinito  et  di  specie  su- 
periore.  —  R.  Marcolongo  :  Per  il  quarautesimo  d'insegnamento  di  «  Giov. 
Garbieri  ».   —  E.  Piccioli  :   Distanze  di  alcuni  punti  uotevoli  nel  tetraedro. 

—  AscoLi  :  Sui  numeri  primi.  —  Lazzarini  :  Ricerche  sopra  una  nuova 
espressione  di  ir  in  funzionc  di  soli  numeri  primi,  e  sulla  fattoriale  di  un 
numéro.  —  R.  Ocghipinti  :  Su  alcuni  determinanti  di  fuuzioni  composte. 

Fasc.  4  (Janv. -Février  1905).  —  G.  Lazzeri  :  Suirutililà  ed  importanza 
délia  storia  delle  matematiche.  —  Cipolla  :  (suite  du  mémoire  du  fasc.  3). 

—  R.  Ocghipinti:  Equazioni  a  radici  in  progressione  geometrica.  —  E.  Pic- 
cioli: Contributo  alla  u  Geometria  récente  del  triangolo  sferico  ». 

Supplemento  al  periodico  di  Matematica.  Anno  vui,  fasc.  1  à  3,  Nov.  1904- 
Janv.  1905. 

Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo.  Dircttore  G.-B.  Guccia. 
T.  XIX,  1905,  Fasc.  1-6. 

Bagxera  :  I  gruppi  finiti  di  transformazioni  iineari  dello  spazio  che  con- 
tengono  omoliogie.  —  Amato  :  Sul  sistema  di  due  integrali  primi  comunî  ad 
una  classe  di  problemi.  —  Orlanoo  :  Sopra  alcunc  funzioni  analoghe  alla 
funzione  di  Green  per  un  parallclepipedo  rettangolo.  —  Orlaicoo  :  Sulla 
deformazione  di  un  solido  isotropo  limitalo  da  due  piani  paralleli,  per  ten- 
sioni  superliciiili  date.  —  Orlando  :  Idem  :  Nota  addiziouale.  —  Segre  :  La 
Geometria  d'oggidi  e  i  suoi  legami  coirAnalisi.  —  Marletta  :  Sulle  curve 
razionali  del  quiuto  ordine.  —  Marletta  :  Distanza  ed  angolo  di  enti  com- 
plessi. —  Nielsex  :  Sur  quelques  applications  intégrales  d'une  série  de 
coefficients  binomiaux.  —  Zaremba  :  Contribution  à  la  théorie  d'une  équa- 
tion fonctionnelle  de  la  Physique.  —  Marcolongo  :  Le  formule  de  SAI^T- 
Venant  per  le  deformazioni  linite.  —  Schoute  :  Le  moment  d'inertie  d'un 
simpicxc  S\n  +  1)  de  l'espace  En  par  rapport  «î  un  En—i  de  cet  JF».  — 
SiNiGALLiA  :  Sugli  invariant!  differenziali.  —  Mo?(Tessus  de  Ballore  (de)  : 
Sur  les  fractions  continues  algébriques.  —  Sbrana  :  I  sistemi  ciclici  nello 
spazio  euclideo  ad  n  dimensioni.  -*■  Guldberg  :  Sur  les  commuas  multiples 
des  expressions  linéaires  aux  différences  finies. —  Torelli  (R.)  :  Sulle  invo- 
luzioni  irrazionali  nello  curve  perellittiche.  —  Caxtor  (G.)  :  Ein  Brief  von 
Carl  Wfierstrass  ûber  das  Dreikôrperproblem.  —  Pompeiu  :  Sur  l'extension 
du  théorème  des  accroissements  finis  aux  fonctions  analytiques  d'une  variable 
complexe.  —  Berry  :  Note  sur  une  formule  de  M.  Schoute. 

Parte  seconda,  biblioteca  matematica  :  Repertorio  Bibliograffico  delle 
Scienze  Matematiche  in  Italia  :  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Bologna  (1731- 
1889)  (ni  4053-4351). 

School  Science  and  MathematiCS,  a  Journal  for  Science  and  Matheniatics 
Teachers  in  Secundary  Schools  ;  Vol.  V»  1904.  —  Départemental  Editors  : 
Biologie,  O.-W.  Caldwell  ;  Chemistry,  A.-L.  Smith;  Eartti  Science, 
C.-E.  Peet -,  Mathematics  and  Astronomie,  G.-W.  Myers;  Melrology, 
R.-P.  Williams;  Physics,  \V*-E.  Tower.  —  Smith  &  Turton,  Chicago. 
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WiflkimdigTijdschrift  ondcr  Redactie  van  F.-J.  Vaes,  Clir.  Krediet,  N.  Quint. 
Eerste  Jaargang,  1904-1905.  —  Blom  &  Olivierse,  Culemborg. 

ZeitSChrift    fftr    das    Realschalwesen ,    herausgegebeu    vun    Em.    Czuber, 
Ad.  Becmtel  und  Mor.  Gloser.  XXX.  Jahrg.,  1905  ;  Alf.  Hôlder,  Wien. 

No  1.  — J.  PoLL.\K  ;  Zur  Théorie  der  abwickelbaren  Flachen.  —  Rich. 
SvppAKTSCHiTscH  :  Bemerkung  zu  den  ebenen  Schnitten  bci  Kegein  zweiter 
Ordnung. 

N®  2.  —  V.  KoHAUT  :  Zur  Trisektion  eines  Winkels.  —  f  Fr.  Haluschka: 
Eine  Aufgabc  ûber  die  orthogonale  Projcktion  des  Kreises. 

N^'  3.  —  H.  Seidler  :  Die  Verweudung  des  Krûmmungsradius  im  MitteU 
schulunterricht. 

No  4.  —  J.  Arbes  :  Sollen  vierstellige  Logarithmen  an  den  ôsterr.  Mittel- 
schulen  eingefûhrt  werden  ?  —  Sertic  :  Ein  geomelrisches  Problem. 

No  5.  —  L.  Tesar  :  Zur  Frage  der  Behandiung  der  Infinitésimal  Rechnung 
îm  Mittelschulunterrichte. 

No  6.  — H.  Kleinpetkr  :  Ueber  den  Begriff  der  Kraft.  —  R.  Kirchberger  : 
Zur  Behandiung  der  gemeinen  Bruche  auf  der  untersten  Stufe  der  Mittel- 
schule. 

ZeiUchriit  fur  Mathematik  and  Physik,  herausgegebeu  von  R.  Mehmke 

u.  C.  RuNGE.  —  51.  Band,  1904.  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Barom  :  Untersuchung  der  Festigkeii  von  Eisenbetonbautcn.  —  M. 
Disteli  :  Ueber  instantané  Sehraubengeschwindigkeiten  und  die  Yerzahnung 
der  HyperboloidrJider.  —  L.  Ermé.nyi  :  Petzvals  Théorie  der  ïonsysteme.  — 
Viktor  Fischer  :  Eine  Analogie  zur  Thermodynamik.  —  E.  II^ntzschel  : 
Neuer  Beweis  einer  Grûnertschen  Formel  der  Karteneutwurfslehre.  —  Hahn, 
Herglotz  u.  Schwarzschild  :  Ueber  das  Strônien  des  Wassers  in  Rôhren 
uod  Kanalen.  —  Heivneberg  :  Zur  Torsionsfestigkeit.  —  Henneberg  :  Ueber 
einîge  Folgerungen,  die  sich  ans  dem  Satze  von  Green  fiir  die  Torsion  von 
Stâbcn  ergeben.  — Ad.  Kneser  :  Ein  Beitrag  zur  Théorie  der  schnelliaufen- 
den  elastischen  Welle.  —  Ll'dwig  :  Die  biometrische  Analyse  einer  PRanzen- 
species.  —  Mohr  :  Ein  Beitrng  zur  Kinematik  ebener  Getriebe.  —  Ru?(ge  : 
TJeber  die  Formiinderung  eines  cylîndrischen  Wasserbehalter»  durch  den 
Wasserdruck.  —  Bemerkungen  ûber  Hennebergs  Aufsatz  «  Zur  Torsions- 
festigkeit ».  —  G.  Scubffers  :  Ueber  ein  Problem,  das  mit  der  Théorie  der 
Turbinen  zusammenhiingt.  —  Fr.  Schilling  :  Ueber  neue  kincmat.  Modelle 
zur  Yerzahnungstheorie  nebst  einer  geom.  Einfùhrung  in  dièses  Gebiet.  — 
Sch:«6ckel  :  Verwandlung  der  Polygone  in  Dreiecke  von  gleichem  Moment 
beliebigen  Grades.  —  StXckel  :  Ueber  das  Modell  einer  Fliiche  driller 
Ordnung,  die  das  Yerhallen  einer  kruinmen  Fliiche  in  der  Niihe  eines  para- 
bolischen  Punktes  darstellt.  —  Trotzewitsch  :  Zur  Frage  ùber  das  aplana- 
tische  System. 

ZeiUchriit  fur  mathematischen  a.  natarw.  Unterricht,  herausgcgcben  von 

Dr.  H.  ScHOTTEN.  —  35  u.  36.  Jahrg.,  190'i  u.  1905;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

N»*»  6,  7  et  8  (1904|.  —  O.  Lesskr  :  £-Kurven  gegebener  Grundkurven 
und  ihre  Bcnutzung  bei  der  Konstruktion  von  Normalen  und  Tangenlcn.  — 
E.  Lampe  :  Ueber  den  Begriff  6  Logarithmus  einer  Zahl  m  fur  eine  Basis  b.  — 
A.    Pleskot  :   Bemerkung  zur  goniomctrischen    Lôsung   der  quadratischen 
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Glcichungen.  -^  A.  Pleskot:  Ueber  die  Berechoung  der  Parabelflâche.  — 
C.  HiLDEBRANDT  :  Erzeugung  konfokaler  Kegelschnitte  mit  Hilfe  des  Dande- 
linschen  Satzes. 

Kleine  Mitteil.  —  Literarische  Berichfe.  —  Pâdag.  Zeitung. 

No»  1.  2  et  3  (1905).  —  M.  Nath  :  Zur  Methodik  des  geometrischen  A.n- 
fangs-Unterricht.  —  Burkuardt  :  Wie  man  vor  Zcitcn  rechnete.  —  W.  Kil- 
LiNG  :  Eine  elementare  Behandlung  der  Polarentheorie  fur  den  Kreis.  — 
E.  EcKHARDT  :  Ueber  Dreiecke,  in  denen  a*^  6*  -|-  c*.  —  K.  Hagge  :  Ueber 
Umkreise  u.  Transversalen  des  vollstândigen  /t-seits.  —  K.  Krûse  :  Die 
unendliche  geometrtsche  Reihe. 

Kleinere  Mitteilungen.  —  Literarische  Berichte.  —  Padag.  Zeitung. 

2«  Liivres  nouveaux  : 

Catalogue  international  de  la  littérature  scientifique,  publié  par  une 

une  Commission  internationale  sous  la  direction  de  H.  Forster  Morley. 
Première  année  :  17  volumes  en  21  fascicules.  Fascicule  A  :  Mathématiques. 
—  1  vol.  in-8o,  201  p.;  prix  :  18  fr.  75;  Gauthier-Villars,  Paris. 

P.  Appell  et  J.  Chappuis.  —  LeçouB  de  Mécanique  élémentaire  à  Tusage 

des  élèves  des  classes  de  mathématiques  A  et  B,  conformément  aux  pro- 
grammes du  31  mai  1902.  —  1  vol.  in-16,  306  p.;  prix  :  4  fr.;  Gauthier-Vil- 
lars, Paris. 

P.  Bachmann.  — Zahlentheorie.  Fûnfter  Teil:  Allgemeine  Arithmetik  der 
Zahlenkôrper.  —  1  vol.  in-8o.  XXlI-548  p.;  prix  :  16  Mk.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Chim.  —  CorSO  spéciale  di  Matematiche  con  numerose  applicazioni. 
ad  uso  principalmente  dei  Chimici  e  dei  Naturnlisti.  —  1  vol.  in-8*»,  X-295p.; 
prix  :  L.  3,80;  RafT.  Guisti,  Livourne. 

L.  CouTURAT.  — L'Algèbre  de  la  Logique.  —  1  vol.  in-8oécu,  cari.,  100 p.; 

prix  ;  2  fr.;  Collection  Scientia;  Gauthier-Villars,  Paris. 

GusT.  Jager.  —  Theoretische  Physik.  II  Licht  uud  Wârme,  153  p.;  III 
Elektrizitât  u.  Magnetismus,  149  p.;  dritte,  verbesserte  Auflage  (Sammlung 
Gœschen).  —  2  vol.  cart    à  80  pf.  le  volume,  G.  J.  Gœschen,  Leipzig. 

Fr.  Ju.nker.  —  Repetitorium  u.  Aufgabensammlung  zur  Differential- 

rechnung.  Zweite,  verbesserte  Auflage  (Sammlung  Gœschen).  —  1  vol. 
cart-,  129  p.;  prix  :  80  pf. ;  G.  J.  Gœschen,   Leipzig. 

Erivst  Lindëlôf.  —  Le  calcul  des  Résidus  et  ses  applications  à  la  théorie 
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LA  FETE  DU  SOLEIL* 


Extrait  du  discours  de  M.  C.-A.  Laisànt. 


On  raconte  que  jadis,  à  Tépoque  brillante  de  la  Revue  des 
Deux-mondes^  Buloz  reçut  un  jour  la  visite  d'un  jeune  au- 
teur, porteur  d'un  volumineux  manuscrit.  —  «  C'est  un  ar- 
ticle philosophique  auquel  j'ai  donné  tous  mes  soins.  »  — 
a  Sur  quoi  ?  »  interrogea  Buloz  ?  —  «  Sur  Dieu.  »  —  «  C'est 
un  sujet  qui  manque  d'actualité  »,  répondit  le  célèbre  direc- 
teur. 

Beaucoup  de  gens  estiment  sans  doute  que  le  Soleil,  lui 
aussi,  manque  d'actualité;  ils  sont  même  en  droit  de  trouver 
que  ses  adorateurs  doivent  finir  par  l'importuner.  Les  astro- 
nomes le  mesurent,  les  mathématiciens  le  soumettent  au  cal- 
cul, les  poètes  le  chantent;  on  observe  ses  éclipses,  on 
compte  ses  taches,  on  examine  de  près  ses  protubérances.  Il 
n'a  pas  un  instant  de  tranquillité.  C'est  un  souverain  que  ses 
sujets  persécutent,  un  père  de  famille  obsédé  par  ses  en- 
fants. Je  suis  porté  à  croire,  cependant,  que  dans  son  hu- 
meur calme  et  bonne,  tout  cela  lui  est  bien  égal,  et  qu'il  n'en 
déversera  pas  sur  nous  un  rayon  de  moins  de  sa  bienfaisante 
lumière  et  de  sa  chaleur  féconde. 

Célébrer  le  Soleil  comme  nous  le  faisons,  ce  n'est  pas  res- 
taurer je  ne  sais  quelle  antique  idolâtrie  grossière  ;  c'est,  on 
vous  l'a  dit,  célébrer  la  nature  sous  la  forme  moderne  ;  la  na- 
ture conquise  chaque  jour  un  peu  davantage,  nous  livrant. 


*  Extrait  du  discours  prononcé  par  M.  Laisant.  à  la  Fête  du  Soleil  crlébréc  le  21  juin  1905.  à 
Paris,  par  la  Société  astronomique  de  France,  à  l'Hôtel  des  Sociétés  savantes,  sous  la  prési- 
dence de  M.  Janssen,  membre  de  l'Institut. 

L'Enseignement  mathém.,  7«  année  ;  1905.  23 
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pour  prix  de  nos  efforts  incessants,  une  toute  petite  partie 
de  ses  secrets,  et  nous  permettant  ainsi  d'accroître  un  peu 
le  bien-être  moyen  de  Thumanité,  en  même  temps  que  le 
champ  d'action  de  la  science. 

Ces  fêtes  civiles  sont  bonnes  et  saines.  Elles  ne  sauraient 
froisser  aucune  conviction,  aucune  croyance  sincère  ;  et  elles 
sont  pour  nous  une  occasion  de  parler  des  choses  terrestres, 
de  revenir  du  ciel  à  notre  petite  planète  et  de  travailler  à  la 
rendre  progressivement  plus  habitable,  en  rendant  les  es- 
prits moins  enténébrés. 

Si  nous  pouvions  admettre  qu'il  y  eût  à  la  surface  du  So- 
leil des  êtres  organisés,  capables  de  résister  à  sa  tempéra- 
ture, doués  de  sens  assez  perfectionnés  pour  voir  et  enten- 
dre ce  qui  se  fait  et  ce  qui  se  dit  surjaotre  petite  boule  de 
poussière,  et  doués  de  raison,  nous  serions  en  droit  de  nous 
demander  ce  qu'ils  peuvent  bien  penser  de  nous. 

Rien  que  depuis  une  année,  à  quelles  réflexions  étranges 
aurait  été  livré  Tesprit  de  cet  observateur  hypothétique  î 
Que  de  questions  il  a  dû  se  poser,  et  presque  toutes  sans 
réponse  ! 

Gonmient,  voilà  un  globe  minuscule,  couvert  sur  sa  sur- 
face de  nombreux  millions  d'animalcules  d'espèce  raison- 
nante. Ces  sortes  de  microbes,  une  partie  d'entre  eux  au 
moins, sont  parvenus  par  leur  industrie  à  faciliter  leurs  moyens 
de  communication  et  à  accroître  leurs  moyens  de  pro- 
duction. Le  sol  qu'ils  habitent  peut  fournir  largement  à  leur 
subsistance  et  à  leur  bien-être.  Bref,  ils  possèdent  tous  les 
éléments  de  cette  chose  relative  et  indéfinissable  qu'on  ap- 
pelle le  bonheur.  On  devrait  s'attendre  à  les  voir  unis  entre 
eux,  tout  au  moins  calmes  et  paisibles,  poursuivre  tranquil- 
lement l'œuvre  à  laquelle  la  nature  semble  les  avoir  desti- 
nés. 

Or,  c'est  tout  le  contraire  qui  se  produit.  En  lutte  perpé- 
tuelle dans  leurs  groupements  partiels  et  d'un  groupement  à 
un  autre,  ils  cherchent  réciproquement  à  se  nuire,  à  s'oppri- 
mer, à  se  massacrer;  ils  rougissent  de  leur  sang  les  plaines 
et  les  mers,  et  de  tant  d'assassinats  ces  bêtes  malfaisantes 
tirent  vanité,  appelant  cela  de  la  gloire  !  Et  parmi  les  victi- 
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mes^  pas  une  sur  dix  ne  sait  pour  quelle  cause  on  la  con- 
duite à  tuer  et  à  se  faire  tuer  ! 

Camille  Flammarion,  savant  doublé  d'un  poète,  disait  dans 
sa  conférence,  avec  grande  raison,  que  Tétude  de  la  nature 
nous  montre  de  Tintelligence  dans  Tunivers,  et  son  imagi- 
nation chaude  et  généreuse  lui  faisait  ajouter  que  la  marche 
de  l'univers  représente  une  œuvre  intelligente. 

Pour  l'honneur  des  mondes  étoiles,  je  ne  veux  pas,  comme 
contre-partie,  croire  à  l'universelle  bêtise,  et  j'y  serais  con- 
traint pourtant,  si  j'assimilais  à  la  Terre  les  astres  innom- 
brables qui  planent  dans  les  profondeurs  de  l'espace. 

C'est  d'ailleurs  une  grande  satisfaction  pour  moi  de  me 
trouver  en  complète  conformité  d'idées,  sur  le  point  qui  nous 
occupe,  avec  notre  sympathique  astronome.  Dans  son  ou- 
vrage Dans  le  Ciel  et  sur  la  Terre,  remontant  à  une  ving- 
taine d'années,  il  a  consacré  un  chapitre  à  «  la  Bêtise  hu- 
maine »,  cet  inépuisable  sujet,  dont  il  se  contente  d'étudier 
une  des  faces. 

N'allez  pas  vous  imaginer  que  ces  tristes  constatations 
auxquelles  ma  raison  m'oblige  cachent  une  pensée  de  pessi- 
misme et  de  misanthropie.  Pour  m'expliquer  sans  trop  d'obs- 
curité, il  faut  que  je  revienne  à  une  thèse  qui  m'est  chère,  et 
que  j'ai  souvent  produite  par  la  parole  et  par  la  plume.  Vous 
me  le  pardonnerez  ;  le  droit  de  rabâcher  est  l'un  des  privilè- 
ges de  Tâge.  Et  d'ailleurs,  à  ceux  qui  me  le  reprocheraient, 
ne  pourrais-je  pas  répliquer,  comme  Pierrot  dems  Don  Juan  : 
«  Je  dis  toujours  la  même  chose  parce  que  c'est  toujours  la 
même  chose  ». 

A  mes  yeux,  le  mot  de  civilisation,  dont  on  use  et  abuse, 
est  à  peu  près  vide  de  sens.  L'humanité,  au  point  de  vue  cé- 
rébral et  moral  surtout,  est  encore  en  pleine  barbarie,  et 
l'homme  le  plus  raffiné  diffère  à  peine  de  son  ancêtre  des  ca- 
vernes. Et  j'ajoute  que  cela  s'explique  très  naturellement 
par  ce  fait  que  le  monde  —  j'entends  le  monde  humain  — 
qu'on  se  plaît  si  souvent  à  dire  vieux,  est  encore  dans  la  pé- 
riode de  la  première  enfance. 

Sans  que  nous   puissions  avoir  des  données  précises  à  ce 
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sujet,  la  géologie  et  la  biologie  concordent  à  nous  faire  ad- 
mettre que  Papparition  de  l'espèce  humaine  sur  la  Terre  re- 
monte à  quelques  centaines  de  milliers  d'années  tout  au 
plus. 

D'autre  part,  nous  sommes  séparés  de  Fépoque  où  le  re- 
froidissement solaire  rendra  la  vie  impossible  pour  l'homme 
par  une  durée  de  vingt  à  trente  millions  d'années,  comme 
Flammarion  l'indiquait  dans  sa  conférence  de  l'année  der- 
hière. 

Si  nous  rapprochons  ces  deux  données  approximatives,  en 
comparant  par  la  pensée  la  vie  de  l'humanité  à  la  vie  nor- 
male moyenne  de  l'un  de  nos  semblables,  l'espèce  humaine 
actuelle  peut  être  assimilée  à  un  enfant  âgé  d'un  an,  de  dix- 
huit  mois  peut-être.  Comme  il  arrive  pour  l'enfant,  elle  pro- 
gresse chaque  jour  ;  mais,  quant  à  présent,  quelle  raison  pou- 
vons-nous en  attendre?  Comment  nous  étonner  de  ses  pué- 
rilités, de  ses  aberrations,  de  ses  contradictions,  de  ses  ca- 
prices et  de  ses  colères? Elle  n'a  pas  pris  jusqu'ici  possession 
d'elle-même. 

Toujours  comme  il  arrive  chez  le  petit  enfant,  l'homme 
d'aujourd'hui,  à  peine  sorti  de  la  première  période,  où  la  sa- 
tisfaction des  besoins  essentiels  de  la  vie  s'imposait  seule, 
tente  un  commencement  d'association  d'idées,  regarde,  cher- 
che à  comprendre,  prend  goût  aux  jouets  qu'il  tient  entre 
les  mains.  Ces  jouets,  ce  sont  les  merveilles  de  notre  indus- 
trie moderne  ;  ces  tentatives  premières  d'une  intelligenre 
vague  et  obscure,  ce  sont  nos  sciences  actuelles,  dont  nous 
tirons  vanité  d'une  façon  risible. 

C'est  ainsi,  mes  chers  collègues,  (ju'à  propos  du  Soleil,  de 
sa  grandeur,  de  sa  durée,  nous  sommes  invités  à  prendre 
une  plus  juste  idée  de  notre  minuscule  planète,  et  de  notre 
humanité  estimée  à  son  âge  véritable. 

Certes,  il  y  a  une  diderence  marquée,  un  progrès  impor- 
tant qui  s'est  accompli,  si  nous  ne  jetons  nos  regards  qu'en 
arrière  ;  et  en  ce  sens,  il  serait  inexact  de  dire  que  la  civili- 
sation n'est  qu'une  chimère  et  une  vaine  apparence.  Mais  en 
faisant  la  comparaison  avec  l'avenir,  l'avenir  inévitable,  né- 
cessaire, on  doit  reconnaître  que  ce  qui  a  été  fait  ne  compte 
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pas,  en  regard  de  ce  qui  doit  être  fait,  de  ce  qui  sera  fait, 
par  la  force  des  choses. 

Rien  que  dans  le  domaine  de  la  science,  nous  sommes  très 
fiers  de  ce  que  nous  connaissons,  sans  nous  rappeler  que  le 
rapport  de  nos  connaissances  à  nos  ignorances  est  et  sera 
toujours  nul,  et  sans  entrevoir  que  le  rapport  de  nos  connais- 
sances actuelles  à  nos  connaissances  futures  est  extraordi- 
nairement  petit. 

Bien  des  penseurs  ont  été  frappés  de  cette  contradiction 
entre  les  prétentions  orgueilleuses  de  Thomme  prétendu  ci- 
vilisé, et  les  criminelles  sottises  dont  il  donne  des  preuves 
quotidiennes.  C'est  peut-être  Jean-Jacques  Rousseau  qui  a  le 
plus  éloquemment  mis  cette  contradiction  en  lumière.  Mais 
son  génie  paradoxal  le  portait  à  préconiser,  sous  le  nom  de 
retour  à  la  nature,  un  retour  en  arrrière  dont  le  moindre  dé- 
faut est  rimpossibilité.  Est-ce  guérir  un  enfant  malade,  que 
de  lui  conseiller  de  revenir  au  lendemain  du  jour  de  sa  nais- 
sance ? 

Le  retour  à  la  nature  !  Comme  si  nous  ne  lui  appartenions 
pas,  bon  gré  mal  gré  !  Comme  si  nous  pouvions  échapper 
à  ses  lois  !  Comme  si  nous  n'étions  pas  condamnés,  par  le 
seul  fait  de  notre  existence,  à  lui  arracher  péniblement 
chaque  jour  de  ses  secrets  ce  que  nous  pouvons,  pour  profi- 
ter de  ses  bienfaits  et  nous  préserver  des  dangers  dont  elle 
nous  menace. 

Ce  que  je  vois  de  consolant  dans  cette  doctrine,  c'est 
qu'elle  me  révèle  \\\\e  humanité  grandissante,  perfectible, 
destinée  à  une  amélioration  progressive  pour  bien  des  mil- 
lions d'années,  et  séparée  par  plus  de  temps  encore  de 
Tépoque  ou  pourra  commencer  la  décrépitude. 

Il  m'est  impossible  d'adhérer  à  la  définition  ;  l'homme  est 
un  animal  raisonnable.  Mais  je  dis  :  l'homme  est  un  animal 
capable  de  raisonner  et  qui  raisonnera  un  jour.  Et  ma  con- 
viction profonde,  c'est  qu'aux  yeux  de  cet  homme  arrivé  à  la 
maturité,  nous  apparaîtrons,  s'il  a  quelques  documents  sur 
notre  histoire,  non  pas  comme  nous  apparaissent  les  troglo- 
dytes ou  les  nègres  anthropophages,  mais  fort  au-dessous  ; 
nous  produirons  sur  lui,  au  point  de  vue  de  la  culture  mo- 
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raie,  à  peu  près  l'effet  que  produit  sur  nous  le  gorille  ou  le 
chimpanzé. 

'  Oui,  elle  est  inévitable,  progressivement,  la  venue  de  ce  sur- 
homme, mais  non  pas  selon  la  conception  monstrueuse  de 
Nietzsche,  qui  en  faisait  un  oppresseur  de  ses  semblables, 
dans  l'hypertrophie  d'un  orgueil  qui  le  conduisit  à  la  folie. 
Ce  surhomme  de  l'avenir  sera  l'espèce  humaine  entière,  di- 
versifiée dans  les  individus,  mais  unie,  ^sociée,  éprise  de 
beauté,  de  vérité,  de  justice,  et  poursuivant  sa  destinée  na- 
turelle sous  les  rayons,  à  peine  affaiblis,  du  même  Soleil  qui 
éclaire  aujourd'hui  notre  globe. 

Avant  même  cette  époque,  lointaine  encore,  comme  en 
moyenne  nous  sommes  un  peu  moins  stupides  que  nos  pè- 
res, et  comme  nos  enfants  seront  moins  stupides  que  nous, 
de  nouveaux  progrès  s'accompliront,  inévitables.  Demain, 
—  j'entends,  par  là,  avant  dix  siècles  —  l'humanité  aura  pris 
possession  des  deux  pôles.  C'est  une  conquête  prochaine, 
presque  imminente,  en  ce  qui  concerne  la  région  arctique, 
comme  nous  le  montrait  tout  récemment,  ici  même,  mon 
vieil  ami  M.  Schrader,  dans  une  communication  des  plus  re- 
marquables. Pour  employer  sa  belle  expression,  si  juste, 
cette  conquête  sera,  non  pas  internationale,  mais  superna- 
tionale, et  produira  des  résultats  immenses  dont  bénéficiera 
toute  Fespèce  humaine.  C'est  alors  qu'on  pourra  commencer 
utilement  le  siège  méthodique  du  pôle  antarctique. 

En  ces  deux  points,  je  vois  établis  deux  observatoires  lar- 
gement pourvus  et  aménagés.  Alors  il  y  aura  lieu  d'insti- 
tuer, non  plus  une,  mais  quatre  fêtes  du  Soleil. 

Celle  qui  nous  réunit  aujourd'hui  conviendra  encore  à  no- 
tre hémisphère.  Celle  du  solstice  d'hiver,  qui  pourrait  être 
célébrée  dès  maintenant,  marquera  pour  nos  confrères  des 
antipodes  le  plus  long  jour  de  l'année. 

Mais  de  plus,  à  l'équinoxe  du  printemps,  quel  spectacle  au 
pôle  nord,  sera  le  lever  du  Soleil  apparaissant  pour  la  pre- 
mière fois  après  six  mois  de  nuit,  et  faisant  le  tour  entier  de 
l'horizon  !  Et  il  en  sera  de  même  au  pôle  sud,  vers  le  21  sep- 
tembre, à  l'équinoxe  d'automne. 

Naturellement,  quelques  heures  suffiront  alors,  d'un  point 
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quelconque  de  la  Terre,  pour  faire  le  voyage.  Et  j'aperçois 
plusieurs  milliers  d'intrépides  délégués  de  la  Société  Astro- 
nomique mondiale,  ne  redoutant  pas  la  fraîcheur  de  la  tem- 
pérature, réunis  iraternellement  sur  la  plate-forme  de  Tob" 
servatoire  .polaire,  applaudissant  à  l'apparition  des  premiers 
rayons  du  Soleil,  et  devisant  des  choses  terrestres,  avec 
moins  de  tristesse  que  nous  ne  sommes  obligés  de  le  faire 
aujourd'hui. 

En  saluant  dès  à  présent  ces  solennités  scientifiques  futu- 
res, je  veux  encore  garder  Tespoir  qu'on  n'y  montrera  pas 
trop  d'ingratitude  pour  les  ancêtres  de  l'époque  barbare,  et 
qu'on  y  conservera  pieusement  le  souvenir  de  noms  tels  que 
ceux  de  Flammarion,  de  Janssen,  de  Poincaré.  Ceux-là,  dès 
aujourd'hui,  ont  droit,  avec  toute  la  légion  des  hommes  de 
science  et  de  travail  qui  préparent  l'avenir,  à  la  reconnais- 
sance et  à  l'affection  de  leurs  contemporains.  En  les  accla- 
mant avec  moi,  vous  acclamerez  à  la  fois  la  science  et  l'hu- 
manité présentes,  dont  ils  sont  la  gloire,  et  l'humanité  future 
plus  éclairée,  dont  ils  auront  été  les  précurseurs. 


METHODES  EMPLOYEES 
PAR  LES  CALCULATEURS  EXTRAORDINAIRES 

POUR  RÉSOUDRE  LES  PROBLÈMES  COMPLIQUÉS 


Le  nombre  peut  être  considéré  ou  bien  dans  son  rapport 
avec  d'autres  nombres,  ou  bien  en  lui-même,  comme  étant 
entièrement  indépendant  des  autres  nombres,  et  appartenant 
à  une  suite  indéfinie  de  nombres  entiers  et  fractionnaires, 
disposés  dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs  relatives. 

Cette  suite  peut  être  nommée  «indéfinie»,  parce  qu'elle 
estinfinie«  non  seulement  dans  son  prolongement,  mais  aussi 
dans  chaque  intervalle  compris  entre  deux  nombres  quelcon- 
ques. On  peut  dire  de  même  que,  dans  le  second  cas,  le  nom- 
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bre  est  envisagé  dans  son  être  individuel,  tandis  que  dans  le 
premier  cas,  il  peut  être  envisagé  dans  sa  connexion  avec 
d'autres  nombres. 

Conformément  à  ces  deux  manières  d'envisager  le  nombre, 
il  existe  deux  méthodes  pour  le  déterminer.  Le  nombre  peut 
être  trouvé,  ou  bien  comme  résultat  de  son  expression  en 
d'autres  nombres  donnés  suivant  les  caractères  qui  le  lient 
avec  ceux-ci,  ou  bien  comme  un  membre  d'une  suite  indéfi- 
nie, selon  le  caractère  qui  le  distingue  de  tous  les  autres 
nombres. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  seconde  méthode 
peut  être  appelée  méthode  de  distinction^  et  la  première  we- 
thode  d'expression  du  nombre  en  d autres  nombres. 

En  déterminant  le  nombre  d'après  la  méthode  de  distinc- 
tion, rhomme  procède  de  la  même  façon  qu'en  cherchant  un 
objet  parmi  d'autres,  se  laissant  guider  par  le  caractère  essen- 
tiel de  cet  objet.  Le  problème  de  détermination  d'un  nombre 
se  rapproche  ainsi  d'une  énigme. 

Donc,  en  employant  la  méthode  de  distinction,  la  première 
chose  qui  dans  la  pratique  se  présente  à  notre  esprit  c'est 
l'essai. 

Guidés  d'un  côté  par  les  traits  caractéristiques  du  nombre 
cherché  et  de  l'autre  par  notre  connaissance  de  quelques-uns 
des  nombres  nous  essayons  de  le  trouver  parmi  les  nombres 
connus,  nous  servant  pour  cela  de  la  comparaison  des  traits 
distinctifs  de  ceux  d'entre  eux  que  nous  choisissons  avec  les 
traits  identiques  du  nombre  cherché. 

Autrementdit,  nous  contrôlons  les  essais  par  les  conditions 
du  problème. 

Cette  forme  de  la  méthode  de  distinction  se  nomme  mé- 
thode d'essai;  et  c'est  la  seule  qui,  jusqu'à  présent,  a  été  em- 
ployée. Oubliée  par  la  science,  cette  méthode  est  très  répan- 
due parmi  ceux  qui  n'ont  pas  reçu  d'instruction,  comme  le 
prouvent  les  observations  faites  sur  les  calculateurs  extraor- 
dinaires, tels  que  Inaudi,  Iwan  Petroff. 

Elle  était  plus  en  faveur  encore  dans  l'antiquité,  où  non 
seulement  la  science  l'adoptait,  mais  encore  la  faisait  concou- 
rir à  son  développement. 
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Par  Télude  de  sa  nature  et  de  ses  propriétés,  elle  devient 
très  importante  pour  la  méthodologie  mathématique  et  sur- 
tout pour  son  histoire. 

Les  matériaux  principaux,  et  presque  uniques  dont  nous 
disposions  encore  pour  cette  étude,  ce  sont  les  problèmes 
posés  aux  calculateurs  extraordinaires. 

Parmi  les  problèmes  posés  à  Iwan  Petroff  par  le  Prof*.  Péré- 
vostchikoff  sur  Téquation  du  2**  degré,  on  trouve  le  sui- 
vant: 

«  On  a  acheté  quelques  pouds  de  sucre  pour  i60  roubles; 
«  si  pour  la  même  somme^  on  eât  acheté  3  pouds  de  plus, 
«  chaque  poud  aurait  coûté  S  roubles  de  moins;  combien  de 
«  sucre  a-t-on  acheté? 

Le  Prof.  Pérévostchikoff  remarque  ce  qui  suit  à  propos  de 
la  manière  dont  Iwan  Petroff  a  résolu  ce  problème  : 

«  Au  premier  moment  cette  question  parut  Iroubler  Ten- 
fant  ;  il  se  balança  d'abord  sur  ses  hanches,  tourna  la  tête  à 
plusieurs  reprises,  puis  resta  immobile  et  s'écria  tout  d'un 
coup:  «  Vingt  pouds!  »  Tout  ce  manège  dura  dix-sept  mi- 
nutes. » 

«  Frappé  de  l'exactitude  de  ce  résultat  exigeant  la  résolu- 
tion d'une  équation  de  second  degré,  je  demandai  à  l'enfant 
quel  procédé  il  avait  suivi  pour  résoudre  le  problème.  Quoi- 
que le  petit  répondit  assez  niaisement,  je  pus  comprendre 
qu'il  avait  trouvé  le  chiffre  exacte/?  examinant  bien  des  nom- 
bres qui  auraient  pu  satisfaire  aux  conditions  du  problème. 
Ainsi  notre  calculateur,  outre  l'esprit  de  combinaison  qu^il 
possède,  est  encore  doué  d'une  mémoire  surprenante  qui  lui 
permet  de  connaître  un  grand  nombre  de  chiffres.  » 

D'après  ces  indications  du  procès-verbal,  la  marche  qu'a 
suivie  Petroff  pour  résoudre  ce  problème,  selon  la  méthode 
d'essai,  a  pu  être  la  suivante:  Les  conditions  du  problème, 
nous  montrent  tout  de  suite  que  le  prix  d'un  poud  de  sucre 
ne  peut  être  inférieur  à  3  roubles.  Ne  sera-t-il  pas  de  4  rou- 
bles? 

Vérifions  cette  supposition  parles  conditions  du  problème. 
En  admettant  l'hypothèse  de  4  roubles  nous  voyons  que  la 
quantité  de  sucre  achetée  se  monte  à  115  pouds.  Si  pour  la 
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même  somme  on  avait  acheté  3  poudsde  plus  (118  ponds),  le 
prix  d'un  poud  aurait  diminué  de  moins  d'un  rouble  (Vs* rou- 
ble). Donc,  notre  essai  n'est  pasjuste. 

Pour  les  essais  subséquents^  avec  des  nombres  supérieurs  à 

4,  il  faudra  choisir  ceux  qui  présenteront  le  moins  de  difficul- 
tés pour  les  vérifications  suivantes: 

Ce  sont  dans  le  cas  présent,  les  diviseurs  entiers  du  nom- 
bre 460,  c'est-à-dire  5,  10,  20,  23,  etc. 

Si  ces  nombres  n'aboutissent  pas  à  trouver  l'inconnu  cher- 
ché, ils  nous  indiqueront  en  tous  cas  des  limites  plus  étroites 
pour  les  essais  suivants.  La  vérification  des  essais  faits  avec 
les  nombres  5,  10  et  20  noiM  montre  qu'ils  restent  égale- 
ment sans  succès.  En  revanche,  l'essai  tenté  avec  le  nombre 
23  nous  amène  directement  au  nombre  cherché  —  20  pouds 
—  car  la  diminution  correspondante  du  prix  d'un  poud  est 
exactement  de  3  roubles.  La  solution  du  problème  est  donc 
trouvée  après  cinq  essais.  Remarquons  que  1«  nombre  des 
essais  peut  être  moindre  encore  et  réduit  à  trois. 

En  effet,  la  diminution  insignifiante  du  prix  d'un  poud  de 
su(»re,  au  premier  essai  (avec  le  nombre  4)  nous  fait  voir  que 
des  essais  tentés  avec  le  nombre  10,  et  à  plus  forte  raison  avec 

5,  ne  pourront  nous^amener  à  la  diminution  de  prix  relative- 
ment forte  de  3  roubles  par  poud,  indiqué  par  le  problème. 

De  tous  les  problèmes  résolus  par  hvan  Petroff,  au  point  de 
vue  de  l'intérêt  qu'ils  présentent  sur  la  méthode  des  essais, 
la  seconde  place  appartient  au  problème  suivant,  qui  lui  fut 
proposé  par  le  Conseil  du  Gymnase  de  Kostroma,  et  qui 
rentre  dans  la  catégorie  des  problèmes  se  résolvant  par  les 
théories  des  équations  indéterminées  : 

«  Combien  y  aura-t-iluie  différents  moyens  de  payer  18  rou- 
bles^ avec  deux  genres  de  pièces  :  de  3  et  de  5  roubles  ?  » 

Le  procès  verbal  concernant  ce  problème  nous  apprend 
qu'Iwan  Petroff  le  résolut  par  tous  les  6  moyens.  La  condi- 
tion du  problème  nous  amène  à  essayer  si  nous  pouvons 
payer  la  somme  au  moyen  d'un  seul  genre  de  monnaie. 

La  vérification  par  les  conditions  du  problème  de  l'essai 
de  payer  en  se  servant  seulement  de  pièces  de  3  roubles, 
soit  la  division  du  nombre  78  par  3,  nous  donne  raison  et 
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nous  amène  en  même  temps  à  Tun  des  moyens  de  résoudre 
le  problème. 

La  même  vérification  appliquée  à  la  pièce  de  5  roubles 
nous  fournit  un  second  moyen  de  résoudre  le  problème,  et 
en  même  temps  nous  prouve  l'insuccès  de  Fessai  concernant 
notre  tâche  directe.  11  s'ensuit  que  le  nouveau  moyen  a  un 
caractère  mixte,  c'est-à-dire  qu'il  opère  le  paiement  avec  les 
deux  genres  de  monnaie,  15  pièces  de  5  roubles  et  1  pièce  de 
3  roubles. 

Après  les  deux  premiers  succès,  immédiat  dans  le  premier 
ras,  et  médiat  dans  le  second,  d'autres  essais  sont  inutiles, 
attendu  que  les  autres  moyens  de  paiement  s'obtiennent  en 
remplaçant  simplement,  dans  une  des  solutions  déjà  con- 
nues, un  groupe  de  pièces  par  un  autre  groupe  de  valeur 
équivalente.  Dans  la  première  solution,  soit  26  pièces  de  3 
roubles,  on  pourra  faire  5  substitutions,  en  remplaçant  5,  10, 
15,  20  et  25  pièces  de  3  roubles  par  3,  6,  9,  12  et  15  pièces  de 
5  roubles.  En  somme  on  obtient  six  solutions  différentes,  car 
la  solution  trouvée  au  moven  de  la  dernière  substitution  est 
identique  à  celle  que  nous  a  donnée  le  second  essai.  —  Nous 
trouverons  les  mêmes  solutions  en  faisant  les  substitutions 
correspondantes  dans  la  solution  trouvée  au  second  essai, 
c'est-à-dire  si  nous  remplaçons  3,  6,  9  et  12  pièces  de  5 
roubles  consécutivement  par  5,  10,  15  et  20  pièces  de  3  rou- 
bles. 

Le  problème  suivant,  par  son  intérêt  et  par  le  caractère 
typique  de  sa  solution,  se  distingue  entre  tous  les  problèmes 
purement  arithmétiques  :  De  deux  espèces  de  thé  dont  l'un 
coûte  7  roubles  50  kopecks  la  livre  et  l'autre  11  roubles,  il  faut 
faire  un  mélange  et  savoir  combien  l'on  doit  prendre  de  cha- 
que  sorte  pour  obtenir  50  livres  et  le  vendre  à  9  roubles  ? 

Ce  problème  appartient  à  un  genre  de  problèmes  très  con- 
nus sur  la  règle  d'alliage  de  seconde  espèce.  D'après  les  mots 
du  procès-verbal  du  Prof.  Pérévostchikoff  «  Iwan  Pétroff  l'a 
résolu  en  8  minutes  :  22  JP  de  thé  à  11  rb.  et  28  f  de  thé  à 
7  rb.  50  kop.  L'inexactitude  que  présente  cette  solution  est 
insignifiante  Les  vrais  chiffres  devraient  être  21  "/as  et 
28  «Vb6.  » 
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La  condition  sous-entendue  de  ce  problème  exigeant  que 
dans  la  vente  du  thé  (à  9  rb.  il  nV  ait  ni  gain  ni  perte),  exclut 
la  possibilité  de  Tessat  consistant  à  mélanger  les  deux  qua> 
lités  de  thé  en  proportion  égale  ;  elle  indique  clairement  que 
pour  ce  mélange  il  Tant  prendre  plus  de  thé  bon  marché  que 
de  thé  cher.  Les  essais  doivent  donc  commencer  par  la  sup- 
position que  le  mélange  se  compose  de  26  9  de  ihé  bon 
marché  et  24  9  de  thé  cher.  La  vérification  nous  prouve  que 
cet  essai  est  faux,  vu  qu'il  entraine  une  perte  de  9  rb.  L'essai 
suivant  avec  25  i  et  23,  n'aboutit  non  plus  à  rien,  car  il  fe- 
rait subir  une  perte  de  5  rb.  50  kop.  L'essai  avec  28  et  22  9 
donne  de  meilleurs  résultats  ;  ici  la  perte  n'est  que  de  2 
roubles.  Cet  essai  fut  le  dernier  tenté  par  Iwan  Petroff.  Il 
s'en  est  tenu  là,  peut-être  involontairement,  à  la  suite  d'une 
faute,  peut-être  intentionnellement,  voulant  éviter  d'autres 
essais  qui  auraient  pu  tirer  en  longueur.  La  tentation  qu'il 
eut  d'agir  ainsi  fut  d'autant  plus  grande  que  l'examinateur  et 
les  personnes  présentes,  ne  comprenant  pas  le  fond  de  la 
chose  et  trouvant  insignifiante  l'inexactitude  de  la  solution, 
se  déclarèrent  entièrement  satisfaits.  Qu'aurait  dii  faire  Iwan 
Petroff  pour  obtenir  une  solution  rigoureusement  exacte. 

Puisque  pour  les  essais  subséquents,  on  aura  affaire  à  des 
fractions,  il  est  utile  de  remarquer  qu'en  les  choisissant,  il 
est  indispensable  d'observer  le  même  principe  de  préférence 
des  nombres  les  plus  favorables  pour  les  calculs,  qu'on  ap- 
plique, comme  nous  l'avons  vu,  dans  les  cas  d'essais  faits 
avec  des  nombres  entiers. 

Si  les  fractions  les  plus  approchantes  ne  sont  pas  en  état 
de  nous  donner  la  solution  cherchée,  en  tout  cas  elles  nous 
conduirons  au  rapprochement  des  limites.  Il  faut  donc  com- 
mencer les  nouveaux  essais  avec  les  fractions  les  plus  sim- 
ples, avec  des  fractions  qui  aient  pour  numérateur  l'unité. 
Le  premier  essai,  dans  ce  nouveau  domaine,  consistera  donc 
dans  la  supposition  que  le  mélange  contient  28  7*  ^  d^  thé 
bon  marché  et  21  V«  ^  de  thé  cher.  La  vérification  nous  mon- 
tre que  l'essai  aboutit  à  une  perte  de  25  kopecks.  Il  est  donc 
sans  succès.  La  quantité  de  28  9  de  thé  bon  marché  doit 
être  augmentée  de  plus  d'une  demi-livre.  Les  augmentations 
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en  plus  d'une  demi-livre,  pour  les  essais  suivants,  de  7»' 
7*1  \5,  V^i  V^^  V»»  V»-  ^/lo,  i/n,  yi2,  Vi*  d^"ï*^ïït  des  gains 
conformes  de  91  Vs  kopecks,  62  7»,  45,  33 '/s,  25,  18  «A,  13  7», 
10,  6  7iij  476^  1  "/"•  Seul,  Tesssii  d'augmenler  la  demi-livre 
de  7i*j  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  composition  du  mé- 
lange de  28  JP  V?  de  thé  bon  marché  et  de  21  *  7?  de  thé 
cher  nous  amène  à  une  soluliou  exacte.  Il  est  clair  que  le 
nombre  des  essais  examinés  dans  le  domaine  des  fractions 
peut  être  considérablement  diminué;  puisqu'on  obtient  un 
gain  trop  fort  en  augmentant  la  demi-livre  d'un  tiers,  on  peut 
passer  immédiatement  à  l'augmentation  de  V?,  par  exemple, 
on  même  de  7«o  ou  ^/it. 

On  peut  du  reste  réaliser  une  économie  de  temps  et  de 
travail,  si  tout  de  suite  après  le  premier  essai  dans  le  domaine 
des  nombres  entiers,  on  remplace  tous  les  essais  suivants 
dans  les  deux  domaines  par  une  composition  progressive  des 
nombres  inconnus  et  cherchés  selon  les  conditions  du  pro- 
blème. C'est  pour  cette  raison  que,  comme  dans  le  problème 
précédent,  il  faut  seulement  remplacer  consécutivement  les 
parties  de  la  grandeur  approximative  de  celui  des  inconnus 
qui  doit  être  diminué,  par  des  parties  égales,  dans  un  certain 
sens,  de  grandeur  approximative,  de  l'autre  inconnu,  c'est- 
à-dire  celui  qui  doit  être  augmenté.  Dans  le  cas  actuel,  la 
raison  d'un  pareil  remplacement  est  la  diminution  de  la  perte 
de  3,  5  roubles  en  remplaçant  une  livre  de  thé  cher  par  une 
livre  de  thé  bon  marché.  Il  en  résulte  que  la  perte  de  9  rou- 
bles obtenue  au  premier  essai  diminuera  de  8  rb.  75  kop.  en 
remplaçant  2  V2  ^  de  thé  cher  par  la  même  quantité  de  thé 
bon  marché.  Ainsi  le  mélange  de  21  '/«  ^  de  thé  cher  donne 
une  perle  de  25  kopecks  seulement.  Remarquons  ensuite  que 
25  kopecks  sont  le  ^/u  de  3,5  roubles;  on  trouve  que  le  sup- 
plément au  remplacement  précédent,  qui  nous  donne  le  rem- 
placement de  Vi4  de  thé  cher  par  la  même  quantité  de  thé 
bon  marché  n'entraîne  ni  gain  ni  perte.  Le  résultat  de  ces 
deux  remplacements  n'est  autre  chose  que  la  réponse  exacte 
du  problème,  déjà  trouvée. 

Des  nombreux  problèmes  résolus  par  Inaudi,  considérons- 
en  deux  qui  lui  furent  proposés  par  l'Académie  des  Scien- 
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ces,  à  Paris,  le  8  février  1892  :  «  Quel  est  le  nombre  dont  le 
cube  additionné  à  ^on  carré  donne' 3600?  »  —  Cette  équa- 
tion cubique  pouvait  être  résolue  par  Inaudi  de  la  manière 
suivante  :  Les  conditions  du  problème  montrent  que  Tin- 
connue  cherchée  doit  être  plus  petite  que  la  racine  cubique  du 
nombre  3600.  La  détermination  de  cette  racine  peut  donc  ser- 
vir de  point  de  départ  aux  essais,  ou  de  limite  supérieure, 
dans  le  cas  présent.  Attendu  que  les  extractions  des  racines, 
même  des  degrés  supérieurs,  ne  donnaient  aucune  difficulté 
au  calculateur,  il  dut  trouver  aisément  que  la  racine  cubique 
du  nombre  3600  est  comprise  entre  les  nombres  15  et  16.  Au 
premier  essai,  on  pouvait  supposer  que  l'inconnue  cherchée 
était  15.  La  vérification  de  cette  supposition,  c'est-à-dire  la 
détermination  de  la  somme  du  cube  et  du  carré  de  15  —  con- 
firmant entièrement  la  supposition  —  montre  que  la  solution 
obtenue  par  le  premier  essai  est  parfaitement  juste.  De  sorte 
que,  grâce  à  sa  mémoire  numérique  prodigieuse  Inaudi 
donna  une  réponse  instantanée,  au  grand  étonnement  des 
pesonnes  présentes,  qui  ne  comprenaient  pas  ce  dont  il  s'agis- 
sait. Quelqu'un  même  qui  se  fût  intéressé  au  succès  d'Inaudi 
n'eût  pu  trouver  de  problème  plus  facile  à  résoudre,  et  plus 
sensationnel  en  même  temps.  La  solution  de  ce  problème, 
vu  l'extraction  du  cube  carré  qui  s'y  fait,  nous  oblige  à  ndus 
arrêter  à  la  question  des  procédés  employés  par  les  calcula- 
teurs extraordinaires  pour  les  extractions  des  racines.  Quoi- 
que n'ayant  aucune  difliculté  à  trouver  la  solution  des  pro- 
blèmes portant  sur  des  racines  à  indices  les  plus  divers, 
Inaudi  ne  put  donner  que  des  réponses  très  évasives  et  in- 
complètes sur  la  manière  dont  il  s'y  prenait  pour  les  résou- 
dre. D'après  ce  qu'il  dit,  on  voit  que  pour  les  extractions  des 
racines,  il  n'avait  aucune  méthode  précise  et  ne  faisait  aucun 
calcul  régulier.  En  faisant  avec  une  rapidité  extraordinaire 
l'élévation  des  nombres  qu'il  se  représentait  au  degré  corres- 
pondant, il  arrivait  enfin  à  découvrir  parmi  ceux-ci  la  racine 
cherchée.  En  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  est  certain 
qu'Inaudi  se  servait,  pour  l'extraction  des  racines,  de  la  mé- 
thode des  essais.  L'adaptation  de  cette  méthode  au  cas  pré- 
sent devait  certainement  commencer  par  la  détermination  des 
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limites  entre  lesquelles  doivent  rentrer  les  essais  à  accom- 
plir. Le  système  de  calcul  décimal  fournit,  pour  cette  déter- 
mination, des  indications  primordiales  très  précieuses.  Pre- 
nons comme  exemple  le  nombre  1.048.576  et  tirons-en  à 
Faide  de  la  méthode  des  essais,.  la  racine  au  5™*  degré.  L'élé- 
vation à  ce  degré  des  nombres  10  et  20  donne  respectivement 
100.000  et  3.200.000.  Vu  que  le  nombre  donné  se  trouve  entre 
ces  puissances,  elles  constituent  les  limites  qui  contien- 
dront entre  elles  les  essais  suivants.  Si  le  nombre  donné  se 
trouvait  près  d'une  de  ces  limites,  cette  dernière  serait  la 
limite  supérieure  ou  inférieure  par  laquelle  devraient  com- 
mencer les  essais.  Mais  dans  le  casprésent,le  nombre  donné 
se  trouve  loin  de  Tune  et  Tautre  puissances  trouvées.  C'est 
pourquoi  les  essais  devront  commencer  par  un  nombre  in- 
termédiaire qui  se  trouve  entre  leurs  racines  au  5"*  degré, 
c'est-à-dire  par  le  nombre  15.  La  vérification  de  cet  essai 
nous  montre  que  Télévation  réelle  du  nombre  15  au  5™*  de- 
gré est  sans  succès,  vu  qu'elle  nous  donne  le  nombre  759.375. 
Malgré  son  insuccès,  cet  essai  est  néanmoins  utile,  car  il 
rapproche  les  limites  des  essais  suivants.  En  vérité,  il  donne 
un  nombre  qui  remplace  la  limite  inférieure  par  une  autre 
limite  plus  proche  du  nombre  donné.  Les  essais  suivants 
doivent  donc  être  commencés,  en  vertu  du  principe  des  nom- 
bres approchants,  parle  nombre  entier  le  plus  voisin  de  15, 
c'est-à-dire  16.  La  vérification  deTessai  consistant  dans  l'ad- 
mission de  ce  dernier  nombre  comme  la  racine  cherchée, 
confirme  entièrement  cette  supposition  et  donne,  dans  le  cas 
considéré,  l'expression  parfaitement  juste  de  la  raison  cher- 
chée. 

Le  second  problème  proposé  à  Inaudi  par  l'Académie  des 
sciences  est  le  suivant:  Trouvez  un  nombre  composé  de  4 
chiffres^  dont  la  somme  égale  25,  sachant  que  la  somme  des 
chiffres  représentant  les  centaines  et  les  milliers  est  égale  au 
chiffre  des  dizaines  et  que  la  somme  des  chiffres  des  dizaines 
et  des  milliers  égale  le  chiffre  des  unités^  en  outre  que  les 
chiffres  lus  dans  Vordre  inverse  de  l'écriture  donnent  un  nom- 
bre plus  grand  que  8082. 

En  employant  la  méthode  ordinaire,  ce  problème  se  réduit 
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à  un  système  de  quatre  équations  à   4  inconnues.  Voyons 
comment  il  sera  résolu  par  la  méthode  des  essais.  Le  plus 
proche  des  nombres  qui  satisfasse  à  la  première  condition 
du  problème  sera  évidemment  un  nombre  de  4  chiffres,  re- 
présenté par  trois  nombres  6  et  un  nombre  7.  Pour  décider 
la  place  que  peut  occuper  ce  dernier  nombre,  il  suffit  de  se 
référer  à  la  seconde  condition  du  problème,  qui  montre  que 
le  chiffre  des  dizaines  doit,  en  général,  dépasser  chacun  des 
chiffres  des  milliers  et  des  centaines,  pris  à  part.  Donc  le 
nombre  qui  satisfera  entièrement  à  la  première  condition,  et 
partiellement   seulement  à  la  seconde,  sera  6676.  On  peut 
accepter  ce  nombre  comme  point  de  départ  pour  les  essais 
suivants,  ou  bien  —  ce  qui  dans  le  cas  présent  est  plus  facile 
—  pour  la  formation  graduelle  de  l'inconnue  cherchée,  selon 
les  conditions  du  problème.  Les   moyens  d'arriver  à   cette 
formation  sont  les  changements  faits,  selon  les  conditions, 
dans  le  nombre  choisi  qui  nous  sert  comme  point  de  départ 
dans  le  premier  essai.  Pour  s'approcher  encore  davantage 
du  nombre  à  composer  et  remplir  la  seconde  condition,  les 
chiffres  des  milliers  et  des  centaines  ne  doivent  pas  faire  en- 
semble  plus  de  9;    et  pour  atteindre  définitivement  pleine 
satisfaction,  il  faut  que  le  chiffre  des  dizaines  lui-même  égale 
9.  Diminuant  en  vertu  de  ces  considérations  12,  soit  la  somme 
des  chiffres  des  milliers  et  des  centaines,  de  3,  et  prenant  à 
ce  dernier  chiffre  2  unités  pour  les  ajouter  au  chiffre  des  di- 
zaines, ou  7  et  1  au  chiffre  des  unités,  ou  6  on  trouve  Tun 
des  deux  nombres  4597  ou  5497,  qui  satisfont  aux  deux  pre- 
mières conditions.  La  troisième  condition,  de  même  que  la 
seconde,  exige  du  nombre  cherché  que  la  somme  des  chiffres 
de  ses  milliers  et  dizaines  soit  inférieure  à  10  et  égale  au 
chiffre  des  unités.  La  première  de  ce^  exigences  exclut  de 
tout  examen  le  second  des  nombres  composés  tout  à  Theure, 
comme  ayant  une  somme  plus  grande  de  chiffres  des  milliers 
et  des  dizaines.  Quant  au  premier  de  ces   nombres,   après 
avoir  diminué  de  4  les  chiffres  des  milliers  et  des  dizaines, 
il  faut  distribuer  ce  4  entre  les  chiffres  des  centaines  et  des 
unités,  de  manière   à  satisfaire  entièrement  à   la   troisième 
condition  sans  manquer  à  la  seconde.  Pour  cela,  il  faut  dimi- 


CALCULATEURS    EXTRAORDINAIRES  353 

nuer  de  3  le  chiffre  des  milliers,  et  le  chiffre  des  dizaines  de 
1,  et  augmenter  de  2  les  centaines  et  les  unités.  Ces  change^ 
ments  faits,  nous  obtenons  le  nombre  1789,  qui  remplit  en- 
tièrement les  3  premières  conditions.  La  vérification  de  ce 
dernier  nombre  par  la  quatrième  condition  du  problème, 
soit  la  soustraction  du  nombre  1789  du  nombre  obtenu  en 
inversant  Tordre  des  chiffres,  9871,  confirme  la  justesse  de 
cet  essai  et  achève  la  solution  du  problème  par  la  méthode 
des  essais.  La  durée  de  cette  solution  peut  être  beaucoup 
plus  abrégée  si  Ton  prend  de  suite  en  considération  plusieurs 
conditions,  et  même  les  3  premières  ensemble.  Inaudi  pos- 
sédant une  mémoire  numérique  si  étonnante,  et  le  talent 
qu'on  lui  prête  de  saisir  avec  une  vitesse  extraordinaire  les 
relations  existant  entre  les  données  du  problème,  on  peut 
même  s'étonner  qu'il  n'ait  pas  trouvé  instantanément  la  so- 
lution du  problème  et  qu'il  y  ait  mis  deux  à  trois  minutes. 
Cet  étonnement  est  parfaitement  justifiable,  en  vertu  de  la 
soumission  des  conditions  du  problème  aux  lois  du  système 
hindou  de  calcul  écrit,  soumission  qui,  dans  la  méthode  des 
essais,  est  tout  à  fait  indispensable  et  rend  la  quatrième  con- 
dition absolument  superflue.  L'exactitude  de  cette  remarque 
peut  être  facilement  prouvée,  soit  par  la  méthode  des  essais, 
soit  par  les  méthodes  ordinaires  employées  dans  la  science. 
En  effet,  l'examen  du  nombre  1789  par  la  première  méthode 
montre  qu'il  n'existe  aucun  autre  nombre  qui  soit  en  état  de 
satisfaire  à  la  fois  aux  3  premières  conditions  du  problème. 
De  même,  en  employant  les  méthodes  ordinaires,  en  laissant 
de  côté  la  quatrième  condition,  et  en  ajoutant  du  système 
des  3  équations  indéterminées  à  4  inconnues. 

X  +  ?/  +  2  +  w  =  25 
X  +  y  =z 

X  +  z  =  a 

que  nous  obtenons  des  3  premières  conditions  du  problème 
les  inégalités  x  <  10,  y  <  10,  s  <  10,  u  <  10,  qui  expriment 
les  lois  du  système  de  calcul  écrit  hindou,  toutes  les  solu- 
tions du  système  indéterminées  seront  éliminées,  sauf  une 
—  le  nombre  1789. 

L'Enseignement  mathém.,  7*  année;  1905.  24 
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La  description  des  solutions  de  divers  problèmes  à  Taide 
de  la  méthode  dressai  nous  permet  de  nous  représenter  cette 
méthode  dans  son  aspect  général.  Comme  nous  le  montre 
son  nom  même,  elle  consiste  en  une  suite  d'essais  à  Taide 
desquels  on  tâche  de  parvenir  à  une  solution  aussi  exacte 
que  possible.  Vu  que,  pour  avoir  du  succès,  il  faut  réduire 
autant  que  possible  le  nombre  des  essais,  il  est  indispensa- 
ble, avant  de  la  commencer,  de  déterminer  leurs  limites, 
inférieure  et  supérieure^  ou  les  deux  ensemble  selon  les 
conditions  du  problème. 

Pour  le  preifaier  essai  qui  sert  de  point  de  départ  aux  autres, 
il  faut  prendre  une  de  ces  limites,  ou  bien  un  nombre  qui 
s'en  rapproche  plus  ou  moins.  En  cas  d'insuccès  du  premier 
essai,  le  choix  des  nombres  pour  le  second  se  fait  selon  le 
principe  des  nombres  favorables  (principalement  pour  les 
calculs).  Parvient-on,  par  ces  essais,  à  la  solution  du  pro- 
blème? ou  bien^  dans  le  cas  contraire,  jusqu'à  quel  point  par- 
vient-on à  le  résoudre?  C'est  à  l'aide  de  la  vérification  du 
problème  que  se  résout  cette  question.  Cette  vérification 
s'impose  si  impérieusement  par  la  nature  même  de  la  méthode, 
qu'il  est  indispensable  d'eu  parler,  non  seulement  comme  du 
moyen  unique  et  naturel  provenant  des  conditions  de  la  mé- 
thode pour  l'estimation  des  essais  ;  elle  représente  un  élé- 
ment de  la  méthode  si  essentiel  et  si  indispensable  que  sans 
cette  estimation  son  emploi  est  absolument  inadmissible.  Le 
trait  caractéristique  de  la  méthode  des  essais,  qui  la  distingue, 
d'une  manière  décisive  des  autres  méthodes  dans  le  même 
domaine,  c'est  son  caractère  de  généralité  ;  vu  qu'elle  s'appli- 
que aux  solutions  des  questions  théoriques  et  pratiques  et  des 
problèmes  les  plus  divers.  Grâce  à  cette  qualité  importante,  due 
à  saprimitivité,  elle  est  absolument  exempte  de  tout  ce  qui  est 
artificiel  dans  son  origine,  dérivée  de  la  nature  psychique  de 
l'homme  sans  aucune  participation  de  la  conscience  ni  du 
cours  des  idées  spécialisées  qui  surgissent  en  elle.  Mais  il 
faut  remarquer  que  c'est  seulement  théoriquement  que  l'on 
parle  de  la  généralité  de  la  méthode  des  essais.  En  pratique, 
le  succès  de  l'application  est  souvent  très  douteux  et  souvent 
très    inaccessibles.    Les    questions   compliquées   contenant 
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beaucoup  de  conditions  ou  exigeant  la  détermination  de  beau* 
coup  d'inconnues,  de  même  que  la  recherche  des  solutions 
exactes  dans  un  grand  nombre  de  cas,  exigent  généralement 
un  nombre  très  grand,  et  même  indéterminé  d'essais.  On  peut 
arrivera  un  essai  heureux  dans  une  quantité  de  pareilles  ques-* 
tiens  soit  par  hasard,  soit  à  Taide  d'une  persévérante  pour- 
suite du  but  prolongée  plus  ou  moins  longtemps.  —  Enfin  il 
n'est  pas  difficile  de  se  représenter  des  cas  où  ni  le  hasard  « 
ni  une  certaine  persévérance  n'aboutissent  à  rien.  Un  autre 
trait  de  la  méthode  des  essais,  c'est  Vincapaciii  de  ses  procé* 
dés  de  s'élever  au-dessus  du  seuil  de  la  conscience^  autre- 
ment dit  leur  inconscience,  qui  s'est  manifestée  aussi  claire- 
ment dans  l'antiquité  que  chez  les  gens  des  temps  plus  mo- 
dernes se  trouvant  sur  la  même  échelle  de  développement 
intellectuel. 

Si  dans  la  science  parvenue  à  un  état  plus  développé, 
l'emploi  de  la  méthode  des  essais  n'avait  pas  été  exclus,  cer- 
tes, son  inconscience  l'aurait  vu  disparaître  d'elle-même.  La 
méthode  d'essai  peut  être  directe,  quand  les  essais  tendent  à 
la  détermination  du  nombre  cherché,  et  indirecte,  quand  ils 
veulent  déterminer  un  nombre  qui  se  trouve  dans  des  rap- 
ports connus  avec  le  nombre  cherché,  selon  les  conditions 
du  problème.  Ce  dernier,  dans  ce  cas,  se  cherche  indirec- 
tement à  l'aide  de  son  lien  avec  le  nombre  trouvé. 

Un  cas  de  méthode  particulier  des  essais,  soit  sa  forme 
particulière,  c'est  la  méthode  des  formations  graduelles,  ou 
la  composition  de  l'inconnu  cherché  selon  les  conditions  de 
la  question.  Dans  cette  méthode,  tous  les  essais,  ou  une  par- 
tie des  essais,  excepté  le  premier  nombre,  se  remplacent  par 
une  suite  de  changements  apportés  à  un  nombre  qui  sert  de 
point  de  départ,  ou  bien,  en  général,  par  le  dernier  essai. 
Le  rapprochement  graduel  de  ce  nombre  de  la  solution 
cherchée  et  exacte  de  la  question  est  le  seul  but  de  ces  rem- 
placements, et  c'est  par  ce  but  seul  qu'il  faut  se  laisser  guider 
en  les  effectuant.  L'adaptation  de  cette  méthode  étant  loin 
d'être  admise  dans  toutes  les  questions  qui  peuvent  être  ré- 
solues à  l'aide  de  la  méthode  des  essais,  on  ne  peut  y  voir 
qu'un  cas  particulier  de  cette  dernière,  comme   on  l'a  déjà 
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fait  remarquer  plus  haut.  Mais  ce  cas  particulier  représente 
des  avantages  considérables  et  se  trouve  à  un  degré  de  déve> 
loppement  plus  haut  que  la  méthode  générale.  Nous  avons 
déjà  vu  que  son  introduction  diminue  considérablement  la 
durée  de  la  solution  du  problème.  Mais  ce  n'est  pas  tout  ;  il 
apporte  dans  le  procédé  de  la  recherche  de  Tinconnu  d'après 
la  méthode  des  essais  une  plus  grande  précision,  et  dans 
quelques  cas,  comme  par  exemple  dans  le  problème  envisagé 
plus  haut,  dans  la  règle  d^alliages,  il  rend  ces  procédés  abso- 
lument précis.  Enfin,  exigeant  une  compréhension  fonda- 
mentale du  problème,  et,  en  général  une  certaine  maturité 
d'esprit,  il  constitue  la  plus  haute  expression  de  la  méthode 
des  essais,  dont  la  possession  et  Tusage  conscients  ne  peu- 
vent être  accessibles  à  l'homme  avant  qu'il  soit  parvenu  à 
un  degré  assez  élevé  de  développement  intellectuel.  Grâce  à 
ces  qualités,  beaucoup  de  questions  deviennent  parfaitement 
accessibles  à  la  méthode  des  essais  ;  le  succès  de  leur  solu- 
tion représente,  diaprés  ce  qui  a  été  dit,  des  difficultés  consi- 
dérables, souvent  insurmontables,  ou  bien  il  est  dii  qelque- 
fois,  au  hasard. 

V.    BOBYNIN  (Moscou). 

(Traduit  par  V.  Fréedericksz,  Genève). 


SUR  QUELQUES   POINTS   ÉLÉMENTAIRES 

DU   CALCUL    INTÉGRAL 


Dans  les  lignes  suivantes  je  me  permets  de  communiquer 
deux  remarques  qui  m'ont  été  utiles  dans  mon  Cours  univer- 
sitaire sur  le  Calcul  intégral;  la  première  se  rapporte  à  la 
démonstration  de  Texistence  de  l'intégrale  définie  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable  réelle,  l'autrei  à  la  notion  de  l'inté- 
grale curviligne  d'une  différentielle  exacte  et  à  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  fondamentaux,  relatifs  à  ces  intégrales. 
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desquels  découlent  les  théorèmes  de  Caughy  sur  les  intégrales 
des  fonctions  monogènes  d'une  variable  complexe. 


I 

Soit  f  [x]  une  fonction  de  la  variable  réelle  j?,  uniforme  et 
finie  dans  Tintervalle. 

p  <^  <q • 
Pour  démontrer  Texistence  de  l'intégrale 

(1)  I    f(x)dx  . 

a 

ay  b  étant  deux  valeurs  situées  entre  p  et  q,  il  faut  démontrer, 
selon  RiEMANN  S  que  la  somme 

n 


(2)  2K---^.i-ï»/'<Sit-i> 


*==! 


tend  vers  une  limite  déterminée,  si  Ton  augmente  le  nombre 
/i-l  des  points  .ri, ... ,  »r«_i,  partageant  Tintervallé  «,..6  («  =  j?o, 
b  =  Xn)  en  n  parties,  de  manière  que  l'étendue  de  chacune 
des  parties  devienne  aussi  petite  que  Ton  veut,  et  que  cette 
limite  soit  indépendante  du  choix  des  points  .ri, ....  .r„_  i  et 
des  points  intermédiaires  4i(  -i  i 


^ifc— 1  ^  5a— 1  '^  •***  • 


Si  Ton  forme  la  sonime(2)  pour  les  mêmes  points  jri,...,.rn-j, 
mais,  pour  deux  séries  différentes  de  valeurs  intermédiaires 
f*_i  et  îit_i  : 

k 


S,  =2  (-^^-^it-i)  /■(«*-!»    • 


k 


>  Werke,  (1893),  p.  939. 
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la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  différence 
Si  —  Si  devienne  aussi  petite  que  Ton  veut  en  augmentant  le 
nombre  n  de  la  dite  manière,  consiste  -r—  comme  on  sait  — 
en  ce  que 


n 


(3)  Hm'5('*-'^*-l^'it-l  =  0 


en  désignant  par  9j^_^  Voscillation  de  la  fonction  /  [x]  dans 

l'intervalle  Xk^i  ...^jt ,  c'est-à-dire,  la  différence  entre  les  va- 
leurs extrêmes,  dont  la  fonction  f  {x)  est  capable  dans  cet 
intervalle.  Quant  à  la  démonstration  que  cette  condition  est 
suffisante  pour  que  les  sommes  (2),  formées  ayec  des  séries  dif- 
férentes de  points  de  partition  xi,  ... ,  Xn-u  tendent  vers  une 
limite  commune,  elle  se  fait  ordinairement  en  appliquant  le 
principe  de  la  superposition  des  partitions,  due  à  Caughy^ 
Je  vais  montrer,  en  m'appuyant  à  une  remarque  due  à  Kro- 
NEGKER^  que  l'application  du  principe  mentionné  devient  su- 
perflu, si  l'on  étend  de  la  manière  suivante  le  sens  de  la 
condition  (3). 

Soient  l^k—i  *••  Kk  des  intervalles  embrassant  les  intervalles 
Xk-~.i  •..  .X'*,  inais  tels  que  Ç*  —  ^k—i  tende  vers  zéro  en 
même  temps  que  Xk  —  J?*— i  ;  ces  intervalles  plus  grands  pour- 
ront d'ailleurs  pénétrer  l'un  dans  l'autre.  En  désignant  alors 
par  a^_j  l'oscillation  de  f{x)  dans  Tintervalle  Çjt— i  ..-  C*  et  par 

|it-i,  |it-i  deux  valeurs  intermédiaires  du  même  intervalle,  la 
condition  (3)  continuera  d'être  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  sommes  Si,  Sa  se  rapprochent  indéfîniment. 

Augmentons  maintenant  le  nombre  ?i  des  parties  (.r4^i....rjt; 
selon  une  loi  arbitraire,  de  manière  que  ces  parties  tendent 
vers  zéro,  et  soient 

les  sommes  (2),  formées  pour  les  partitions  successives  avec 
des  valeurs  intermédiaires  quelconques  ;  il  faut  démontrer 


*  Résumé  des  leçons,  etc.  (1823),  p.  81. 

*  Vorlesungen  ftber  Intégrale  (1894),  p.  6-7. 
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qu'étant  i  une  petite  quantité  positive  donnée  à  Tavance,  on 
puisse  déterminer  le  nombre  N  de  manière  que  Ton  ait 


l^'^,. 


—  S»  |< <r 

V  V 


pourv>  N  et  3l  arbitraire,  c'est-à-dire  que  limvS,,^  existe.  Puis 
il  faut  démontrer  que  cette  limite  soit  indépendante  de  la 
manière,  dont  le  nombre  n  a  été  augmenté.  Soient  donc 
.ri  ,  ...  ,  x«_i,  avec  les  valeurs  intermédiaires  $o^  •••  Îm-i^  et 

ÏJ  1  •••  1  ïm  — j ,  avec  les  valeurs  intermédiaires  $o^  •••  .  $w~i  i 
deux  partitions,  et 

m 

les  sommes  correspondantes,  il  suffira  d'établir  que  la  diffé- 
rence T-S  tende  vers  zéro,  si  Ton  fait  croître  n  et  m  de  manière 
que  les  différences  Xk — .^*— i  (A:=  1,  2,...,  n)  et  %k  — ï*— i 
(A'=l,2,...,/w)  deviennent  infiniment  petites.  A  cet  effet,  dé- 
signons par  ïi  , ... ,  ï/ï+m— î  les  valeurs  Xk  et  j^ ,  rangées  par 
ordre  croissant,  et  soit  l'intervalle  3£>— i  ...  ï>  contenu  dans 

rintervalle xj^—i  ...  J7j^  etdans  l'intervalle  ï^—i  •••ïx  ;alorsilest 

évident  que  nous  aurons: 

m  4-  n  —  1 

"A=i 

m  4-  n  —  1 

).  =  i 

Mais  écrites  de  telle  manière,  les  sommes  S  et  T  rentrent 
sous  la  forme  des  sommes  Si ,  Sa  prises  dans  le  sens  étendu, 
parce  qu'en  réunissant  les  intervalles  .r^_4  ....c.  et  r^   , ...  j-,    , 

on  obtient  un  intervalle  Ç)_|  ...  Çj^  qui  contient  les  points  ^^^^i 
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et  |;^_i ,  embrasse  à  la  fois  rintervalle  ï;— i ...  ïx  ^^  devient 
infiniment  petit  en  même  temps  que  ï^-i  .--ïx-  La  condition 

(3)  est  donc  suffisante  pour  que  S  et  T  tendent  vers  une  limite 
commune,  c.  q.  /l  d. 

Il  est  évident  que  cette  condition  se  trouve  satisfaite,  — 
aussi  dans  le  sens  étendu,  —  si  f{x)  est  une  fonction  conti- 
nue, au  sens  de  Gauchy,  dans  l'intervalle /^...ç'. 

II 

Soient  P({,  yj),  Q(Ç,  yj)  deux  fonctions  des  variables  réelles  |,  n 
qui,  à  rintérieur  d'un  domaine  S  simplement  connexe  du 
plan  des  (|,  >?),  sont  uniformes  et  finis  et  admettent  des  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  î  et  yj.  Si  la  condition  d'intégra- 
bilité. 

(1)  '^ = '-§ 

se  trouve  satisfaite  à  Tintérieur  de  S,  l'équation  différentielle 

(2)  du  =  Vd\  +  Qé/^ 

possède  une  solution  u  qui  est  une  fonction  des  deux  va- 
riables indépendantes  |,  yj  uniforme  à  l'intérieur  de  S,  et  qui 
s'évanouit  pour  un  point  (loi>îo)  ^®  S,  donné  arbitrairement. 
C'est  ce  que  nous  allons  démontrer,  sans  faire  usage  des  no- 
tions de  l'intégrale  curviligne  et  de  l'intégrale  double  ;  au 
contraire,  notre  démonstration  nous  va  permettre  de  démon- 
trer d'une  manière  extrêmement  simple  les  théorèmes  clas- 
siques, relatifs  aux  intégrales  curvilignes.  Nous  allons  procé- 
der suivant  ëuler  ^ 

1.  Soient  (Ç^,,  n^  et  (|,  yj)  deux  points  de  S,  tels  que  le  rec- 
tangle déterminé  par  les  points  (l^,  /j^),  (|,  yjo),  ({,  rî),  ($o»  '^O  — 
qui  seront  désignés  aussi  par  A,  B,  C,  D  —  se  trouve  en- 
tièrement à  l'intérieur  de  S.  Nous  considérons  les  deux  ex- 
pressions 


*  Voir  Institutiones  calculi  integralis,  t.  I,  caput  II,  art.  418  et  suir. 
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(3) 


(4) 


qui  pourront  être  caractérisées  de  manière,  que  la  première 
V  se  rapporte  à  la  marche  supérieure  (AD,  DC),  Tautre  (^  à  la 
marche  inférieure  (AB,  BC),  joignant  les  points  A  et  G.  Nous 
allons  démontrer  que  v  et  v  satisfont  à  Téquation  (2)  et  que  ces 
deux  expressions  sont  identiques,  c'est-à-dire  que  Ton  a  les 
équations 

(7)  7—  i'=:0   . 

Les  deux  équations  (5)  se  vérifient  immédiatement;  quant 
aux  équations  (6),  il  suffira  de  donner  la  démonstration  de  la 
première. 

Posons  à  cet  eflPet 

Ç 


(8) 


nous  aurons  ^ 


w 


:  rp(Ç,„rfÇ  , 


(9)  5;'  =  Q,ç,.„+È^. 


Mais 


Ô9  -    -V     -'     .     ^^ 


'  C.  f.  ECLKR,  /.  e.,  art.  448.  Pour  que  les  calculs  suivants  soient  légitimes,  il  fiiut  imposer 
aux  fonctions  P,  Q  encore  certaines  conditions  supplémentaires  que  Ton  va  tirer  facilement 
de  ces  calculs  mêmes. 
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donc  en  vertu  de  la  condition  d'intégrabilité  (1) 


(10) 


r,H"-S)  =  »' 


c'est-à-dire  que  l'expression. 


(H)  Q(Ç.,)-^=F(,) 

est  indépendante  de  |.  Etant 

(12)  limtv  =  0  ,   lim  —  =  0  . 

on  aura  donc 

et  d'après  les  équations  (11)  et  (9), 

^^=Q(Ç,„-Q(Ç,,i,)  . 
on 

-i^  =r  Q(Ç.  «)   ,  c.q.f.d. 

ou 

Pour  démontrer  Téquation  (7),  nous  remplaçons  dans  les 
limites  supérieures  de  (/,  v  les  Ç,  n  par  {i,  yji  ;  Téquation  (I) 
s'écrit  alors  : 

Çi  T9i  Ço  ^''o 

(7a)     rP(Ç,iïo)rfÇ-f  rQ(Çi,fl)^iï-h  rP(Ç.ï»i)^Ç  -h|Q(Ç„,u)^»  =  0  , 

$0  Vo  \x  «1 

équation  qui  peut  s'énoncer  en  disant  que  l'intégrale  de  la 
différentielle  exacte  P  rf$  +  Q  d-ri^  menée  au  sens  positif  sur 
la  périphérie  du  rectangle  (A  BC  D)  s'évanouit;  l'équation  (7; 
n'est  donc  autre  chose  que  le  théorème  de  Riemann-Cauchy  * 
pour  le  cas  du  rectangle  (A  B  G  D)  *. 


s  RiKMANN,  Werke  (1893),  p.  15,  I. 

*  Quant  à  l'équation  (7),  Eulbr  n'en  donno  pas  de  démonstration  explicite,  il  s'exprime 
comme  il  suit  (1.  c,  art.  452)  :  «  Ex  rei  natura  patet,  perinde  -esse  utra  via  procedaiur  ne- 
cesse  enim  est  ad  eandem  aeqnationem  integralem  perveniri  *.  Mais  la  démonstration  qu'on 
va  lire  dans  le  texte,  ne  fait  usage  que  des  moyens  qu'EuLKH  avait  à  sa  disposition. 


CALCUL    INTÉGRAL  363 

Soit  (J,  n)  un  point  quelconque  à  Tintérieur  de  (ABGD)  et 
posons 


nous  aurons,  diaprés  ce  qui  précède, 

(13)  ^  =  Q(Ç,,)  . 

et  le  premier  membre  dé  Téquation  (7«)  pourra  s'écrire  : 


«0 


ou  encore 


«1 


«. 


intégrale  qui  s'évanouit  d'après  l'équation  (13). 

2.  Soient  maintenant  ({^,  yj^)  et  (^,  îj)  deux  points  quelcon- 
ques à  l'intérieur  du  domaine  S,  on  pourra  intercaler  d'une 
infinité  de  manières  des  points  en  nombre  fini 

(Çl    .     ^l)     I     (Ç«    »     ^f)       »     •••      »      (5;t_«j   »      '«—  l) 

appartenant  également  à  S  et  tels  que  pour  deux  points  consé- 
cutifs [l\^i  ,  73]^. 4|  et  (fx,  riy)  (ou  $«  =  $.  fin  =  ri)  OU  la  marche 
supérieure  ou  la  marche  inférieure,  joignant  ces  deux  points, 
se  trouve  entièrement  à  l'intérieur  de  S.  Suivant  le  cas  qui  se 
présente  désignons  par  i^;^  ou  l'expression 

\  h 

(15)  Tq  (Ç^_j^  ,  «)  ^iï  -h  JP  (Ç  ,  lïj^)  ^Ç 
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OU  Texpression 

(15  a) 


si  toutes  les  deux  marches  étaient  situées  à  l'intérieur  de  S, 
les  deux  expressions  (15)  et  (15«)  seraient  identiques  d'après 
le  théorème  (7).  La  somme 

(16)  Vx-\-  v%-\'  .-.  -f-  vn 

représente  alors  une  fonction  de  £,  n^  satisfaisant  à  Féquation 
diflFérentielle  (2)  et  s'évanouissant  pour  f^  ,  tj^.  Pour  démontrer 
que  cette  fonction  est  uniforme  à  Tintérieur  de  S,  il  suflît  de 
faire  voir  qu'elle  est  indépendante  du  choix  des  points  inter- 
calés. 
Soit  donc 

une  autre  série  de  points  intercalés,  et 

(16«)  <  +  ^+-   +^m 

la  somme  des  intégrales  correspondantes  ;  les  séries  (14)  et 
(14ûf)  vont  déterminer  deux  escalierSy  joignant  les  points 
do'  ^o)  ®^  (f'  *î)  ^*  situés  entièrement  à  l'intérieur  de  S.  L'aire 
limitée  par  eux  pourra  évidemment  être  partagée  en  un 
nombre  fini  de  rectangles,  tels  que  (AB  CD)  ;  en  appliquant 
donc  le  théorème  (7)  sur  chacun  de  ces  rectangles,  on  démon- 
trera immédiatement  l'identité  des  sommes  (16),  (16a). 

La  somme  (16)  fournit  la  solution  u  de  l'équation  différen- 
tielle (2),  dont  nous  nous  sommes  proposés  de  démontrer 
l'existence  ;  elle  sera  représentée  par  le  symbole 

(Ç .  ïî) 

(lo  '   Vo) 


«=  s  r 


*  Le  principe  de  la  déGnition  de  Tintégnilo  (17)  indiqué  dans  le  n*  9,  a  été  imaginé  à 
peu  près  en  même  temps  par  mon  ami  Hbfkter  et  par  moi  (voir  la  communication  de  M. 
Hbpptbr,  GÔttinger  Nachrichten,  1904,  p.  196).  Pour  moi  les  considérations  de  la  note  pré- 
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3.  Pour  passer  encore  à  Tapplication  des  résultats  obtenus 
à  la  démonstration  des  théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux 
intégrales  curvilignes,  soit  C  une  courbe  menée  dans  Tinté- 
rieur  de  S  entre  les  points  (fi,  >7i),  ({t,  rît)  et  représentée  par 
les  équations 

7  (0^  ^  (0  étant  deux  fonctions  uniformes  du  paramètre  /,  et 
admettant  des  dérivées  y'(/),  ^'(/)  continues  dans  l'intervalle 
/1.../3,  où 

Alors  Tintégrale  curviligne  prise  suivant  C  n'est  autre  chose 
que 

Ht.  lit)  /. 

(18)  C  Ç{Vdi  -h  Q^iï)  =   TlP-fUI  -h  Q.f  1/))^/  . 

ifi.ïîi)  tx 

Comme  la  fonction  uniforme  a  (|,  >)),  donnée  par  l'expres- 
sion (17)  satisfait  à  Téquation  différentielle  (2),  on  a 

piyio .  *u))  ?'u)  +  Q(?u) .  *(o)f u)  =  "^"^^^^j;"^^^^^ . 

donc 

c  ApJÇ  -h  Qàii)  =  w(?(^i»  ,  +W)  —  M(?(M  .  ^(^)) 

(fl  .  ÏJl)  =  M  (fi .  Ht)  —   M  (Çl .  lïl)     , 

ce  qui  montre  que  l'intégrale  (18)  est  indépendante  du  chemin 
d'intégration  C,  et  que  partant  l'intégrale  relative  à  une  courbe 


sente  ne  forment  qu'une  application  très  particulière  des  développements  analogues  que 
j'ai  établis  relativement  aux  solutions  des  systèmes  d'équations  diflerentielles  linéaires,  et 
qui  seront  publiés  ailleurs. 

"*■  On  sait  d'après  les  travaux  de  MM.  Goursat,  Transactions  of  the  American  Math.  Soc.^ 
]  (1900),  MooRR,  ibid,,  Prinoshbim,  ibid.,  II  (1904).  Hrfkter,  Gôtt.  Nachrichten,  1902, 
1903,  1904,  que  la  définition  do  l'intégrale  curviligne  peut  être  donné  pour  des  courbes 
d'un  caractère  beaucoup  plus  général,  mais  comme  pour  la  plupart  des  applications  ana- 
l3rtiques  la  définition  adoptée  dans  le  texte  est  assez  générale,  elle  suffira  pour  les  buts 
de  l'enseignement,  et  c'est  à  quoi  nous  nous  restreignons  dans  cette  note. 
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fermée  se  réduit  à  zéro  ^  Le  passage  aux  théorèmes  de  Cau- 
CHY,  relatifs  aux  intégrales  de  fonctions  riionogènes,  se  fait 
maintenant  de  la  manière  usuelle. 

Remarquons  enfin  que  les  considérations  du  n^  I  s'éten* 
dent  sans  difQculté  aux  intégrales  multiples,  aussi  bien  que 
celles  du  n^  II,  aux  intégrales  des  différentielles  exactes,  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

Kolozsvar,  18  décembre  1904. 

L.    SCHLESINGEB. 


SUR  UNE  MANIÈRE 

D'EXPOSER   LA   GÉOMÉTRIE   PROJECTIVE 


1.  On  sait  que  von  Staudt  exposa,  indépendamment  de 
toute  notion  de  distance,  les  principes  de  la  Géométrie  pro- 
jective. 

Son  exposition  est  fondée  sur  les  propriétés  du  quadrila- 
tère complet.  Je  vais  ici  exposer  la  Géométrie  projective 
d*une  façon  différente  et  que  je  crois  plus  simple.  Je  ne  me 
servirai  pas  du  quadrilatère  complet. 

J'admettrai  les  axiomes  ordinaires  concernant  le  point,  la 
ligne  droite,  le  plan. 

On  regardera  deux  droites  situées  dans  un  même  plan 
comme  se  coupant  toujours.  Si  le  point  d'intersection  n'existe 
pas  en  réalité,  on  dira  que  les  droites  se  coupent  en  un  point 
fictif,  ou  idéal.  Il  sera  toujours  possible  de  projeter  les 
droites  sur  un  autre  plan  (en  projection  conique)  de  façon 
que  leurs  projections  se  coupent.  Trois  droites  d'un  plan  se 
couperont  en  un  même  point  idéal,  si  leurs  projections  se 
coupent  en  un  même  point  réel. 


*  C.  f.  Hbfftkr.  l.  c,  t903,  p.  123. 
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Trois  plans  qui  n'ont  pas  une  droite  commune  se  couperont 
toujours  en  un  point  réel  ou  idéal. 

L'exposé  que  je  vais  faire  repose  sur  le  théorème  des 
triangles  homologiques.  Si  les  trois  droites  AA'  BB'  GC  sont 
concourantes^  les  points  a^  y  où  se  rencontrent  AB  A'B'  ;  AC, 
A'C  ;  BC,  B'C  sont  en  ligne  droite  et  réciproquement. 

Ce  théorème,  intuitif  lorsque  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
sont  dans  deux  plans  différents,  se  démontre  pour  le  cas  de 
la  figure  plane,  en  considérant  cette  figure  comme  la  projec- 
tion d'une  figure  de  Tespace.  M.  Hilbert,  dans  son  mémoire 
sur  les  principes  de  la  Géométrie^»  montre  que  si  on  laisse  de 
côté  la  notion  de  distance,  on  ne  peut  démontrer  le  théorème 
dont  nous  parlons  qu'en  se  servant  de  la  Géométrie  à  trois 
dimensions. 

J'emploierai  dans  ce  qui  suit  les  mots  «  parallèle  »  ou  «  equi- 
pollent»  dans  un  sens  nouveau,  que  je  vais  définir. 

Je  choisis  un  certain  plan  que  je  nomme  «plan  de  l'infini.  » 
Deux  droites  seront  «  parallèles  »  si  elles  se  coupent  dans  le 
plan  de  l'infini.  Il  résulte  de  là  que  deux  parallèles  à  une 
troisième  sont  parallèles  entre  elles. 

Dans  ce  qui  swïlje  me  borne  à  la  Géométrie  plane.  Dans  le 
plan  j'aurai  une  droite  de  Vinfini,  et  deux  droites  parallèles  se 
rencontrant  sur  la  droite  de  Tinfini. 

Un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  sont  «  parallèles  » 
se  nommera  un  «  parallélogramme.  » 

Je  dirai  que  deux  vecteurs  x\B  et  CD  sont  «  équipollents  » 
si  AB  et  CD  sont  parallèles,  ainsi  que  AC  et  BD.  Il  résulte  de 
celle  définition  que  si  AB  et  CD  sont  équipollents,  AC  et  BD 
sont  aussi  équipollents. 

Deux  vecteurs  équipollents  à  un  3*  sont  équipollents  entre 
eux.  Soient  en  effet  AB  et  CD  deux  vecteurs  équipollents  à 
EF,  alors  AB,  CD,  EF,  concourent  sur  la  droite  de  l'infini; 
donc  les  triangles  ACE,  BDF  sont  homologiques,  et  comme 
AB  et  EF  d'une  part,  CD  etEF  d'autre  part  se  coupent  sur  la 
droite  de  l'infini,  on  en  conclut  que  AC  et  BD  se  coupent 
aussi  sur  cette  droite. 

AB  et  CD  d'une  part,  AC  et  BD  d'autre  part  sont  donc  pa- 
rallèles, ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Si  deux  vecteurs  sont  situés  sur  une  môme  droite,  la 
définition  de  Téquipollence  tombe  en  défaut.  Nous  dirons 
que  deux  vecteurs  situés  sur  une  même  droite  sont  équipol'* 
lents  entre  eux,  s'ils  sont  équipoUents  à  un  même  troisième. 

L'addition  géométrique  de  deux  vecteurs  se  définit,  comme 
dans  la  théorie  ordinaire  des  équipotlences,  mais  il  faut  ici 
démontrer  la  proposition  suivante  :  si  a  et  a*  d'une  part,  b  et 
b'  d'autre  part  sont  équipoUents,  a  +  ^  et  «'  +  é'  sont  équi- 
poUents. 

C'est-à-dire  :  si  AB  et  A'B'  sont  équipoUents,  ainsi  que  BG 
et  B'C  il  en  est  de  même  de  AG  et  A'C. 

Ou  encore  :  Si  deux  triangles  ont  deux  couples  de  côtés 
équipollentSy  les  troisièmes  couples  sont  équipoUents. 

En  effet,  par  hypothèse  AB  et  A'B'  d'une  part,  AG  et  A'C' 
d'autre  part,  sont  équipoUents.  Donc  d'après  ce  qiii  précède, 
il  en  est  de  même  de  AA'  et  de  BB'  d'une  part,  de  AA'  et  de 
ce  d'autre  part  ;  d'où  il  suit  que  BB'et  CG'  sont  équipoUents 
entre  eux,  et  par  suite  BG  et  B'G'  le  sont  aussi. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Les  propriétés  de  l'addition  géométrique  :  a  -\'  b  est  équi- 
poUent  à  b  +  a^  a  +  [b  -\-  c)  est  équipoUent  à  (a  -f  é)  -|-  c 
s'aperçoivent  facilement. 

Le  cas  où  les  segments  à  additionner  sont  équipoUents 
entre  eux  doit  être  traité  à  part  ;  c'est  sur  ce  cas  particulier 
que  repose  tout  ce  qui  suit. 

Soient  deux  vecteurs  AB  et  CD  parallèles  à  une  même 
droite  A«  Prenons  sur  A  "i^  point  M,  et  construisons  MN 
équipoUent  à  AB,  et  NP  équipoUent  à  CD,  alors  MP  sera 
équipoUent  à  la  somme  des  deux  segments. 

On  peut  démontrer  que  l'addition  est  commutative  dans  ce 
cas  particulier  de  la  façon  suivante.  (Le  lecteur  est  prié  de 
faire  la  figure).  Ayant  effectué  la  construction  précédente 
prenons  MK  équipoUent  à  CD.  Il  s'agit  de  faire  voir  que  KP 
est  équipoUent  à  AB,  ou  que  BP  et  AK  sont  équipoUents. 
Ceci  résulte  d'un  théorème  énoncé  ci-dessus  :  Les  deux 
triangles  AMK,  BNP  ayant  deux  couples  de  côtés  équipoUents 
ont  leurs  troisièmes  côtés  équipoUents. 

Considérons  une  droite  OX.  Prenons  un  segment  AB  pa- 
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rallèle  à  OX,  que  nous  nommerons  le  segment  unité.  Nous 
pourrons  construire  sur  OX  un  segment  équipollent  à  n  fois 
AB,  en  ajoutant  n  fois  à  lui-même  le  segment  AB.  On  aura 
ainsi  le  point  d^abcisse  n\  en  remplaçant  AB  par  BA  on  cons- 
truirait le' point  d'abcisse  —  n. 

Si  deux  triangles^  ABC,  A'B'C  ont  leurs  côtés  parallèles 
deux  à  deux,  et  si  AB  est  équipollent  à  A'B',  les  autres  côtés 
sont  aussi  équipollents  deux  à  deux.  En  effet  dans  nos  deux 
triangles  les  points  de  concours  des  côtés  correspondants  sont 
en  ligne  droite  (sur  la  droite  de  Tinfini).  Donc  les  triangles 
sont  homologiques,  et  les  droites  AA',  BB',  CC  concourent 
au  même  point.  Ce  point  est  sur  la  droite  de  Tinfini,  puisque 
AB  est  équipollent  à  A'B'.  Donc  AGC'A'  BCG'B'  sont  des  pa- 
rallélograinmes,  et  la  proposition  est  démontrée. 

Si  deux  couples  de  droites  parallèles  interceptent  sur  une 
première  droite  A  des  vecteurs  AB,  CD  équipollents,  ils  in- 
terceptent sur  une  seconde  droite  A'  des  vecteurs  a  /3,  y  J 
équipollents. 

Pour  le  démontrer  on  mènera  par  «  et  y  des  parallèles  à  A» 
la  première  coupant  Bj3  en  H,  la  seconde  coupant  Dd  en  K; 
on  remarquera  alors  que  d'après  le  théorème  précédent  les 
deux  triangles  aHjS,  yKd  ont  leurs  côtés  équipollents. 

Le  théorème  sur  les  lignes  proportionnelles,  tel  qu'on 
renonce  et  le  démontre  au  début  du  troisième  livre  de  géo- 
métrie, peut  maintenant  être  énoncé  et  démontré  en  attri- 
buant un  sens  nouveau  au  mot  rapport  de  deux  lignes.  Consi- 
dérons deux  vecteurs  parallèles  AB  et  CD,  si  AB  est  équi- 
pollent à  la  somme  de  p  segments  a,  et  CD  à  la  somme  de  q 

segments  a  on  dira  que  le  rapport  des  deux  vecteurs  est  ^ . 

Dans  ces  conditions,  et  à  Taide  de  ce  qui  précède  on  dé- 
montrera, de  la  même  façon  qu'au  début  du  troisième  livre 
de  Géométrie,  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires  usités  en 
France,  le  théorème  suivant  : 

Sur  deux  droites  A  ^^  A'  des  parallèles  interceptent  des 
segments  proportionnels. 

On  pourra  alors,  comme  on  le  fait  en  Géométrie  élémen- 
taire, mais  avec  le  changement  convenable  dans  le  sens  des 
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motSf  résoudre  le  problème  suivant  :  Partager  un  vecteur  A  B 
en  n  vecteurs  équipollenls.  Nous  avons  vu  ci-dessus,  com- 
ment on  pouvait  prendre  sur  une  droite  OX  un  vecteur  ayant 
pour  abcisse  un  nombre  positif  ou  négatif  mais  c/i//e/\  A  Taide 
des  propositions  précédentes  on  pourra  prendre  sur  OX  un 
vecteur  ayant  pour  abcisse  un  nombre  positif  ou  négatif,  en- 
tier ou  fractionnaire. 

2.  —  Peut-être  le  lecteur  trouvera-t-il  Texposé  précédent 
trop  long  pour  un  aperçu,  trop  court  pour  un  exposé  complet. 
Je  n'ai  pas  voulu  exposer  les  choses  tout  au  long,  comme  il 
serait  nécessaire  de  le  faire  par  exemple  à  des  élèves  dans 
une  classe,  je  n'ai  pas  voulu  non  plus  être  trop  sommaire,  de 
peur  d'être  obscur. 

A  Taide  de  ce  qui  précède  on  donne  à  un  point  M  des  coor- 
données de  la  façon  suivante.  On  a  deux  axes  de  coordonnées 
OX  et  OY;  des  parallèles  aux  axes  menées  par  M,  (le  mot  pa- 
rallèle étant  toujours  pris  dans  le  sens  spécial  que  nous  lui 
donnons)  coupent  Tune  OX  en  A  l'autre  OY  en  B.  Les  ab- 
cisses  de  A  et  de  B  calculées  comme  il  est  expliqué  ci-dessus, 
sont  les  coordonnées  de  M. 

Pour  avoir  Téquation  d'une  droite  joignant  les  points  P  et 
Q,  considérons  un  point  M  sur  cette  droite,  le  rapport  des 
segments  PM  et  PQ  est  égal  à  celui  de  leurs  projections  sur  OX 
faites  parallèlement  à  OY  d'après  le  théorème  sur  les  vec- 
teurs proportionnels.  C'est  donc: 


•^i  —  -'o 


jpo,  ri,  X  étant  les  abcisses  respectives  de  P,  Q  et  M  ;  c'est  de 
même  : 


y  —  vq 


on  a  donc  l'équation  de  la  ligne  droite 


.r  —  .T.         y  —  r, 


0 


•^1  ~  'o         Xi  — ?'o 

c'est  une  équation  du  premier  degré. 
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De  là  on  peut  déduire  toute  la  Géométrie  analytique  pro- 
jectîve. 

3.  —  Cette  manière  d'exposer  la  Géométrie  présente  les 
caractères  suivants  : 

1**  On  ne  se  sert  pas  de  Tinfini,  au  sens  ordinaire  du  mot. 
Les  points  à  Tinfini  sont  les  points  d^une  droite  arbitraire, 
s'il  s'agit  de  Géométrie  plane,  d'un  plan  arbitraire,  s'il  s'agit 
de  Géométrie  dans  l'espace. 

2°  Comme  conséquence  le  mot  «  équipollent  »  n'a  pas  le 
même  sens  que  dans  la  Géométrie  ordinaire,  mais  toutes  les 
propriétés  des  équipollences  subsistent,"avec  le  nouveau  sens 
attribué  aux  mots. 

3**  Si  on  nomme  translation  une  transformation  changeant 
les  droites  en  droites,  et  changeant  en  lui-même  tout  point  de 
la  droite  de  l'infini,  telle  que  deux  vecteurs  transformés  l'un 
de  l'autre  soient  équipoUents  ;  ce  qui  précède  peut  être  nommé 
Géométrie  de  la  translation.  Dans  cette  Géométrie  on  ne 
compare  jamais  deux  vecteurs  qui  ne  sont  pas  parallèles. 
Cette  proposition  AB  =  CD  n'a  de  sens  que  si  A  B  et  CD  sont 
parallèles. 

4**  Si  on  redonnait  au  mot  «  droite  de  l'infini  »  son  sens  or- 
dinaire, cela  reviendrait  à  admettre  le  postulatum  d'Euclide. 

En  somme  nous  avons  défini  «l'infini  »  de  façon  que  le pos^ 
tulatum  d'Euclide  soit  vrai. 

4.  —  Dans  cette  façon  d'envisager  la  Géométrie  le  postula- 
tum est  donc  vrai  par  définition  ;  non  pas  par  la  définition  de 
la  ligne  droite  ou  de  la  distance,  mais  par  la  définition  de 
l'infini. 

Or  on  sait  que  si  l'on  admet  le  postulatum  d'Euclide,  il  n'y 
a  plus  qu'une  Géométrie  métrique  possible,  la  Géométrie  eu- 
clidienne. Il  est  donc  possible,  sans  axiome  nouveau,  de  cons- 
tituer la  Géométrie  euclidienne.  H  suflira  de  définir  la  rota^ 
tion,  11  suffira  même  de  définir  la  rotation  autour  de  l'origine, 
car  une  rotation  quelconque  résulte  d'une  rotation  autour  de 
Torigine  et  d'une  translation.  C'est  ce  que  nous  allons  es- 
sayer de  faire  dans  ce  qui  suit,  en  montrant  que  la  définition 
donnée  est  la  seule  possible. 

Les  rotations  du  plan  autour  de  l'origine  doivent  être  des 
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transformations  changeant  les  droites  en  droites,  changeant 
Torigine  en  elle-même,  et  n'altérant  pas  la  droite  de  Tinfini. 
Ces  rotations  doivent  former  un  groupe.  De  plus,  aucune 
droite  réelle  passant  par  Torigine  ne  doit  rester  immobile 
dans  la  rotation,  et  une  rotation  finie  ramenant  OX  sur  lui- 
même  doit  ramener  sur  eux-mêmes  tous  les  points  de  OX. 

Les  transformations  n'altérant  pas  Torigine  ni  la  droite  de 
Tinfini,  et  changeant  les  droites  en  droites  sont  évidemment 
de  la  forme 

x'  =  ax  -f-  by 
y  =zpx-\-qy 

a  b  p  q  seront  des  fonctions  du  paramètre  /  qui  pour  /  =  0 
donneront  la  transformation  identique,  et  par  conséquent  se 
réduiront  respectivement  à  1  0  0  1.  Soient  A  B  P  Q  les  valecirs 
respectives  des  dérivées  de  a  b  p  q  pour  ^  =  0.  La  transfor- 
mation infiniment  petite  sera  : 

x'  =  X  +  (Ax  +  Br)  dt 
/  =  j  -f.  (Px  +  Q^)  dt 

On  voit  facilement  qu'une  droite  passant  par  l'origine 

ux  -|-  t^-  =  0 

demeurera  inaltérée  par  la  transformation  si  : 

Atf  +  Py  _  Bm  -f-  Qw 

X  étant  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  devra  être  racine 
de  l'équation  : 

(A  — >)(Q~>)  —  PB  =  0  . 

Comme  aucune  droite  réelle  ne  doit  rester  immobile  dans 
la  rotation,  cette  équation  doit  avoir  ses  racines  imaginaires. 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Il  y  aura  alors  deux  droites^ 
imaginaires  restant  immobiles  dans  cette  rotation  infiniment 
petite  (et  par  suite  dans  toute  rotation  qui  résulte  de  la  répé- 
tition de  celle-ci). 

Soient 

X  -f  lY  =  0       X  —  lY  =  0 
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les  équations  de  ces  deux  droites,  X  et  Y  étant  des  polynômes 
linéaires  et  homogènes  du  premier  degré,  réels. 

Alors  une  rotation  transforme  X*+Y*  dans  le  même  poly- 
nôme multiplié  par  un  facteur  X*,  nécessairement  positif,  qui 
sera  une  fonction  du  paramètre  /;  si  Ton  écrit 

on  en  déduira  facilement  : 

X'  -h  iY'=:V>(X-|-iY) 
X'  —  iV  =  Xe-'>  (X  —  lY) 

^  étant  comme  X  une  fonction  de  t.  En  donnant  à  f  la  valeur 
2  ?r  on  reproduit  la  transformation  identique;  chaque  droite 
revient  sur  elle-même,  mais  d'après  les  conditions  imposées 
à  la  transformation  tout  point  doit  revenir  sur  sa  position 
primitive^  donc  X*  doit  être  égal  à  un.  Si  on  veut  que  pour 
/  =  0,  ç  =  0  il  faut  prendre  i  =  1  on  a  alors  les  formules  or- 
dinaires de  la  rotation. 

Ce  qui  précède  montre  comment  on  peut  constituer  une 
sorte  de  Géométrie  où  le  postulatum  d'Euclide  est  vrai,  par 
définition. 

5.  —  Dans  l'enseignement  de  la  Géométrie  projective,  qu'on 
emploie  ou  non  l'analyse,  on  devra,  pour  rester  suffisamment 
élémentaire,  procéder  d'une  façon  différente. 

Au  lieu  de  définir  le  mot  «  parallèle  »  comme  nous  l'avons 
fait,  on  admettra  le  postulatum  d'Euclide.  Deux  vecteurs  équi- 
pollents  seront  par  définition  les  côtés  d'un  parallélogramme. 
On  refera  ce  que  nous  avons  fait,  mais  en  donnant  aux  mots 
leur  sens  ordinaire.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  subsistera, 
sauf  cette  proposition  :  Deux  parallèles  à  un  troisième  sont 
parallèles  entre  elles.  Ceci  devra  se  démontrer,  comme  on  le 
fait  d'habitude  dans  les  géométries  où  l'on  commence  par 
les  droites  et  plans  parallèles. 

On  pourra  aussi  admettre  d'emblée,  pour  abréger,  cette 
proposition  :  «  Des  droites  ou  des  plans  parallèles  décou- 
pant sur  une  première  droite  des  vecteurs  équipollents  entre 
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eux,  déterminent  sur  une  seconde  droite  des  vecteurs  équi- 
pollents  entre  eux.  » 

Si  Ton  nomme  translation  une  transformation  changeant 
un  vecteur  en  un  vecteur  équipollent,  la  Géométrie  ainsi  ex- 
posée est  la  Géométrie  de  la  translation  '. 

Lorsqu'on  ne  se  sert  pas  de  l'analyse  il  convient  de  dé- 
montrer d'abord  le  théorème  des  transversales,  de  la  façon 
suivante  : 

Soit  pour  fixer  les  idées  un  quadrilatère  ABCD,  coupé  par 
une  transversale  en  a  j3  y  d.  On  projettera  tous  les  points  sur 
une  droite  A»  parallèlement  à  la  transversale.  ABCD  se  pro- 
jettent en  a  b  c  dy  ei  tous  les  points  de  la  transversale  se  pro- 
jettent en  un  même  point  m.  On  aura  par  exemple 

Aa  am 

«B         mb 

d'après  le  théorème  des  vecteurs  proportionnels. 

En  multipliant  membre  à  membre  les  quatre  égalités  ana- 
logues à  celles-ci  on  démontrera  le  théorème.  (Il  faut  obser- 
vers  que  les  égalités  ont  lieu  en  signe). 

Le  théorème  sur  le  rapport  anharmonique  se  déduit  de  là. 
Un  faisceau  de  sommet  S  étant  coupé  par  deux  sécantes 
en  ABCD  ei  a  b  c  d^  on  démontrera  l'égalité  des  deux  rap- 
ports anharmoniques  en  appliquant  le  théorème  des  trans- 
versales au  quadrilatère  k^ab,  coupé  par  les  deux  sécantes 
SCc  SDrf. 

6.  —  On  expose  ainsi  la  Géométrie  projective  d'une  façon 
simple,  sans  se  servir  du  début  si  lourd  et  si  pénible  de  la 
Géométrie  ordinaire.  Euclide  dit  un  jour,  paraît-il,  qu'il  n'y 
avait  pas  de  chemin  royal  en  Géométrie.  On  a  dit  depuis 
que  la  Géométrie  projective  était  ce  chemin  royal.  Ce  que 
nous  venons  de  dire  permet  d'atteindre  ce  chemin  royal  sans 
s'écorcher  les  pieds  aux  broussailles  de  la  Géométrie  mé- 
trique élémentaire.  J.  Richard  (Dijon). 


>  On  pourrait  exposer  cette  théorie  en  définissant  la  translation  à  la  manière  de  M.  Mbray. 


LES  DELX  BASES  DE  LA  METRIQUE 


Un  coup  d'oeil  d'ensemble  jeté  sur  les  nombreux  travaux 
concernant  les  Principes  de  la  Géométrie  qui  ont  vu  le  jour 
dans  le  dernier  demi^siècle  laisse  apercevoir  une  différence 
radicale  (sans  contradiction  d'ailleurs)  entre  les  tendances  de 
ces  travaux,  suivant  qu'il  y  est  fait  ou  non  emploi  des  res- 
sources de  l'Analyse  mathématique.  Tandis  que  le  concept 
qui  fait  l'objet  des  études  analytiques  est  le  «  déplacement 
sans  déformation  »  (Helmholtz,  Cayley,  Sophus  Lie)  ou  en- 
core r«  élément  linéaire  »  (Riemann),  les  travaux  purement 
logiques  ont  pris  jusqu'à  présent  pour  concepts  fondamen- 
taux la  droite,  le  plan,  la  congruence  de  deux  segments  et 
celle  de  deux  angles. 

De  ces  deux  tendances,  la  plus  conforme  à  la  nature  des 
choses  est  incontestablement  celle  qu'accusent  les  travaux 
analytiques,  car  il  est  manifeste  que,  psychologiquement,  les 
concepts  métriques  ont  bien  leur  origine  dans  la  notion  du 
déplacement  d'une  figure  invariable.  C'est  en  outre  aux  tra- 
vaux analytiques  que  l'on  doit  la  pleine  clarté  dans  laquelle 
apparaît  à  présent  la  question  dite  des  Fondements  de  la  Géo- 
métrie, qui  est  en  réalité  celle  des  Fondements  de  la  Métrique. 
On  a  essayé,  dans  un  article  précédent,  de  géométriser  les 
investigations  analytiques  afin  d'affranchir  le  domaine  géo- 
métrique de  l'ingérence  de  l'Analyse  et  de  permettre  une  plus 
grande  diffusion  des  résultats  dus  à  cette  dernière.  Une  pre- 
mière conclusion  s'impose,  que  nous  énoncerons  en  em- 
ployant les  termes  introduits  et  définis  dans  ledit  article. 

Les  propriétés  métriques  des  figures,  c'est-à-dire  toutes 
les  propositions  de  la  Géométrie  traditionnelle,  résultent  du 
fait  suivant  :    les  déplacements  sans  déformation  sont  des 
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transformations  ponctuelles  formant  un  groupe  métrique  ar- 
chimédien  dont  les  lignes  axiales  jouissent  de  la  propriété  de 
l'unicité  de  Vasympto tique. 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  la  Géométrie  traditionnelle, 
c'est-à-dire  la  Théorie  des  déplacements  sans  déformation,  ne 
saurait  être  considérée  comme  la  «  Science  de  l'espace  »  et 
qu'il  est  temps  de  faire  cesser  une  confusion  due  probable- 
ment à  la  généralisation  naturelle  qu'a  subie  le  sens  d'un  mot, 
phénomène  linguistique  d'ailleurs  très  commun,  la  notion  du 
particulier  devançant  habituellement  celle  du  général,  auquel 
il  transmet  ensuite  sa  dénomination.  Si  donc  Ton  veut  main- 
tenir au  mot  c<  Géométrie  »  son  sens  le  plus  général  —  et 
c'est  le  plus  sage  — ,  il  convient  d'attribuer  un  nom  spécial  à  la 
Théorie  des  déplacements  sans  déformation  ou  mieux  à  cette 
théorie  généralisée.  Ce  nom  paraît  devoir  être  la  «  Métrique.  » 

De  là  résulte  aussi  la  possibilité  d'élablir  une  théorie  gé- 
nérale des  métriques  ou,  si  l'on  veut,  une  Métrique  générale 
sans  faire  appel  à  aucun  concept  spécial,  ainsi  d'ailleurs  que 
cela  a  été  l'ait  dans  l'article  précédent. 

Ces  divers  résultats  ont  pour  effet  de  situer  d'une  manière 
précise  la  Métrique  dans  la  Géométrie. 

Ces  conclusions  se  retrouvent  d'ailleurs  si  l'on  adopte, 
pour  édifier  la  Métrique,  les  Principes  pris  pour  base  dans 
les  travaux  qui  ont  été  caractérisés  par  le  qualificatif  de  «  lo- 
giques »  ;  il  est  toutefois  nécessaire,  pour  cela,  de  faire  subir 
au  préalable  à  ces  Principes  certaines  modifications,  dont  la 
nature  et  le  résultat  vont  être  maintenant  exposés. 

Nous  prendrons  pour  représentant  de  ces  travaux  le  Mé- 
moire de  M.  HiLBERT*  sur  les  Fondements  de  la  Géométrie, 
mémoire  digne  de  l'admiration  des  Mathématiciens  et  appelé 
à  marquer  une  date  importante  dans  la  Philosophie  scienti- 
fique.* 

M.  Hilbert  se  place  au  point  de  vue  logique,  c'est-à-dire 


^  HiLBKRT,  (irundlagen  der  Géométrie,  Tciibner,  Leipzig.  1899  ;  traduit  en  français  par  M. 
Lnugcl.  Gauthier- Villars,  Paris,  1900. 

'  Les  axiomes  adoptés  par  M.  Hilbert  ne  diiTërcnt  guère  au  fond  de  ceux  qui  avaient  déjà  é\Â 
mis  en  lumière  dans  les  belles  études  consacrées,  en  ces  dix  dernières  années,  à  la  questioa 
des  principes  de  la  Géométrie.  Citons  notamment  les  travaux  de  MM.  Veroneso,  Pieri,  Padoa 
et  Peano. 
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qiril  n'admet  comme  concepts  fondamentaux  que  ceux  qui 
font  partie  du  domaine  le  plus  général  de  Tintelligence,  à 
Texclusion  notamment  de  tout  concept  géométrique  (c'est-à- 
dire  spatial).  Quant  aux  mots  qui  expriment  des  idées  géo- 
métriques, tels  que  les  mots  :  point,  droite,  plan,  situé, 
congruent,  etc.,  ils  doivent  être  employés  sans  aucune  signi- 
fication :  ils  entrent  dans  le  discours  avec  les  seules  proprié- 
tés logiques  qui  leur  sont  attribuées  conventionnellement  par 
des  propositions  appelées  axiomes.  (Dans  ces  conditions,  il 
serait  peut-être  préférable  de  remplacer  ces  mots  par  des  .si- 
gnes conventionnels,  qui  n'auraient  pas  l'inconvénient  d'évo- 
quer des  images  visuelles.) 

De  ces  axioines,  M.  Hilbert  déduit,  par  de  simples  trans- 
formations logiques,  les  propositions  de  la  Géométrie  ou 
plutôt  —  car  il  faut  signaler  encore  là  cette  confusion  tenace 
—  de  la  Métrique. 

Nous  ferons  subir  une  première  transformation  aux  axiomes 
de  M.  Hilbert,  tout  en  évitant  d'en  reproduire  l'énoncé,  qui 
occuperait  plusieurs  pages.  Pour  cela,  restituant  aux  termes 
proprement  géométriques  leur  sens  habituel,  nous  allégeons 
le  système  d'axiomes  de  tout  ce  qui,  dans  leur  énoncé,  est  une 
simple  conséquence  des  conceptions  géométriques  générales. 
On  conçoit  en  effet  que,  si  la  signification  des  axiomes  mé- 
triques (et  non  pas  géométriques)  de  M.  Hilbert  n'est  plus  ex- 
clusivement logique,  mais  si  ceux-ci,  au  contraire,  représen- 
tent des  faits  géométriques,  certains  doivent  se  simplifier  et 
d'autres  devenir  superflus.  M.  Hilbert  pose,  par  exemple, 
sous  le  titre  d'Axiomes  de  distribution,  un  groupe  d'axiomes, 
parmi  lesquels  nous  citerons  les  deux  suivants  : 

1**  A,  B,  G  désignant  trois  points  en  ligne  droite^  si  B  est  si- 
tué entre  A  et  G,  il  l'est  aussi  entre  det  k. 

2**  A  et  G  désignant  deux  points  d'une  droite^  il  y  a  au 
moins  un  point  B  situé  entre  Pl  et  C  et  au  moins  un  point  D 
tel  que  G  soit  situé  entre  A  et  D. 

Il  est  évident  que  ces  axiomes  doivent  disparaître  si  l'on 
considère  comme  acquises  les  propriétés  générales  des  figures, 
conformément  à  ce  qui  a  été  admis  dans  les  paragraphes  pré- 
cédents, et  si  l'on  émet  en  outre  la  proposition  suivante  : 
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Une  droite  est  une  ligne  continue^  ouverte  et  sans  points 
doubles. 

D'autres  axiomes  concernant  le  plan  disparaissent  égale- 
ment moyennant  une  définition  appropriée  de  cette  surface. 

Le  système  d'axiomes  de  M.  Hilbert,  ainsi  allégé,  com- 
porte, en  plus  des  concepts  généraux,  ceux  de  droite^  plan, 
congruence  de  deux  segments  (ou  de  deux  couples  de  points), 
congruence  de  deux  angles  (ou  de  deux  couples  de  droites  con- 
courantes), Tégalité  ou  congruence  des  figures  quelconques, 
étant  d'ailleurs  définie  par  la  congruence  des  segments  et 
des  angles. 

Ce  système  doit  subir  une  seconde  transformation  ou  plu- 
tôt une  généralisation  ayant  pour  but  d'en  faire  disparaître 
totalement  les  mots  de  droite  et  de  plan,  de  manière  à  lui 
donner  le  même  degré  de  généralité  que  possède  le  système 
d'axiomes  par  lesquels  ont  été  caractérisés  les  groupes  métri- 
ques et  de  rendre  ainsi  les  deux  systèmes  comparables.  Il 
suffit  pour  cela  de  remplacer  les  droites  et  les  plans  par  des 
lignes  et  des  surfaces  constituant  des  ensembles  dotés  de 
propriétés  qui  vont  être  précisées.  Le  système  d'axiomes  de 
M.  Hilbert,  ainsi  géométrisé  et  généralisé,  peut  être  exposé 
de  la  manière  suivante  : 

Soit  un  ensemble  de  lignes  D,  satisfaisant  aux  propriétés 
suivantes  : 

PI.  —  Une  ligne  de  l'ensemble  est  déterminée  par  deux 
quelconques  de  ses  points. 

P  II.  —  Les  lignes  D  qui  s'appuient  sur  deux  lignes  D 
concourantes  sont  situées  sur  une  même  surface. 

DÉFINITION.  —  On  appellera  surface  P  toute  surface  engen- 
drée par  une  ligne  D  variable  passant  par  un  point  fixe  et 
s'appuyant  sur  une  autre  ligne  D  qui  ne  passe  pas  par  ce  point. 

On  considère  une  certaine  relation  susceptible  d'avoir 
lieu  entre  deux  couples  de  points.  A  cette  relation,  qui  sera 
appelée  congruence,  sont  attribuées  les  propriétés  suivan- 
tes : 

CI.  —  Si  Ton  désigne  par  A,  B  deux  points  et  par  A'  un 
point  d'une  droite,  on  pourra  toujours,  sur  cette  droite,  d'un 
côté  donné  de  A',  déterminer  un  point  et  un  seul  B'  tel  que 
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le  couple  (A,  B)  soit  congruenl  au  couple  (A',  B').  Un  couple 
de  points  est  congruent  à  lui-même. 

G  II.  —  Le  couple  (A,  B)  est  congruent  à  (B,  A). 

G  III.  —  Deux  couples  de  points  congruents  à  un  troisième 
sont  congruents  entre  eux. 

G  IV.  —  Soit  trois  points  A,  B,  G  en  ligne  droite,  B  étant 
situé  entre  A  et  G  ;  soit  de  même  trois  points  A',  B',  G'  égale- 
ment en  ligne  droite,  B'  étant  situé  entre  A'  et  G'  ;  si  les 
couples  (A,  B)  et  (A',  B')  d'une  part  (B,  G)  et  (B',  G')  d'autre 
part,  sont  respectivement  congruents,  il  en  sera  de  même  des 
couples  i^A,  G)  et  (A',  G'). 

On  considère  en  outre  une  certaine  relation  susceptible 
d'avoir  lieu  entre  deux  couples  de  lignes  D  concourantes 
(ou  angles).  A  cette  relation,  qui  sera  également  appelée 
coNGRUENCE,  sont  attribuées  des  propriétés  exactement  cor- 
respondantes à  celles  qui  sont  exprimées  par  GI,  G  II  et  GUI, 
les  points  en  ligne  droite  étant  simplement  remplacés  par  des 
lignes  D  concourantes  et  situées  sur  la  même  surface  P.  Enfin 
Ton  admet  la  proposition  suivante  : 

G  V.  —  Si  deux  figures  constituées  cjiacune  par  trois  points 
(A,  B,  G  et  (A',  B',  G'),  sont  telles  qu'il  y  ait  congruence 
entre  les  couples  de  points  : 

(A,B)     el     (A'.B'I, 
(A,C)     et     (A',  C), 

et  entre  les  couples  de  lignes  D  : 

(AB.AC)     et     (A'B',A'C'), 

il  y  aura  également  congruence  entre  les  couples  de  lignes  D  : 

(BA.BC)     et     (B'A',  B'C), 
(CA.CB)     et     (C'A',  C'B'), 

Sur  la  base  ainsi  exposée,  on  peut  établir  une  théorie  de  la 
congruence  des  figures,  c'est-à-dire  une  Métrique;  une  telle 
théorie  a  un  caractère  pleinement  géométrique,  en  revanche 
elle  est  manifestement  indépendante  de  tout  concept  spécial 
d'origine  métrique,  tel  que  droite,  plan,  etc. 
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Il  est  maintenant  facile  d'établir  un  parallèle  entre  cette 
théorie  de  la  congruence  géométrique  et  la  théorie  de  la  con- 
gruence  relative  aux  groupes  métriques  qui  fait  Tobjet  de 
notre  précédent  article  (p.  270-291). 

Les  propriétés  P  I  et  P  II,  attribuées  aux  lignes  D,  appar- 
tiennent aux  lignes  axiales  d'un  groupe  métrique  d'après  les 
théorèmes  II  8  et  17.  Les  propriétés  attribuées  à  la  relation 
de  congruence  par  les  axiomes  Cl  à  GVet  par  ceux  qui  n'ont 
pas  été  explicitement  énoncés  appartiennent  à  la  congruence 
relative  à  un  groupe  métrique  en  vertu  des  théorèmes  I  1, 
II  20,  21,  22,  23  et  24  sous  la  condition  de  prendre  pour  li- 
gnes D  et  pour  surfaces  P  les  lignes  axiales  et  les  surfaces 
axiales  du  groupe.  La  congruence  relative  à  un  groupe  mé- 
trique remplit  donc  toutes  les  conditions  émises  à  titre 
d'axiomes  par  M.  Hilbert  (il  serait  d'ailleurs  facile  de  voir 
que  ces  conditions  suffisent  à  caractériser  complètement 
cette  sorte  de  congruence). 

M.  Hilbert  adjoint  enfin  à  ces  conditions  :  1^  sous  le  titre 
d'axiome  d'Archimède,  une  proposition  qui  revient  à  attri- 
buer au  groupe  métrique  correspondant  la  propriété  archimé- 
dienne  ;  2®  sous  le  titre  d'axiome  des  parallèles,  une  proposi lion 
attribuant  à  l'ensemble  des  lignes  D  la  propriété  de  l'unicité 
de  l'asymptotique.  11  résulte  du  Mémoire  de  M.  Hilbert  que, 
moyennant  l'adoption  de  ces  axiomes,  toutes  les  propositions 
de  la  Géométrie  traditionnelle,  c'est-à-dire  de  la  Métrique, 
peuvent  être  établies  par  simple  déduction  logique.  D'autre 
part,  les  propriétés  exprimées  par  ces  axiomes  appartiennent, 
en  vertu  de  théorèmes  et  de  définitions  contenus  dans  la 
théorie  qui  fait  l'objet  de  l'article  précédent,  à  tout  groupe 
métrique  archimédien  dont  les  lignes  axiales  forment  un  en- 
semble jouissant  de  la  propriété  de  l'unicité  de  Tasymptoti- 
que  ;  on  en  conclut  que  la  teneur  de  cet  article  constitue  une 
base  suilisante  pour  la  Métrique,  et  c'est  ce  que  nous  tenions 
à  établir. 

Les  deux  bases  de  la  Métrique  qui  viennent  d'être  exposées 
sont  équivalentes,  mais  elles  diffèrent  par  certains  carac- 
tères. La  notion  du  groupe  métrique  se  rattache  directement 
aux  conceptions  habituelles  et  présente  en  outre  une  significa- 
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tion  géométrique  paiTaitement  claire;  celle  de  la  congriience, 
uniquement  définie  par  ses  propriétés,  est  factice  et  ne  cor- 
respond pas  forcément  à  priori  à  une  réalité  géométrique  : 
on  serait  plutôt  tenté  de  penser  qu'il  y  a  peu  de  probabilité 
pour  qu'il  existe,  entre  les  figures,  une  sorte  de  relation  sa- 
tisfaisant à  toutes  les  conditions  requises.  En  revanche, 
remploi  de  ce  procédé  accroît  la  faculté  de  généralisation  de 
la  Métrique  :  on  peut  en  effet,  par  l'abandon  de  certains  des 
axiomes  de  M.  Hilbert,  obtenir  des  métriques  ne  rentrant 
pas  dans  la  catégorie  de  celles  qui  reposent  sur  la  congruence 
relative  aux  groupes  de  transformations  ponctuelles. 

CoMBEBiAG  (Limoges). 

ERRATA. 

Corrections  à  l'article  :  Théorie  géométrique  des  groupes  métriques 
(no  du  15  juillet  1905,  p.  270-291). 

Page  282,  avant-dernière  ligne  :  au  lieu  de  a  théorème  G  »,  il  faut  «c  théo- 
rème 6  ». 

Page  289,  23«  ligne  :  au  lieu  de  «  tout  l'ensemble  »,  il  faut  :  «  tout  ensem- 
ble ». 

Page  290,  6"  ligne  :  au  lieu  de  :  «  par  une  transformation  convenablement 
«  choisie,  d'un  groupe  métrique  déterminé,  par  exemple  du  groupe  des 
<t  déplacements  sans  déformation.  Mais  on  admet  ainsi  l'existence  d'un 
«  groupe  métrique.  » 

il  faut  : 
«  par  une  transformation  convenablement  choisie,  soit  du  groupe  des  dépla- 
«  céments    euclidiens,  soit  d'un  groupe  conservant   un   ellipsoïde  réel   ou 
«  imaginaire  (à  centre  réel).  Mais  on  admet  ainsi  l'existence  de  ces  groupes.  » 
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DANS 


L'ENSEIGNEMENT    DES    MATHEMATIQUES 


Nous  avans  rappelé  dans  un  précédent  numéro  (mai  1905, 
p.  238)  le  vœu  qui  a  été  exprimé,  Tan  dernier,  au  Congrès  de 
Heidelberg,  en  faveur  de  Tobtention  des  moyens  indispensa- 
bles à  Tavancement  de  l'enseignement  mathématique.  Il  a  eu 
pour  effet  d'attirer  Taltention  des  mathématiciens  sur  rinsuf- 
iisance  de  l'organisation  actuelle  de  l'enseignement  supé- 
rieur. Chacun  reconnaît  aujourd'hui  qu'une  transformation 
en  vue  d'une  meilleure  adaptation  aux  conditions  modernes 
est  devenue  indispensable,  mais  il  semble  que  l'on  n'est  pas 
encore  fixé  sur  les  idées  directrices  qui  doivent  présider  à 
cette  réforme  et  sur  les  moyens  pratiques  permettant  de  la 
réaliser. 

Il  nous  a  |)aru,  dans  ces  conditions,  qu'il  y  aurait  un  réel 
intérêt  à  consulter  quelques  uns  des  mathématiciens  qui 
s'intéressent  aux  questions  d'enseignement  et  à  faire  connaî- 
tre leur  opinion  sur  les  conditions  que  doit  remplir  un  ensei- 
gnement complet,  théorique  et  pratique,  des  mathématiques 
dans  les  établissements  supérieurs.  Nous  avons  attiré  leur 
attention  sur  les  trois  questions  ci-dessous,  que  nous  sou- 
mettons également  à  nos  lecteurs.  Les  réformes  à  accomplir 
exigent  en  effet  le  concours  de  tous  ceux  qui  ont  l'expérience 
des  choses  de  l'enseignement  et  qui  entrevoient  quelques 
progrès  à  réaliser.  Nous  espérons  donc  que  ceux  qui  ont  quel- 
ques remarques  à  présenter  sur  Tune  ou  l'autre  de  ces  ques- 
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lions,  n*hésiteront  pas  à  nous  les  adresser  sous  forme  de 
correspondance. 

i®  Quels  sont  les  progrès  à  réaliser  dans  l'organisation  de 
renseignement  des  mathématiques  pures. 

2*  Quel  est  le  rôle  que  doivent  jouer  les  établissements  su- 
périeurs  dans  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques 
des  écoles  moyennes. 

3^  Comment  organiser  l'enseignement  mathématique  de 
manière  qu'il  réponde^  mieux  que  par  le  passée  aux  besoins 
des  autres  branches  scientifiques  pures  et  appliquées. 

La  Rédaction. 

Opinion  de  M.  Gino  Lohia 
professeur  h  l'Université  de  Gênes. 

Si  j'accepte  la  flatteuse  invitation  de  participer  au  référen- 
dum dont  YEnseignement  mathématique  a  pris  Tinitialive,  ce 
n'est  pas  dans  l'illusion  d'avoir  à  dire  quelque  chose  d'une 
importance  considérable,  mais  seulement  pour  manifester 
mon  intérêt  pour  les  questions  qu'on  vient  de  mettre  à  l'ordre 
du  jour.  Mes  connaissances  limitées  sur  l'organisation  de 
Tinstruction  mathématique  en  dehors  de  ma  patrie  me  font 
craindre  avec  raison  que  les  remarques  qu'on  va  lire  seront 
jugées  applicables  seulement  à  l'Italie  ;  j'espère  que,  malgré 
cela,  elles  ne  seront  pas  trouvées  tout  à  fait  dépourvues 
d'intérêt. 

Un  premier  progrès  qu'il  serait  désirable  de  réaliser  dans 
l'enseignement  des  mathématiques  pures,  consiste,  d'après 
mon  sentiment,  dans  une  accklération,  si  je  peux  m'expri- 
mer  de  la  sorte,  dans  sa  marche.  Le  grand  bâtiment  dont  les 
anciens  géomètres  ont  mis  des  bases  solides,  tend  toujours 
à  croître  en  hauteur,  en  ampleur  et  même  en  profondeur;  si 
on  se  borne  à  apprendre  aux  élèves  la  configuration  du  rez- 
de-chaussée  (qui  est  d'ailleurs  l'étage  le  plus  obscur  et  le 
moins  attrayant  ,  c'est  très  probable  qu'ils  n'auront  pas  ni  le 
temps  ni  l'envie  pour  monter  aux  étages  supérieurs,  dans 
l'espérance  de  parvenir  au  faîte  de  l'édifice.  Or  cette   aug- 
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mentation  de  vitesse  est,  sans  cloute,  possible,  car  dans  les 
éléments  il  y  a  plusieurs  chapitres,  qui  étaient  absolument 
indispensables  sous  V  «  ancien  régime  »  de  notre  science, 
mais  qui  pour  des  modernes  apparaissent  comme  des  objets 
de  luxe,  que  Thistorien  doit  garder  religieusement  dans  le 
musée  des  gloires  de  Tesprit  humain,  mais  qui,  dans  un 
premier  enseignement,  doivent  faire  place  à  des  choses 
d'une  utilité  plus  directe.  Je  me  borne  à  citer  comme  exem- 
ples la  théorie  des  proportions  (que  l'ombre  d'Euclide  me 
pardonne  ce  sacrifice  que  je  demande  du  V™"  livre  de  ses 
Eléments^  l'un  des  plus  beaux  monuments  de  l'ancienne  géo- 
métrie !)  et  la  théorie  élémentaire  des  sections  coniques, 
création  d'Apollonius  certainement  sublime,  mais  dont  Des- 
cartes et  Fermât  d'un  côté,  Chasles  et  Steiner  de  Tautre,  ont 
diminué  l'importance  ;  je  pourrais  ajouter  d'autres  exem- 
ples, si  je  ne  désirais  pas  d'être  court.  A  leur  place  on  pour- 
rait mettre  certaines  théories  soi-disant  supérieures,  mais 
qu'il  serait  possible  et  urgent  de  démocratiser  (p.  ex.  géo- 
métrie analytique,  géométrie  descriptive,  etc.). 

D'autre  part  il  serait  désirable  qu'on  donnât  une  idée  as- 
sez étendue  des  applications  que  reçoivent  aujourd'hui  les 
mathématiques.  L'action  réciproque  de  la  science  pure  et  de 
la  science  appliquée  a  été  exposée  tout  récemment  par  M. 
Poincaré,  dans  son  beau  volume  sur  La  valeur  de  la  science^ 
d'une  façon  si  lumineuse  qu'il  est  tout  à  fait  inutile  que  je 
répète  mal  ce  qu'il  a  dit  si  bien.  Mais  il  n'est  pas  inutile  de 
remarquer  que  les  applications  des  mathématiques  peuvent 
se  trouver  pour  toutes  les  sections  de  notre  science,  depuis 
les  plus  élémentaires  et  anciennes  jusqu'aux  plus  élevées  et 
modernes.  En  les  signalant,  non  seulement  on  parviendra  à 
augmenter  l'attrait  des  théories  pures,  maison  élargira  l'ho- 
rizon des  idées  chez  les  élèves  ;  on  captivera  l'attention  de 
ceux  qui  s'intéressent  aux  faits  aussi  bien  que  de  ceux  qui 
n'ont  en  vue  que  les  idées,  et  on  organisera  l'enseignement 
des  mathématiques  de  manière  qu'il  réponde,  mieux  que 
dans  le  passé,  aux  besoins  des  autres  branches  de  l'ensei- 
gnement. 

Pour  ce  qui  se  rapporte  à  la  préparation  des  professeurs 
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de  mathématiques,  le  changement  qui  me  parait  nécessaire 
est  encore  plus  profond.  Car,  tandis  que,  p.  ex.,  les  élèves- 
médecins  ont  toujours  devant  les  yeux  de  Tesprit  la  vision  de 
leur  profession  future,  à  ceux  qui  aspirent  à  devenir  des 
maîtres  de  mathématiques  on  ne  fait  presque  jamais  (je  pour- 
rais même  biffer  \e presque!)  songer  au  rôle  qu'ils  devront 
jouer  dans  leur  vie.  Ils  entendent  parler  haute  science,  ils 
s'efforcent  même  de  contribuer  au  progrès  de  nos  connais- 
sances positives,  mais  jamais  ils  se  préoccupent  de  la  ma- 
nière de  se  tirer  d'affaire  lorsqu'ils  seront  obligés  de  faire 
comprendre  une  théorie  mathématique  à  un  public  ignorant. 
P.  ex.,  sont-ils  exercés  aux  calculs  numériques?  leur  ap- 
prend-on à  dessiner  au  tableau  des  figures  vraisemblables  qui 
soient  vraiment  des  aides  pour  les  élèves  ?  connaissent-ils 
les  résultats  obtenus  par  la  pédagogie  dès  qu'elle  parcourut 
la  voie  frayée  par  la  psychologie  scientifique  ?...  Dans  l'igno- 
rance de  tout  cela  le  jeune  professeur  doit  débuter  par  des 
essais  plus  ou  moins  heureux  aux  dépens  de  ses  élèves!... 
Dès  1898,  dans  une  conférence  que  je  fis  à  Turin  à  l'occa- 
sion d'un  congrès  (et  qui  a  été  publiée  dans  le  Periodico  di 
matematica  per  l'insegnainento  secondario)^  j'ai  exposé  un 
programme  assez  détaillé  d'un  cours  historico-critique  sur 
les  théories  dont  se  composent  les  mathématiques  élémen- 
taires (géométrie  et  trigonométrie,  arithmétique  et  algèbre), 
cours  qui,  d'après  mon  sentiment,  servirait  très  bien  comme 
trait-d'union  entre  l'enseignement  universitaire  et  l'instruc- 
tion moyenne.  Le  bon  accueil  que  firent  à  mes  idées  des 
personnes  de  haute  compétence  me  fait  croire  que  j'étais 
alors  sur  le  bon  chemin.  Malheureusement  je  n'ai  pas  en- 
core eu  le  loisir  de  traduire  mon  programme  dans  un  livre 
ou  dans  un  cours  de  leçons  ;  mais  je  tiens  à  déclarer  que 
cela  est  arrivé  faute  de  temps  et  non  faute  de  foi  dans  ma 
thèse  ;  car  je  crois  toujours  qu'une  exposition  comparée  des 
méthodes  suivies  par  les  anciens  et  par  les  modernes  pour 
concevoir  et  exposer  les  théories  fondamentales  de  la  géo- 
métrie et  de  l'algèbre  élémentaires,  accompagnée  d'une  re- 
vue critique  des  objections  soulevées  contre  le  manque  de 
rigueur  de  certains  procédés  et  des  nouvelles  doctrines  en- 
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gendrées  en  conséquence  (p.  ex.  géoinélrie  non-eu<:lidienne, 
nombres  irrationnels,  etc.)  formerait  une  préparation  excel- 
lente pour  rélève  aspirant  à  devenir  maître.  Dans  ce  cas,  on 
pourrait  bien  dire  avec  Cicéron  :  «  historia  magistra  vila?  ». 
Le  perfectionnement  du  rôle  que  jouent  les  établissements 
supérieurs  pour  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques 
des  écoles  moyennes  est  une  question  de  haut  intérêt  gé- 
néral et  il  est  vivement  à  souhaiter  que  le  référendum  auquel 
je  viens  de  prendre  une  faible  part  donne  des  résultats  que 
tous  les  gouvernements  s'empresseront  d'adopter. 

Opinion  de  M.  Emile  Borel 
professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

La  réponse  aux  diverses  et  importantes  questions  que  vous 
me  posez  dépasserait  de  beaucoup  les  limites  d'une  lettre. 
Je  préfère  donc  me  borner  à  traiter  un  point  particulier  au- 
quel j'attache  une  grande  importance. 

Il  s'agit  de  la  réforme  de  l'enseignement  de  la  géométrie 
élémentaire.  Je  crois  que  presque  tout  le  monde  est  d'accord 
pour  reconnaître  que  les  méthodes  purement  euclidiennes 
ne  sont  plus  en  rapport  avec  les  progrès  des  mathématiques 
modernes.  «  La  géométrie  est  l'étude  du  groupe  des  mouve- 
ments» cette  vérité  fondamentale  doit  de  plus  en  plus  péné- 
trer l'enseignement. 

Seulement,  si  l'on  est  généralement  d'accord  sur  le  fait 
qu'il  y  a  quelque  chose  à  faire,  les  divergences  surviennent 
dès  qu'il  s'agit  de  préciser.  Ceci  ne  doit  pas  nous  étonner, 
car  il  est  bien  clair  que  toute  solution  proposée  ne  saurait 
être  aussi  achevée  dans  le  détail  que  l'est  la  géométrie  eucli- 
dienne, à  la  suite  de  perfectionnements  successifs  auxquels 
ont  collaboré  plusieurs  générations  de  savants  et  de  profes- 
seurs. Il  convient  donc  de  ne  pas  se  montrer  trop  sévère 
pour  les  créateurs  de  méthodes  nouvelles  ;  on  doit,  au  con- 
traire, chercher  à  retenir  ce  qu'il  y  a  de  meilleur  dans  leurs 
idées.  Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  c'est  seulement 
après  beaucoup  de  livres,  d'articles,  d'expériences,  que 
pourra  être  créée  une  géométrie  aussi  logiquement  parfaite 
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que  la  géométrie  euclidienne,  mais  plus  vivante,  plus  inté- 
ressante et  plus  accessible.  Un  tel  résultat  serait  du  plus 
haut  intérêt  pour  renseignement  mathématique;  aussi  me 
semble-t-il  que  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  cet  enseigne- 
ment, qu'ils  soient  professeurs  primaires,  secondaires  ou  su- 
périeurs (pour  employer  une  classification  qui  devient  de 
plus  en  plus  surannée)  doivent  contribuer  le  plus  possible  à 
hâter  l'avènement  de  la  géométrie  nouvelle,  soit  en  écrivant 
des  livres,  soit  en  discutant  ceux  qui  sont  écrits,  soit  et  sur- 
tout en  expérimentant  les  méthodes  nouvelles,  en  publiant 
les  résultats  de  leurs  expériences. 
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DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RÉSULTATS.  —I 

Avant^propos.  —  Nous  ne  saurions  commencer  cette  étude 
sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens  sans  réitérer 
nos  vifs  remerciements  à  tous  ceux  qui  ont  bien  voulu  ré- 
pondre à  notre  questionnaire  ;  nos  sentiments  de  gratitude 
vont  également  à  nos  confrères  de  la  presse  scientifique 
périodique  qui  ont  contribué  à  le  faire  connaître. 

Notre  étude  est  basée  sur  les  documents  provenant  de  plus 
d'une  centaine  de  mathématiciens  appartenant,  pour  la  plupart, 
au  temps  présent,  mais  parmi  lesquels  figurent  aussi  quelques 
uns  des  grands  géomètres  décédés,  depuis  les  Bernoulli 
jusqu'à  Lie.  Il  y  avait  en  effet  un  grand  intérêt,  surtout  pour 
la  question  relative  à  l'hérédité  du  talent  mathématique,  à 
consulter  les  biographies  de  quelques  savants  des  17™®  et 
18"'*  siècles. 
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Chacun  ayant  été  libre  de  ne  répondre  que  sur  les  points 
à  sa  convenance,  le  nombre  des  réponses  varie  nécessaire- 
ment d'une  question  à  une  aulre. 

Question  1  a. 

A  quelle  époque  d'après  vos  souvenirs,  et  dans  quelles  cir- 
constances, le  goût  des  sciences  mathématiques  s'est-il  em- 
paré de  vous  ? 

Pour  les  mathématiciens  dont  nous  avons  recueilli  les  ré- 
ponses, cette  époque  varie  de  la  première  enfance  à  Tâge  de 
26  ans.  Elle  précède  même,  pour  quelques-uns,  la  connais- 
sance de  Talphabet;  c'est  alors  par  le  calcul  oral  que  se 
révèle  le  goût  des  mathématiques,  ^ais  celui-ci  se  déclare 
le  plus  souvent  au  cours  des  études  primaires  ou  secondaires, 
au  moment  de  la  première  initiation  à  l'arithmétique  et  à 
la  géométrie,  ou  aux  mathématiques  élémentaires.  Les  uns 
sont  attirés  par  l'idée  de  nombre,  par  les  calculs  et  problèmes 
arithmétiques  ou  algébriques  ;  d'autres  admirent  Tenchaine- 
ment  d'une  démonstration  géométrique  ou  s'intéressent  plus 
particulièrement  aux  mathématiques  appliquées. 

Le  goût  des  mathématiques  existe  à  l'état  latent  chez  bien 
des  personnes,  mais  il  lui  faut  pour  éclore  des  circonstances 
favorables  provenant,  soit  du  milieu,  soit  de  l'école,  ou  en- 
core des  premières  lectures  mathématiques.  Son  éclosion 
est  souvent  retardée  par  un  enseignement  défectueux,  ainsi 
que  cela  ressort  du  reste  d'un  certain  nombre  de  lettres. 
Toutefois  le  retard  est  aussi  dû,  dans  certains  cas,  au  fait 
qu'il  s'agit  d'un  élève  également  doué  pour  toutes  les  branches 
de  l'enseignement  élémentaire. 

Sur  93  réponses  à  la  première  question  (a)  le  goût  des 
mathématiques  s'est  déclaré 

avant  10  ans  révolus  dans  35  cas, 

de  11  à  15     »  »  »      43    » 

de  16  à  18     »  »  »      11    » 

de  19  à  20     »  »  »        3    » 

et  au-dessus  de  20  (26  ans)        »  »        1    » 

11  y  a  nécessairement  beaucoup  de  réponses  à  peu  près 


ENQUÊTE  SUR  LA  MÉTHODE  DE   TRAVAIL  389 

identiques,  surtout  pour  la  période  de  6  à  15  ans.  Nous  re- 
produirons ici  les  plus  caractéristiques  et  nous  les  ferons 
suivre  de  quelques  indications  concernant  des  mathématiciens 
décédés. 

Rép.  Vil  (Allemagne).  —  Mon  père  s'était  toujours  beaucoup 
intéressé  aux  mathématiques,  et,  s'il  avait  pu  faire  des  études, 
aurait  certainement  fait  un  bon  mathématicien.  C'est  lui  qui  me 
donna  les  premières  leçons  de  mathématiques  ;  il  me  fit  résoudre 
des  problèmes  choisis  dans  le  recueil  Meyer-Hirsch  et  m'enseigna 
la  géométrie  d'Kuclide  d'après  une  traduction  de  Lorenz.  A  la  fin 
des  études  du  gymnase  je  me  résolu  à  faire  des  études  mathématiques. 

Rép.  XV  (Allemagne).  —  Mon  oncle,  qui  était  mathématicien, 
me  donna  des  leçons  particulières  pour  compléter  l'enseignement 
mathématique  que  je  recevais  à  l'école  et  qui  laissait  beaucoup  à 
désirer.  11  éveilla  en  moi  un  grand  intérêt  pour  l'astronomie.  Je 
fis  d'abord  des  études  techniques,  jusqu'à  Tàge  de  21  ans,  mais,  à 
la  suite  des  leçons  extrêmement  captivantes  de  Clebsch  et  des 
entretiens  que  j'eus  avec  lui,  je  me  décidais  à  me  consacrer  entiè- 
rement aux  mathématiques. 

Rép.  XXI  (Allemagne).  —  A  Tâge  de  6  à  8  ans,  j'avais  établi 
une  formule  me  permettant  de  calculer,  pour  ma  mère  qui  jouait 
à  la  loterie,  le  nombre  des  ambes  et  des  ternes  d'un  nombre 
déterminé  de  numéros.  A  une  autre  occasion  j'ai  résolu  un  problème 
de  permutations  concernant  le  jeu  de  cartes. 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  A  huit  ans  je  fis  passionnément  du 
calcul  algébrique  ;  à  12  ans  sous  l'influence  d'un  excellent  maître 
ma  vocation  était  décidée. 

Rép.  XIX  (Angleterre).  —  Je  pris  le  goût  des  mathématiques  à 
10  ans  à  la  suite  de  la  facilité  que  j'avais  à  résoudre  des  problèmes 
proposés  à  l'école. 

Rép.  XXXIII  (Autriche).  —  Assez  tôt;  j'avais  16  ans, dans  l'ensei- 
gnement secondaire  (j'avais  commencé  l'enseignement  primaire 
à  10  ans)  lorsque  j'ai  composé  un  mémoire  sur  les  fractions  pour 
perfectionner  la  théorie  qu'on  nous  a  exposée  à  l'école.  Une  année 
plus  tard,  mon  professeur  de  langue  tchèque  m'ayant  indiqué 
les  mathématiques  comme  vocation  probable,  je  me  mis  aux  études 
privées  ;  au  bout  d'une  année  je  connaissais  le  programme  du 
baccalauréat,  à  l'exception  de  la  Géométrie  analytique  dont  je 
n'avais  appris  que  les  premiers  éléments.  J'abordais  ensuite  l'étude 
du  Calcul  différentiel  et  intégral,  mais  sur  de  mauvais  manuels. 
J'étais  plus  heureux  avec  la  Géométrie  projective.  Je  trouvais  un 
plaisir  particulier  dans  la  recherche  des  théorèmes  projectifs 
généralisant  des  constructions  de  la  Géométrie  projective. 
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Rép.  LUI  (Belgique).  —  A  SVs?  ïï^oii  attention  était  fortement 
fixée  sur  Tidée  de  nombre. 

Rép.  XLVI  (Espagne).  —  Le  goût  des  sciences  mathématiques 
s'est  emparé  de  moi  quand  j'étais  âgé  de  17  ans.  Quand  j'étudiais 
la  physique,  j'aimais  fortement  tout  ce  qui  contenait  des  formules 
mathématiques,  la  mécanique,  la  théorie  de  la  lumière.  Je  fus 
ému  en  ouvrant  pour  la  première  fois  un  traité  de  Géométrie 
analytique  et  la  Philosophie  des  Mathématiques  de  Wronski, 
la  Philosophie  de  la  technique  algorithmique,  etc. 

Rép.  L  (Etats-Unis).  —  A  l'âge  de  12  à  13  ans,  les  premières 
leçons  d'Algèbre  et  de  Géométrie. 

Rép.  LV  (Etats-Unis).  —  Dès  l'âge  de  5  ans.  J'ai  toujours  eu 
une  avance  d'environ  deux  ans  sur  mes  camarades  pour  ce  qui 
concerne  le  programme  des  mathématiques.  A  12  ans  j'étais  décidé 
de  faire  des  mathématiques. 

Rép.  LXXII  (Etats-Unis). —  A  l'âge  de  14  à  15  ans,  grâce  à  mon 
excellent  maître  de  mathématiques  et  aux  intéressants  problèmes 
qu'il  nous  proposait. 

Rép.  I  (France).  —  Le  goût  de  tontes  les  sciences  m'est  venu 
à  l'âge  de  11  à  12  ans  par  la  lecture  de  livres  enfantins  sur  les 
sciences  et  les  savants,  puis  de  livres  de  physique  et  de  chimie 
amusantes  et  autres,  enfin  par  les  suggestions  continuelles  de 
mon  père  (notaire  de  petite  ville)  qui  ne  voyait  rien  au-dessus 
des  choses  et  des  hommes  de  science  et  encore  comme  contre- 
partie d'un  prompt  et  insupportable  dégoût  des  études  littéraires^ 
telles  qu'elles  se  faisaient  au  lycée.  Mis  au  latin  à  moins  de  sept 
ans,  j'ai  d'abord  réussi,  mais  une  maladie  m'a  fait  placer  dans 
une  école  primaire  où  j'ai  eu  des  succès  ;  ensuite,  de  la  septième 
à  la  rhétorique  (je  n'ai  pas  fait  de  Philosophie),  j'ai  croupi  misé- 
rablement dans  la  paresse  et  dans  des  punitions  aussi  continues 
et  multipliées  qu'impuissantes  à  la  corriger.  Mais  pendant  toute 
cette  triste  période  de  ma  vie,  tout  ce  qui  avait  rapport  aux 
sciences,  à  l'industrie,  n'a  jamais  cessé  de  me  passionner,  comme 
une  terre  de  délices  dont  j'étais  exilé.  —  Les  mathématiques 
m'ont  captivé  par  leur  précision,  et  leur  caractère  spécial,  comme 
l'aurait  fait  un  magicien  capable  de  deviner  l'inconnu.  Les  pro- 
blèmes d'arithmétique  m'enchantèrent  bien  avant  que  je  fusse 
capable  de  les  résoudre,  ce  qui  a  été  long.  Ail  ans,  mon  père 
m'a  fait  donner  des  leçons  particulières  de  sciences  (Algèbre, 
Physique,  etc.)  qui  me  passionnaient,  bien  que  je  n'y  comprisse 
presque  rien,  cela  sans  excepter  les  commencements  de  l'Algèbre 
de  Lefébure  que  mon  maître  m'avait  sottement  mis  entre  les 
mains.  A  moins  de  13  ans,  en  4™*,  j'ai  remporté  le  premier  prix 
pour  une  composition  remarquée,  si  je  me  souviens  bien,  dans 
un  cours  commun  professé  par  ce  maître  au  collège  de  Châlons 
sur  Saône  devant  toutes  les  classes  réunies  de  la  4™^  à  la  Philo- 
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Sophie  et  ce  premier  succès  m'a  enflammé,  en  partie,  par  son 
contraste  avec  ma  nullité  du  cùté  du  grec  et  du  latin.  En  3"'*^, 
j'avais  reçu  des  leçons  particulières  de  géométrie  données  par 
un  vieux  professeur,  ami  de  mon  père,  qui  m'accablait  de  reproches, 
même  d'injures,  et  cependant  j'aimais  ces  choses.  En  seconde 
et  en  rhétorique,  au  lycée  de  Dijon,  j'étais  toujours  un  cancre 
en  lettres,  accablé  d'arrêts  et  de  retenues  de  promenade,  mais 
je  lisais  comme  un  livre  sacré  l'histoire  des  Mathématiques  de 
Montucla  sans  toutefois  en  saisir  grand  chose,  je  fréquentais  les 
élèves  de  spéciales  en  enviant  leur  sort;  à  ce  moment  j'ai  épelé 
les  premiers  paragraphes  de  la  Géométrie  analytique  de  Cirodde 
qu'ils  m'avaient  prêtée,  et  ça  été  pour  moi  une  sorte  de  révélation, 
un  ravissement.  Les  notes  techniques  de  la  Trigonométrie  de 
Lefébure  me  plongeaient  dans  l'extase  comme  des  paroles  magi- 
ques, cependant,  je  n'y  comprenais  presque  rien.  Entré  en  mathé- 
matiques élémentaires,  à  16  ans  [(Classe  de  M.  B.  Amiot  au  lycée 
S'-Louis,  70  élèves)  je  me  suis  trouvé  classé  le  premier  dans  la 
première  composition  de  mathématiques  de  l'année,  et  dès  lors 
toutes  mes  prédilections  se  sont  portées  sur  les  Mathématiques. 
En  l""*  année  de  spéciales  (prof.  Briot)  j'étais  considéré  à  Paris 
comme  une  sorte  d'élève  phénomène.  En  2"*  année,  je  me  suis 
désintéressé  de  ce  cours  pour  lire  les  livres  de  Duhamel  sur 
l'Analyse  et  la  Mécanique  et  m'enflammer  de  plus  en  plus  au 
contact  de  choses  que  je  trouvais  transcendantes  en  les  comprenant 
fort  imparfaitement. 

Rép.  Il  (France).  —  A  14  ans,  en  4™®,  au  lycée  de  Moulins. 
Jusque-là,  au  lycée  Bonaparte  à  Paris,  puis  au  lycée  de  Moulins 
en  5™",  on  n'avait  fait  appel  qu'à  mes  facultés  de  perroquets  fort 
peu  développées  et  j'étais  un  cancre.  Je  cessais  de  l'être  dès  qu'on 
fit  tant  soit  peu  appel  à  mon  raisonnement. 

Rép.  XXIII  (France).  —  Dès  mon  enfance;  ma  première  vocation 
ila  marine),  m'a  poussé  de  fort  bonne  heure  à  des  études  qui  m'ins- 
piraient un  grand  attrait. 

Rép.  XXVI  (France).  —  Etant  jeune  j'avais  l'arithmétique  en 
horreur.  Le  goiU  des  mathématiques  m'est  venu  en  commençant 
l'étude  de  l'algèbre. 

Rép.  XLlll  (France).  —  A  17  ans,  quand  j'entrai  en  mathéma- 
tiques élémentaires. 

Rép.  LXXV  (France).  —  A  15  ans.  Après  une  année  passée  au 
lycée  de  Douai  (une  année  de  troisième-sciences]  qui  m'avait  hiissé 
indifférent  et  presque  dégoiité  des  mathématiques  qu'on  m'y  avait 
enseignées,  ayant  pris  à  Paris,  pendant  les  vacances,  quelques 
leçons  particulières,  j'ai  senti  venir  en  moi  le  goût  des  mathé- 
matiques. Le  professeur  particulier  auquel  je  fais  allusion  ici 
n'a  été  pour  rien,  ou  pour  peu  de  chose,  dans  cette  transformation. 
Autant  qu'on  peut  analyser,  à  mon  âge,  les  souvenirs  de  quin- 
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zièine  an  née  (les  impressions  scientifiques  surtout!)  je  crois  pouvoir 
déclarer  qu'il  y  avait  en  moi  tout  simplement  un  goût  latent  qui 
n'avait  pas  encore  trouvé  le  moment  d'éclosion. 

Rép.  l-XXVl  (France).  —  A  l'époque  où  dans  renseignement 
secondaire  on  bénéficiait  dans  la  classe  d'un  vrai  professeur  de 
mathématiques  (à  mon  époque  de  3"**). 

Rép.  XXV  (Hollande).  —  A  Tâge  de  13  ans,  par  des  leçons 
particulières  d'un  professeur  dont  les  connaissances,  comme  je 
m'en  suis  aperçu  plus  tard,  n'étaient  pas  très  étendues,  mais  qui 
était  enthousiaste  et  savait  entraîner  ses  élèves.  Aujourd'hui 
encore  je  pense  à  lui  avec  admiration. 

Rép.  XXIX  (Hollande).  — A  Tâge  de  8  ans,  soudain,  à  la  lecture 
d'un  traité  d'algèbre,  qui  me  tomba  sous  les  mains  absolument 
par  hasard. 

Rép.  V  (Italie).  —  Dès  mon  enfance.  Les  premiers  calculs,  les 
premiers  problèmes  m'intéressaient  déjà  beaucoup. 

Rép.  XVlll  (Italie).  —  A  14  ans,  quand  je  commençai  à  étudier 
l'arithmétique  théorique  et  à  résoudre  des  problèmes  algébriques 
simples  sans  connaître  encore  l'Algèbre. 

Rép.  XLll  (Italie).  —  Au  moment  où  je  fréquentai  le  second 
cours  de  l'Ecole  technique. 

Rép.  LXXIV  (Italie).  —  Le  goût  des  sciences  mathématiques 
s'est  emparé  de  moi  dès  les  premières  études  de  l'Arithmétique 
et  surtout  de  la  Géométrie  plane. 

Rép.  XXX  (Norvège).  —  A  l'âge  de  15  ans,  à  l'école.  C'est  en 
remarquant  certaines  lois  dans  les  séries  arithmétiques  que  le 
goût  a  commencé. 

Rép.  XI  (Russie).  —  A  onze  ans,  j'ai  remarqué  que  [a  -|-  1;*  = 
a*  -\-  a  ■{-  [a  +  1)  •  Mon  maître  m'a  dit  que  c'est  un  cas  particulier 
du  binôme  de  Newton.  Je  me  suis  imaginé  que  j'étais  mathéma- 
ticien ;  je  me  mis  à  lire  l'astronomie  populaire  d'Arago.  Ma  voca- 
tion était  décidée. 

Rép.  XLVII  (Suisse).  —  A  l'âge  de  14  ans  lorsque,  à  l'école 
secondaire,  j'entendis  pour  la  première  fois  les  démonstrations 
de  la  Géométrie  euclidienne. 

Rép.  LX  (Suisse).  —  Au  collège,  à  la  fois  sous  l'influence  d'un 
excellent  professeur  et  de  l'intérêt  que  je  portais  à  l'histoire  des 
mathématiques. 

Parmi  les  mathématiciens  décèdes^  nous  en  citerons  d'abord 
quelques-uns  qui  étaient  doués  d'une  remarquable  précocité 
pour  les  mathématiques. 

Pascal  (1623-1662).  —  Chacun  connaît  le  cas  de  Blaise  Pascal 
qui,  dès  la  première  enfance,  témoignait  d'un  vif  intérêt  pour  les 
sujets  mathématiques.  Dans  la  crainte  de  le  fatiguer,  son  père, 
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comptait  ne  faire  donner  les  premiers  éléments  des  mathématiques 
qu'à  partir  la  seizième  année.  Biaise  résolut  de  commencer  seul 
Tétude  de  la  Géométrie  et,  n'ayant  encore  que  douze  ans,  il  par- 
vint, sans  le  secours  d'aucun  livre,  à  démontrer  une  série  de 
propositions  de  la  Géométrie  d'Euclide,  notamment  le  théorème 
relatif  à  la  somme  des  angles  d'un  triangle.  A  seize  ans,  il  composa 
son  Traité  des  sections  coniques. 

Clairaut  (1713-1765).  —  Alexis-Claude  Clairaut  «  fut  un  enfant 
merveilleusement  précoce.  Son  père,  pauvre  professeur  de  mathé- 
matiques, chargé  d'une  nombreuse  famille  et  forcé  à  une  grande 
économie,  instruisait  lui-même  ses  enfants  ;  tout  naturellement 
il  leur  enseignait  de  préférence  ce  qu'il  savait  de  mieux,  et  la 
géométrie  occupait  une  grande  place  dans  leurs  études.  Les  élé- 
ments d'Ëuclide  servirent  de  premier  alphabet  à  Clairaut;  il  se 
trouva  bientôt  capable  de  les  entendre  et  d'en  raisonner.  Attiré 
par  le  charme  des  démonstrations  abstraites  qui  lui  semblaient 
claires  et  faciles,  il  avait  lu  et  compris,  à  l'âge  de  dix  ans,  1'/!/?^- 
If/se  démontrée  de  Guinée  et  le  Traité  des  sections  coniques  du 
Marquis  de  l'Hôpital.  Vers  le  milieu  de  la  treizième  année,  il 
composa  un  mémoire  sur  les  propriétés  de  quelques  courbes 
nouvelles  qui,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  et  approuvé  par 
elle,  fut  imprimé  à  la  suite  d'un  travail  de  son  père,  dans  le  recueil 
intitulé:  Miscellanea  Berolinensia,..  A  l'âge  de  seize  ans,  Clairaut 
avait  terminé  un  traité  sur  les  courbes  à  double  courbure.  »  (Joseph 
Bertrand,  Eloges  académiques,  nouvelle  série,  pp.  232-233  ;  Paris, 
1902). 

Gauss  (1777-1855].  —  Le  grand  géomètre  allemand  Ch.-Fréd. 
Gauss,  disait  lui-même  qu'il  avait  su  calculer  avant  de  savoir 
parler.  A  l'âge  de  trois  ans,  il  reprit  son  père  sur  une  erreur  de 
calcul;  à  neuf  ans  il  découvrit  la  propriété  de  la  somme  des  termes 
d'une  progression  arithmétique.  Gauss  était  également  très  doué 
pour  les  langues,  aussi,  à  son  entrée  à  l'Université,  en  1795, 
hésita-t-il  d'abord  entre  la  Philologie  et  les  Mathématiques  ;  il  ne 
tarda  d'ailleurs  pas  à  choisir  celles-ci. 

Ampêrb  (1775-1836).  —  Comme  Gauss,  A. -M.  Ampère  fut,  dès 
la  première  enfance,  remarquablement  doué  pour  le  calcul  oral. 

J.  Bertrand  (1822-1900).  —  L'illustre  académicien  Joseph  Ber- 
trand était  prodigieusement  doué  dès  l'enfance.  «  On  ne  croyait 
pas,  écrivit-iP  à  son  ami  Pasteur,  que  je  fusse  destiné  à  vivre  jus- 
qu'à l'âge  d'homme.  Les  études  dès  lors,  pour  moi,  étaient  traitées 
comme  un  passe-temps  inutile  et,  si  j'y  prenais  trop  de  goût, 
dangereux...  Mon  père  m'empêchait  d'étudier,  mon  instruction 
cependant  était  sa  plus  chère  préoccupation...  Lorsque,  à  l'âge  de 
neuf  ans,  j'eus  le  grand  malheur  de  perdre  mon  père,  j'avais  appris 


Voir  VEloge  historique  de  Joseph  Bertrand,  par  Gaston  Darboux. 
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par  surprise,  en  quelque  sorte,  les  éléments  de  la  Géométrie  et  la 
partie  élémentaire  de  l'Algèbre  ».  En  1838,  Bertrand  passait  avec 
succès  les  examens  de  bachelier  es  lettres  (20  mars),  de  bachelier 
es  sciences  (10  avril)  et  de  licencié  es  sciences  (4  mai)  ;  Tannée 
suivante  il  se  présenta  au  doctorat  es  sciences,  et  il  fut  reçu  premier 
à  TEcole  polytechnique. 

Jacob  Steinbr  (1796-1863).  —  Le  géomètre  suisse  J.  Steinbr 
montra  dès  son  enfance  des  aptitudes  pour  le  calcul  oral  et 
l'astronomie.  Toutefois  il  n'entreprit  que  très  tard  l'étude  des 
premiers  éléments  des  mathématiques  ;  lorsqu'à  l'âge  de  18  ans 
il  entra  à  l'Institut  Pestalozzi,  à  Yverdon,il  dut  d'abord  apprendre 
à  écrire. 

Chez  d'antres  géomètres  les  dispositions  pour  les  mathé- 
matiques ne  se  manifestèrent  que  plus  lard,  après  la  quin- 
zième année.  II  en  est  ainsi,  entre  autres,  pour  deux  des  plus 
grands  génies  mathématiques  du  XIX'"®  siècle;  mais  ils  n'en 
furent  pas  moins  précoces  dans  la  publication  de  leurs  pre- 
miers travaux.  Nous  voulons  parler  d'ABEL  et  de  Galois,  dont 
les  travaux  ont  exercé  une  induence  si  considérable  sur  le 
développement  des  mathématiques. 

Niels-Henkik   Abel   fl802- 18291.   —  Abel   entra  au   Lvcée    de 
Christiania  en   1815.  L'enseignement  se  donnait  alors  dans  des 
conditions  très  défavorables  et   la  plupart  des    maîtres   étaient 
incapables.  Il  ne  semble  pas  que  l'étude  des  mathématiques  ait 
exercé  une   grande  attraction  sur   Abel  pendant  cette  première 
période.  Les  aptitudes  pour  les  mathématiques  ne  commencèrent 
à  se  révéler  qu'en  1818,  sous  l'influence  d'un  jeune  maître  B.-M. 
HoLMBŒ  qui  devint  pour  lui  un  bienfaiteur  et  un   ami.  «  L'ensei- 
gnement  de   Holmbœ    fut  aussitôt  plus  jeune,   plus  vivant   que 
l'enseignement  habituel  de  cette  époque,  en  ce  qu'il  laissa  s'exercer 
la  réflexion  de  ses  élèves  en  leur  proposant  des  problèmes  variés, 
et  ainsi  apparut  soudain  un  jour  ce  que  renfermait  l'esprit  d'Abel. 
Au  bout  de  peu  de  temps  Holmbœ  dut  lui  donner  des  exercices  à 
part,  et  dès  cette  année  Abel,  qui  avec  cet  enseignement  eut  achevé 
les  éléments  en  un  tour  de  main,  et  était  avide  d'en  apprendre 
davantage,  demanda  des  leçons  particulières  ».  Holmbœ  ne  tarda 
pas  à  être  fixé  sur  la  valeur  de  son  élève  ;  en  1819  il  accompagne 
les  notes  d'Abel  de  l'appréciation  «  Génie  mathématique  remar- 
quable M,  et  en  1820  «  Au  génie  le  plus  remarquable  il  joint  un 
goût  et  une  ardeur  insatiables  pour  les  mathématiques,  et  certai- 
nement il  deviendra,   s'il  vit,  un  grand  mathématicien  ».  (Niels 
Henrik  Abel,  Mémorial  publié  à  l'occasion  du  Centenaire  de  sa 
naissance,  pp.  7-11). 
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Galois  (1811-1832).  —  Evariste  Galois  est  né  à  Bo.urg-la-Reine, 
près  de  Paris,  le  25  octobre  1811.  «  Dès  l'âge  de  quinze  ans,  écrit 
M.  E.  Picard  dans  son  Introduction  aux  Oeuvres  mathématiques 
(TEs^ariste  Galois,  ses  dispositions  extraordinaires  pour  les  mathé- 
matiques commencèrent  à  se  manifester  ;  les  livres  élémentaires 
d'algèbre  ne  le  satisfont  pas,  et  c'est  dans  les  Ouvrages  classiques 
de  Lagrange  qu'il  fait  son  éducation  algébrique.  Il  semble  qu'à 
dix-sept  ans  Galois  avait  déjà  obtenu  des  résultats  de  la  plus 
haute  importance  concernant  la  théorie  des  équations  algébriques... 
Après  deux  échecs  à  l'Ecole  polytechnique,  Galois  entra  à  l'Ecole 
normale  en  1829  et  fut  obligé  de  la  quitter  l'année  suivante.  Dans 
la  dernière  année  de  sa  vie  il  se  donna  tout  entier  à  la  politique, 
passa  plusieurs  mois  sous  les  verrous  de  Sainte-Pélagie  et,  blessé 
mortellement  en  duel,  mourut  le  31  mai  1832.  En  présence  d'une 
vie  si  courte  et  si  tourmentée,  l'admiration  redouble  pour  le  génie 
prodigieux  qui  a  laissé  dans  la  science  une  trace  aussi  profonde  ; 
les  exemples  de  productions  précoces  ne  sont  pas  rares  chez  les 
grands  géomètres,  mais  celui  de  Galois  est  remarquable  entre 
tous  ». 

Jacobi  (1804-1851).  —  C.-G.-J.  Jacobi  était  remarquablement 
doué,  dès  son  enfance,  pour  toutes  les  branches.  Au  Gymnase  il 
se  distingua  tout  particulièrement  pour  la  philologie  et  les  mathé- 
matiques. Pendant  ses  deux  premières  années  d'études  univer- 
sitaires, à  Berlin  (1821-1825),  il  se  consacra  à  la  fois  à  la  philosophie, 
à  la  philologie  et  aux  mathématiques,  sans  avoir  de  préférence 
bien  marquée.  Il  avait  déjà  dix-neuf  ans  lorsqu'il  choisit  définiti- 
vement les  mathématiques. 

Il  serait  facile  de  continuer  cette  liste  et  de  montrer  par 
d'autres  exemples  qu'il  y  a  de  grands  géomètres  qui  n'ont 
pas  été  précoces  dans  le  développement  de  leur  talent  mathé- 
matique. L'éclosion  de  leur  talent  a  quelquefois  même  été 
très  tardive.  Ce  fut  le  cas  de  l'un  des  plus  grands  mathéma- 
ticiens de  la  seconde  moitié  du  XIX™®  siècle,  S.  Lie. 

SoPKUs  Lie  (1842-18991.  —  Au  Gymnase  et  à  l'Université  de 
Christiania,  Lie  était  également  doué  pour  toutes  les  branches  ;  il 
se  destinait  à  l'enseignement  scientifique  et,  en  1865,  subit  avec 
succès  Texamen  d'Etat.  Pendant  toutes  ses  études  il  ne  montra  au- 
cune prédilection  pour  les  sciences  exactes.  Mais,  en  1868,  il  trouva 
par  hasard  les  œuvres  de  Poncclet  et  de  Plucker  qui  éveillèrent 
en  lui  un  goût  irrésistible  pour  les  mathématiques  ;  Tannée 
suivante  il  obtînt  une  bourse  de  voyage  qui  lui  permit  de  faire  un 
séjour  à  l'étranger  ;  il  fut  reçu  docteur,  à  l'Université  de  Chris- 
tiania, en  1871. 
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Sur  la  détermination  des  axes  d'une  hyperbole. 

(A  propos  d'un  article  de  M.  Majcen). 

La  construction  indiquée  par  M.  Majcen  [l'Ens,  Math.  p.  221- 
225)  pour  la  détermination  des  axes  d'une  hyperbole  dont  deux 
diamètres  conjugués  sont  donnés,  peut  se  légitimer  aisément  sans 
recourir  aux  propriétés  des  projections  d'une  hyperbole  équila- 
tère. 

Nous  nous  servirons  des  mêmes  notations  et  nous  reproduirons 
la  fîg.  2  pour  y  ajouter  quelques  lignes  auxiliaires.  11  est  évident 
que  les  asymptotes  de  la  courbe  sont  l'un  la  droite  OM'  et  l'autre 
la  droite  VV  menée  par  O  parallèlement  à  PN.  Puisque  les  trian- 
gles POM'  et  M'ON  sont  isoscèles,  on  aura 


M'ON 

/\ 
POM' 


OxXM' 

/\ 
M'PO 


NOV  , 

/\ 
POV   . 


s 
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et  les  droites  OP,  ON,  étant  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  asymptotes,  seront  les  directions  des  axes. 

Si  Qq  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Q'  sur  ON  on 
aura 

OQ,  =  RoN  ,  ORo  =  QoN  , 

et,  d'après  la  figure. 


OB'  =  OAi  =  RoN  —  ORo  =  RqN  —  QqN 


•  X 


Alors  on  peut  observer  : 
a)  Des  relations 


OB'*       R^'       QJ^r'        R^ÏT'-QJÏ"* 


on  déduit 


et  comme 


OA'  =  R,R'  -  QoQ'  . 


OR'  =  ORo  +  R'Ro  =  QoN  -h  R'Ro  . 


s         2       2         2 


OQ'  =  OQ,  -h  Q'Qo=  RoN  -h  QoQ'  . 


il  vient 


OB'  —  OA'  =  OQ'  —  OR'  . 


et  l'on  peut  conclure  que  OB'  et  OA'  sont  effectivement  les  demi- 
axes  de  l'hyperbole,  car  la  droite  A'B'  est  parallèle  à  Tun  des 
asymptotes  et  la  différence  de  leurs  carrés  est  égale  à  la  différence 
des  carrés  des  demi-diamètres  donnés. 

h)  Si  Q'  est  un  point  réel  de  Thyperbole  et  si  U,  V  et  S  sont  les 
points  où  la  droite  menée  par  Q'  parallèlement  à  ON  coupe  les 
asymptotes  et  OP,  on  sait  que  OB'  est  le  demi-axe  si 


OB'  =  Q'U  .  Q'V  . 
Mais  US  =  SV,  et  par  suite 

Q'U  .  Q'V  =  Q^*—  SÏÏ', 
et  puisque  la  droite  R'Rq  passe  par  U,  on  a 


Q'U  .  Q'V  =  R,N  -  ORo  . 
ce  qui  justifie  la  construction. 
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c\  On  peut  aussi  appliquer  la  propriété  que  Taire  du  triang^le 
formé  en  joignant  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjug-ués  est 
constante.  Si  OB'  est  le  demi-axe  on  a 

Ob'  _  aire  QA3^  __  aire  OQ'R'   __  0%  ,  R'H^  —  Q^Q^  .  GR^ 

— ;»  ~    aire  OPN   ""    aire  OPN     ~  ON  .  OP 

ON 


et  par  suite 


Maïs 


OB' =  g?  (OQo  .  R'Ro  -  Q'Qo  •  OR,) 


ON 
H'^o  qP  =  1*0^  =  OQj  , 

o\ 

Q'Qo  ôV  =  QoN  =  OR,  , 


ce  qui  donne 


OB'  =  OQo  —  OR,  =  R,N  —  OR,  , 
résultat  conforme  à  la  construction  examinée. 

E.  Cantoni,  Viadana  (Mantova). 

A  propos  d'un  théorème  de  M.  Zeiros  sur  les  racines 

des  équations  algébriques. 

Dans  L'Ens.  mathém.  du  16  juillet  1904,  (6«  année,  p.  297-299:, 
M.  Zervos  examine  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  un  polynôme  entier  avec  tous  ses  termes  positifs,  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  le  rapport  d*un 
coefficient  au  précédent  ne  va  pas  en  croissant^  l'équation  qu'on  a 
en  égalant  le  polynôme  à  zéro  a  nécessairement  des  racines  imagi- 
naires. 

Or,  il  est  facile  de  former  des  exemples  qui  ne  vérifient  pas  ce 
théorème. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 


donnant 


3x«  +  2ar  -h  p^  =  0  . 


—  2  Hh  j/3 
X  =2 
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et  réquatîon 

128  jr*  +  112  a^  +  20  X  -h  1  =  0  , 

dont  les  racines  sont  : 

1                 —  3  ±  j/r 
^•  =  ~8  •  '«»•=  8 • 

Du  reste  il  ne  ressort  pas  de  la  démonstration  de  M.  Zervos  que 
Téquation  possède  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

T.  Kariya  (Tokio). 


Questions  et  remarques  diverses. 

Un  théorème  sur  le  triangle.  —  Voici  un  théorème  tout-à-fait 
élémentaire  et  qui  est  sans  doute  connu  et  utilisé  depuis  longtemps, 
bien  que  je  ne  Taie  trouvé  dans  aucun  des  ouvrages  de  géométrie 
que  j'ai  à  ma  disposition. 

Soit  A  le  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  A  B  C; 
on  mène  la  médiane  A  O,  la  hauteur  A  D  et  la  bissectrice  A  E  de 
l'angle  A .  La  bissectrice  A  E  de  l'angle  BAC  est  aussi  bissectrice 
de  V  angle  0  AD, 

La  démonstration  est  du  reste  immédiate. 

Je  serais  heureux  si  quelque  lecteur  de  Y  Enseignement  mathé- 
matique pouvait  me  dire  si  cette  propriété  a  été  utilisée  sous  forme 
de  théorème  ou  à  titre  d'exercice  dans  un  manuel  de  géométrie. 

A.  IIantos  (Kecskemét,  Hongrie). 


Modèles  et  instruments. 

Collection  Wienbr.  —  La  collection  de  modèles  construits  par 
M.  le  prof.  Wiener  en  vue  de  son  enseignement  de  géométrie 
descriptive  à  THcole  technique  de  Darmstadt  va  être  éditée  par  la 
maison  Teubner  à  Leipzig;  elle  sera  complétée,  au  furet  à  mesure 
des  besoins,  par  de  nouvelles  séries  qui  seront  également  établies 
sous  la  direction  de  M.  H.  Wiener. 


CHRONIQUE 


Un  essai  de  réforme  des  études  moyennes  classiques  en  Italie. 

1.  —  Le  Lycée-Gymnase  en  Italie  est  Técole  classique^  celle  qui 
donne  au  jeune  homme  la  culture  moyenne  nécessaire  pour  le 
préparer  à  la  vie  de  Tesprit,  et  pour  lui  donner  les  connaissances 
qui  le  rendront  capable  de  suivre  avec  fruit  les  cours  des  facultés 
universitaires.  Ces  connaissances  ont  été  établies  indépendamment 
de  la  profession  que  Télève  chosira  ou  des  études  auxquelles  il 
voudra  se  consacrer:  en  effet  le  diplôme  que  Ton  donne  aux  jeunes 
gens  à  la  fin  du  Lycée  (licenza  liceale)  leur  ouvre  la  porte  de  toutes 
les  facultés  de  Tuniversité  et  des  autres  écoles  supérieures  même 
militaires. 

Bornons-nous  aux  degrés  supérieurs  de  Técole  classique,  c'est  à 
dire  à  la  4™*  et  à  la  5"®  du  Gymnase  (supérieur)  et  aux  classes  1*%  2""' 
et  3"",  du  Lycée.  On  y  apprend  les  branches  suivantes  :  langues  et 
littératures  italienne,  latine  et  grecque  ;  histoire  et  géographie; 
philosophie,  (seulement  au  Lycée]  ;  mathématiques  ;  chimie  et 
physique  (Lycée)  ;  sciences  naturelles  ;  langue  française  (seulement 
au  Gymnase). 

Jusqu'à  1904  ces  disciplines  étaient  obligatoires  pour  tous  les 
éîès^es  sans  distinction  :  de  sorte  qu'elles  étaient  officiellement 
reconnues  nécessaires  pour  la  culture  moyenne  d'un  jeune  homme, 
du  moins  avec  Textension  indiquée  dans  les  programmes.  Nous 
nous  occuperons  ici  particulièrement  des  mathématiques  ;  elles 
étaient  enseignées  d'après  un  programme  que  Ton  peut  résumer 
comme  suit: 

Gymnase  supéribur.  —  Arithmétique  rationnelle.  —  Géométrie 
plane  :  généralités,  égalité  des  figures,  quelques  notions  sur 
Téquivalence. 

Lycée. —  Algèbre  jusqu'aux  équations  du  2°*"  degré  et  les  équa- 
tions biquadratiques,  progressions  et  logarithmes.  —  Géométrie 
plane  et  solide  :  égalité,  équivalence,  similitude,  mesure.  —  Tri- 
gonométrie plane.  —  Compléments  d'Arithmétique  rationnelle 
(nombres  premiers,  nombres  irrationnels,  fractions  périodiques. 
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Par  un  décret  du  11  Novembre  11)04  le  Ministre  de  l'inslruclion 
publique  M.  Orlando,  introduisit  dans  les  programmes  un  chan- 
gement essentiel;  car  il  déclara  que  Télève  ne  doit  plus  être  forcé 
de  suivre  tous  les  cours  jusqu'à  la  fin  du  Lycée,  mais  seulement 
jusqu'à  la  fin  de  la  f*  année,  et  qu'au  commencement  de  la  2'"* 
année,  il  aura  le  droit  de  choisir  entre  Tétude  du  grec  et  celle 
des  mathématiques.  L'élève  qui  choisira  le  grec  n'aura  plus,  en 
2"'^  et  3™%  aucun  enseignement  de  mathématiques  :  celui  qui  choi- 
sira les  mathématiques  n'aura  que  quelques  leçons  d'histoire  de 
la  culture  grecque.  Il  va  sans  dire  que  pour  pouvoir  être  inscrit 
aux  Facultés  scientifiques,  l'élève  doit  avoir  choisi  les  mathéma- 
tiques, et  pour  la  Faculté  littéraire-philosophique  il  est  nécessaire 
d'avoir  reçu  la  licence  avec  le  grec;  pour  les  autres  Facultés  il  est 
indifférent  d'avoir  la  licence  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux  dis- 
ciplines. 

Afin  que  les  jeunes  élèves  du  Lycée  puissent  suivre  avec  fruit 
les  leçons  de  physique  i2'"''  et  3'"''  années),  on  a  dû  augmenter  les 
programmes  de  mathématiques  de  la  l*"'*  année  ;  et  on  a  aussi  aug- 
menté les  programmes  des  autres  deux  cours,  qui  sont  réservés 
aux  élèves  candidats  aux  Facultés  scientifiques.  Ainsi  on  a  seu- 
lement ajouté  aux  programmes  du  Gymnase  supérieur  les  nombres 
premiers  et  les  proportions  en  Arithmétique,  et  l'équivalence  des 
figures  planes  en  Géométrie:  quant  au  Lycée,  voilà, en  abrégé, les 
nouveaux  programmes  : 

l""*"  Lycée  (mathématiques  obligatoires  pour  tous  les  élèves). 

Algèbre.  —  Calcul  littéral.  Equations  du  l*'""  degré  à  une  incon- 
nue. Système  de  deux  équations  de  l*^""  degré  à  deux  inconnues. 
Notions  sur  les  radicaux.  Détermination  de  la  formule  de  résolu- 
tion de  l'équation  au  2'"''  degré  à  une  inconnue.  Progressions. 
Logarithmes  (théorie i. 

Géométrie.  —  Relations  de  positions,  égalité  pour  les  figures 
solides.  Proportionnalité  et  similitude  en  géométrie  plane. 
Mesure  :  théorie  et  application  à  la  géométrie  plane.  Règles  pra- 
tiques pour  la  mesure  des  surfaces  non  planes  et  des  solides. 

Trigonométrie.  —  Définitions  et  variations  des  fonctions  trigo- 
nométriques:  leurs  relations  principales. 

2ine  EX 3'"**  Lycée.  —  (Mathématiques  facultatives). 

Arithmétique  et  Algèbre.  —  Radicaux.  Equations  du  2™*  degré 
ou  réductibles  au  2™''  degré.  Binôme  de  Newton.  Equation  expo- 
nentielles et  logarithmes.  Nombres  irrationaux  et  opérations  rela- 
tives. Compléments  sur  les  nombres  premiers  et  sur  la  divisibilité. 
Notions  sur  l'analyse  indéterminée  du  1"  degré. 

Géométrie.  —  Equivalence  et  similitude  des  solides.  Théorie  de 
la  mesure  des  surfaces  non  planes  et  des  solides.  Applications  de 
l'algèbre  à  la  géométrie. 

Trigonométrie.  Addition,  multiplication,  division  des  arcs.  Ré- 

L'Enneignement  mathém.,  7«  annoe;  1905.  27 
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solution    des   triangles    rectilignes.    Formules  de    trigonométrie 
sphérique.  Résolution  des  triangles  sphériques. 

Comme  Ton  voit,  il  y  a  une  réduction  sensible  des  programmes 
pour  Tensemble  des  élèves,  et  une  augmentation  pour  ceux  qui 
choisissent  les  mathématiques  ;  mais  la  réduction  totale  des  pro- 
grammes obligatoires  a  forcé  le  ministre  à  condenser  dans  celui  de 
la  l"**  année  bien  des  matières  pour  lesquelles  le  temps  nécessaire 
à  leur  étude  fera  absolument  défaut  dans  les  quatre  heures  par 
semaine  destinées  aux  Mathématiques  en  1'*,  et  dont  la  difficulté 
est  trop  grande  pour  la  généralité  des  élèves  à  cause  de  la  prépa- 
ration relativement  insuffisante  qu'ils  ont  au  Gymnase.  Ce  pixï- 
gramme  très  condensé  est  condamné  sans  doute  dans;  la  pra- 
tique à  être  exposé  seulement  en  partie,  ou  à  être  réduit,  dans 
plusieurs  de  ses  rubriques,  à  une  énumération  de  règles  et  de 
propriétés  avec  le  sacrifice  de  ce  caractère  scientifique  et  ration- 
nel qui  devrait  toujours  être  conservé  dans  renseignement  d'une 
école  classique. 

Tout  cela  pour  ce  qui  a  rapport  aux  mathématiques,  envisagées 
comme  une  discipline  isolée. 

Mais  on  voit  facilement  que  le  décret  du  Ministre  Orlando  a  des 
défauts  encore  plus  graves,  si  on  le  considère  par  rapport  au  Lycée, 
comme  école  de  culture  générale.  Car  si  le  Lycée  a  pour  but  de 
former  le  jeune  homme,  on  y  doit  apprendre  les  disciplines  qui 
sont  jugées  nécessaires  et  suffisantes  à  ce  but,  pas  une  de  plus  ou 
de  moins  ;  permettre  qu'un  seul  élève  choisisse  entre  deux  disci- 
plines, revient  à  déclarer  que  ni  l'une  ni  Tautre  ne  sont  nécessaires 
à  ce  but.  Et  puisqu'on  a  mis  le  pied  sur  le  chemin  glissant  du 
choix  permis  aux  élèves,  on  ne  tardera  pas  à  le  parcourir  en  entier 
en  accordant  aux  futurs  étudiants  en  médecine  de  laisser  le  grec 
et  les  mathématiques,  et  permettant  aux  étudiants  en  droit  de 
laisser  de  côté,  en  plus  du  grec  et  des  mathématiques,  la  physi- 
que, les  sciences  naturelles  etc..  De  plus  on  impose  le  choix  entre 
deux  disciplines  à  des  jeunes  gens  trop  peu  âgés  pour  pouvoir 
choisir  sans  obéir  à  des  préoccupations  complètement  étrangères, 
opposées  à  celles  qui  devraient  les  guider;  d'autant  plus  qu'ils  ne 
connaissent  encore  que  des  notions  trop  élémentaires  des  disci- 
plines entre  lesquelles  ils  doivent  choisir. 

Et  encore  pourquoi  inscrire  parmi  les  disciplines  facultatives 
les  mathématiques,  dont  personne  n'ignore  le  rôle  hautement 
éducatif  et  l'influence  heureuse  qu'elles  ont  sur  le  caractère  ?Les 
difficultés  que  l'on  trouve  dans  leur  étude  (étude  qui,  on  doit 
l'affirmer  avec  insistance,  est  cependant  possible  à  tout  espril 
juvénile  dans  les  bornes  qu'on  lui  assigne  dans  les  écoles  moyen- 
nes) indiquent  quelle  est  la  tâche  de  ces  sciences  dans  l'école  : 
montrer  au  jeune  homme   que   ^t  couloir  c'est  pouvoir  ii>.  Rendre 
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libre  de  ne  point  les  étudier  celui  qui,  très  souvent  à  cause  de 
sa  mauvaise  volonté,  les  juge  difficiles,  c'est  lui  épargner  une  belle 
occasion  d'apprendre  à  lutter  contre  les  obstacles  de  la  vie. 

2.  —  Ces  considérations,  et  d'autres  encore  que  je  laisse  de  côté, 
ont  créé  parmi  les  professeurs  italiens  une  sorte  d'agitation,  et  plu- 
sieurs d'entre  eux  ont  fait  connaître  leur  opinion  soit  par  des  ar- 
ticles de  journaux,  soit  par  des  lettres  adressées  à  M.  le  Ministre. 
C'est  ce  qu'ont  fait  aussi  quelques-unes  des  associations  de  profes- 
seurs. 

Parmi  ces  dernières  je  signale,  à  cause  de  son  importance  tech- 
nique et  de  son  rôle  dans  la  question  dont  je  parle,  l'association 
«  Mathesis  »,  qui,  comme  on  sait,  vise  l'amélioration  de  l'école 
et  des  méthodes  d'enseignement  au  point  de  vue  des  mathémati- 
ques, et  qui,  autrefois  avait  vu  les  conclusions  de  ses  études  ac- 
cueillies par  le  Ministre  dans  une  réforme  des  programmes. 

Sa  dernière  manifestation  a  été  une  importante  séance,  tenue  à 
Milan  les  21  et  22  Avril  1905,  et  à  laquelle  les  professeurs  de 
ritalie  du  Nord  ont  été  invités.  Le  but  de  la  séance  était  l'examen 
et  la  discussion  des  questions  suivantes: 

«  I.  Conséquences  de  la  faculté  de  supprimer  l'étude  des  mathé- 
«  matiques  en  2*"*' et  3'""  du  Lycée,  pour  l'éducation  intellectuelle  et 
«  morale  des  jeunes  gens.  A-t-on  réalisé  cette  réforme  de  sorte  à 
«  en  obtenir  les  avantages  que  le  Ministre  Orlando  en  attendait?  » 

«  II.  Sur  les  nouveaux  programmes  de  mathématiques  pour  le 
«  4™*'  et  5™**  du  Gymnase  et  pour  la  l""*"  du  Lycée,  c'est-à-dire /?/-o- 
«  gramme  obligatoire  ». 

«  III.  Sur  les  nouveaux  programmes  de  mathématiques  pour  les 
«  2"*  et  3™"  du  Lycée,  c'est-à-dire:  programme  facultatif  y^ , 

Un  nombre  considérable  de  professeurs  d'écoles  moyennes  et 
d'universités  ont  été  présents  et  ont  pris  part  à  la  discussion,  pré- 
sidée par  le  Professeur  Pascal,  de  l'université  de  Pavie.  Ils  ont 
adopté,  à  l'unanimité,  les  résolutions  suivantes: 

I.  Les  professeurs  de  mathématiques  du  Nord  de  l'Italie,  réunis  à 
Milan  le  21  Avril  1905  pour  discuter  les  conditions  que  les  récen^ 
tes  dispositions  du  Ministre  ont  fait  à  renseignement  des  mathéma- 
tiques dans  les  écoles  classiques, 

N'admettant  pas  qu'un  jeune  homme  sain  d'esprit  puisse  avoir 
une  prédestination  naturelle  à  ne  point  apprendre  une  quelcon- 
que des  disciplines  qui  sont  la  base  de  la  culture  générale  clas- 
sique, et,  par  conséquent,  jugeant  faux  et  dangereux  le  principe 
sur  lequel  s'appuie  la  dernière  réforme  de  l'école  classique; 

En  considérant  que  l'étude  des  mathématiques  est  nécessaire,  à 
cause  de  sa  fonction  hautement  éducative  de  l'intelligence, 
comme  complément  de  la  culture  donnée  par  les  études  littéraires 
et  à  cause  aussi    de    l'application    toujours  croissante  qu'elles 
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reçoivent  aux  sciences  naturelles,  économiques,  sociales  et  philo- 
sophiques; 

En  considérant  aussi  que  pour  la  plupart  des  jeunes  j^rens  le 
choix  du  grec  ou  des  mathématiques  serait  très  souvent  déterminé 
par  des  circonstances  accidentelles  (par  exemple  par  le  degré  de 
sévérité  des  professeurs  respectifs)  plutôt  que  par  une  aversion 
innée  pour  Tune  ou  pour  l'autre  des  deux  disciplines; 

Déclarent  que  la  dite  réforme,  si  elle  reste  acquise  au  Lycée, 
amoindrira  l'importance  et  plus  encore,  anéantira  presque  l'inihi- 
ence  de  deux  disciplines,  qui  sont  fondamentales  et  en  elles-mê- 
mes et  pour  une  constante  tradition  italienne,  au  grand  préjudice 
de  Téducation  nationale. 

Et  enfin  se  plaignent  que  Ton  ait  réalisé  une  réforme  aussi  im- 
portante sans  avoir  préalablement  questionné  en  général  les  per- 
sonnes compétentes  et  malgré  les  délibérations  plusieurs  fois 
prises  par  TÂssociation  Mathesis. 

II.  La  réunion  juge  qu'un  seul  progamme  de  mathématiques  élé- 
mentaires rationnelles...  doit  être  obligatoire  pour  tous  les  élèves 
et  pour  toutes  les  classes  du  Lycée... 

m.  Pour  ce  qui  est  d'une  transformation  générale  de  l'école 
moyenne,  que  l'on  annonce  prochaine,  l'assemblée  exprime  le 
vœu  que  cette  école  soit  divisée  en  deux  périodes  quadriennales: 
et  que  la  deuxième  période  soit  exclusivement  réservée  —  pour 
tous  les  quatre  cours  et  pour  tous  les  élèves  —  au  développement  des 
éléments  de  mathématiques  rationnelles,  avec  un  seul  professeur. 

lY.  La  réunion,  après  avoir  mis  en  relief  les  défauts  des  pro- 
grammesactuels  pour  les  mathématiques  dansles  écoles  classiques, 
juge  qu'il  serait  utile  de  préparer  de  nouveaux  programmes  pour 
la  partie  des  mathématiques  obligatoires. 

3.  —  Le  Professeur  Pascal  prononça  le  discours  de  clôture  dont 
je  tiens  à  reproduire  ici  un  passage: 

«  ....  Vous  deviez  protester,  et  vous  l'avez  fait  :  protester  contre 

«  la  faute  d'un  ministre  qui n'a  pas  hésité  de  porter  une  atteinte 

«  si  grave  à  toute  la  culture  nationale  ;  car c'est  frapper  les  ra- 

«  ci  nés  mêmes  de  la  culture  que  de  frapper  la  science  qui  de  la 
«  culture  et  de  l'éducation  nationales  est  la  base  la  plus  solide,  la 
«  plus  pure,  la  plus  durable,  la  science  dont  la  plus  grande  ini- 
«  portance  réside  moins  dans  ce  qu'elle  apprend  que  dans  la  mê- 
«  thode  qu'elle  emploie,  et  par  conséquent  dans  l'atitude  que 
«  l'esprit  de  l'élève  prend  gnice  à  elle  et  dans  l'habitude  qu'il  en 
«  acquiert  et  qu'il  conservera  pendant  toute  sa  vie.  » 

4.  —  La  séance  fut  suivie  d'une  intéressante  conférence  du  Pro- 
fesseurG.  Loria,  de  l'Université  de  Gênes,  intitulée:  Programmes 
du  passé  et  programmes  pour  Vavenir,  Fin  voici  un  résumé. 
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Si  c'est  un  professeur  universitaire  qui  parle  dans  une  réunion 
de  professeurs  secondaires,  il  n'y  a  là  rien  de  choquant  :  les  di- 
verses disciplines  mathématiques  sont  enchaînées  entre  elles,  et 
celui  qui  en  professe  une  ne  peut  pas  se  désintéresser  des  au- 
tres. 

I/orateur  ne  nie  pas  que  Ton  ait  obtenu  dans  ces  dernières 
années  des  améliorations  même  sensibles  dans  les  méthodes  d'ex- 
position de  quelques  matières  des  mathématiques  :  et  il  cite 
comme  exemple  les  fondements  de  la  Géométrie,  la  théorie  de 
l'équivalence  ^géométrique,  celle  des  nombres  irrationnels,  la 
fusion  de  la  planimétrie  avec  la  stéréométrie.  Mais  il  observe  que 
c'est  le  plan  général  des  études  mathématiques  dans  les  écoles 
moyennes  qui  n'a  pas  changé,  car  presque  toujours  les  modifica- 
tions aux  programmes  consistent  en  des  changements  d'ordre, 
ou  bien  en  des  adjonctions  ou  des  suppressions. 

Le  plan  selon  lequel  on  apprend  la  géométrie,  particulièrement 
dans  les  liycées,  est  encore,  substantiellement,  celui  des  Eléments 
d'Euclide,  excellent  pour  le  temps  dans  lequel  il  a  été  conçu  et 
apte  pour  faire  connaître  les  ouvrages  des  grands  géomètres  de 
l'antiquité  ;  mais  ce  n'est  certes  pas  là  le  but  que  doit  avoir  l'ensei- 
gnement de  la  géométrie  dans  les  écoles  moyennes  de  notre  siècle. 
Le  jeune  homme  qui  passe  du  Lycée  à  nos  facultés  mathémati- 
ques se  trouve  dans  un  champ  tout  à  fait  nouveau,  et  presque 
imprévu. 

Ces  conditions  ont  quelque  peu  changé  de  nos  jours,  beaucoup 
plus,  cependant,  pour  la  valeur  des  professeurs  que  pour  la  bonté 
des  programmes  ;  mais  elles  persistent  encore,  et  peut-être  une  des 
causes  en  est  la  nature  même  des  mathématiques  dans  lesquelles 
il  n'y  a  de  nouvelle  conquête  qui  puisse  effacer  une  seule  des  vé- 
rités déjà  acquises  à  la  science,  et  une  autre  cause  est  l'enthou- 
siasme que  les  Italiens  ont  toujours  pour  tout  ce  qui  est  classique. 

Pour  modifier  l'enseignement  dans  le  sens  voulu  par  l'orateur, 
il  faut  introduire  dans  l'enseignement  moyen  quelques  idées  gé- 
nérales, qui  sont  fondamentales  dans  les  cours  supérieurs  :  celles  de 
fonction,  de  correspondance  ou  représentation^  de  transformation^ 
peut-être  même  celle  de  groupe  d'opérations  et  de  transforma- 
tions; on  jeterait  ainsi  une  grande  lumière  sur  plusieurs  chapitres 
des  mathématiques,  et  on  pourrait  à  la  fois  rendre  ces  sciences 
moins  arides  pour  les  élèves. 

On  pourrait  de  plus  faire  descendre  quelques  théories,  aujour- 
d'hui jugées  supérieures,  jusqu'à  l'enseignement  secondaire,  par 
exemple  les  éléments  de  la  géométrie  analytique  et  de  la  géomé- 
trie descriptive,  utiles,  celle-ci  dans  la  géométrie  solide,  celle-là 
dans  la  géométrie  plane  :  car  ces  éléments,  les  exemples  n'en  font 
pas  défaut,  peuvent  facilement  être  condensés  en  peu  de  leçons 
pas  trop  difficiles.  C'est  ainsi  qu'on  fait  dans  d'autres  pays. 
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Comme  les  autres  sciences,  les  mathématiques  aussi  marchent: 
ce  qui  était  supérieur  mais  accessoire  un  temps,  est  aujourd'hui 
élémentaire  et  fondamental.  En  France  on  a  déjà  introduit  dans 
renseignement  moyen  les  éléments  du  calcul  infinitésimal.  Au 
reste  les  idées  fondamentales  de  ce  calcul,  qui  sont  celles  de  limite 
et  d'infini^  se  retrouvent,  visibles  ou  cachées,  aussi  dans  bien  des 
questions  de  mathématiques  élémentaires.  Quand  la  géométrie 
analytique  et  le  calcul  infinitésimal  auront,  du  moins  en  partie, 
pénétrés  dans  les  écoles  moyennes,  les  écoles  supérieures  pour- 
ront bien  autrement  qu'à  présent  jouer  leur  rôle. 

On  peut  faire  l'objection  que  les  progammes  de  mathématiques 
sont  déjà  assez  vastes,  et  que,  en  comparaison  des  heures  qu'on 
leur  assigne,  on  ne  peut  guère  penser  à  les  augmenter.  L'orateur 
répond  qu'on  pourrait  réduire  de  beaucoup  les  programmes  ac- 
tuels. On  pourrait  supprimer  la  séparation  trop  absolue  entre 
Talgèbre  et  la  géométrie  :  laisser  de  côté  quelques  questions  qui, 
aujourd'hui,  n'ont  plus  raison  d'existence,  par  exemple  les  pro- 
portions, avec  leur  suite  de  règles  variées:  on  peut  dire  de  même 
de  quelques  chapitres  dont  l'utilité  pratique  ou  logique  est  discu- 
table, par  exemple  l'analyse  indéterminée  du  1""  degré,  ou  qui  sont 
inutilement  compliqués  en  les  traitant  élémentairenient,  comme 
les  maxima  et  minima,  la  détermination  de  la  valeur  de  certai- 
nes formes  indéterminées,  la  théorie  des  sections  coniques. 

L'orateur,  en  terminant,  observe  que  les  modifications  qu'il  a 
indiquées  n'accroîtront  pas,  selon  lui,  la  difficulté  de  l'étude  des 
mathématiques  élémentaires  :  et  que,  au  reste,  si  la  difficulté  en 
réalité  dôt  augmenter,  il  y  aurait  un  véritable  avantage,  car  elle 
servirait  à  diminuer  le  nombre  des  jeunes  gens  qui  parcourent  le 
chemin  des  études,  sans  v  être  naturellement  inclinés. 

Turin,  2  août  1905. 

Rodolphe  Bettazzi  (Turin. 


Les  mathématiques  au  Congrès  de  rAssociation  française 
pour  l'avancement  des  Sciences,  tenu  à  Cherbourg  en  août  1905. 

Le  Congrès  s'est  ouvert  le  3  août  sous  la  présidence  de  M.  A. 
GiARD,  Membre  de  l'Institut,  assisté  du  Maire  de  Cherbourg  et  de 
M.  le  D""  Gariel,  Secrétaire  général  de  l'Association.  Il  est  hors 
du  programme  de  U Enseignement  Mathématique  de  résumer  le 
Discours  de  M.  Giard;  nous  dirons  seulement  que  c'est  un  savant 
aperçu  de  l'influence  de  la  théorie  de  l'évolution  sur  les  progrès 
accomplis  en  Histoire  Naturelle  depuis  un  siècle. 

Les  travaux  des  sections  I  et  II,  celles  des  Mathématiques,  de  la 
Géodésie  et  de  la  Mécanique,  furent  ouverts  par  un  beau  Discours 
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(le  M.  P.  Appbll,  Membre  de  Tlnstitut,  Doyen  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  TUniversité  de  Paris,  sur  les  difficultés  que  présentent 
quelques  questions  de  la  Mécanique  rationnelle,  en  restant,  afin 
de  pouvoir  se  rapprocher  des  applications,  sur  le  terrain  de  la 
mécanique  classique  créée  par  Galilée  et  Newton.  M.  Appell  a 
montré  d'abord  que  des  théories  exactes  peuvent  être  mal  inter- 
prétées si  on  ne  les  précise  pas  par  des  expériences  ;  en  prenant 
la  méthode  par  la  photographie  instantanée,  imaginée  par  Marey, 
pour  étudier  les  mouvements  des  animaux,  il  a  montré  que  les 
discussions  relatives  au  chat  qui,  abandonné  d'une  certaine  hau- 
teur les  pattes  en  Tair,  arrive  au  sol  sur  ses  pattes,  provenaient 
du  manque  de  précision  du  mot  retourner:  le  chat  ne  se  retourne 
pas  tout  d'une  pièce,  mais  il  exerce  pendant  la  chute  une  suite  de 
déformations  et  de  contorsions  conformes  à  la  loi  des  aires.  I/ora- 
teur  pense  que,  si  les  expériences  de  M.  et  M'"'*  Curie  sur  le  ra- 
dium paraissent  apporter  une  dérogation  au  principe  de  la  con- 
servation de  Fénergie,  ces  dérogations  ne  sont  qu'apparentes  et 
regarde  comme  probable  qu'on  ne  tardera  pas  à  le  prouver.  Le 
savant  analyste  rappelle  que  les  équations  de  la  mécanique  ration- 
nelle, résultant  des  travaux  de  D'Alembert  et  de  Lagrange,  con- 
sidérés pendant  longtemps  comme  inattaquables,  ont  été  mises 
en  défaut  en  1872  par  le  mathématicien  anglais  Ferrers,  quia  pris 
comme  exemple  le  mouvement  d'un  cerceau  sur  un  plan  ;  il  s'en- 
suit que  les  équations  précédentes  ne  peuvent  être  employées  que 
dans  les  cas  où  Ton  peut  négliger  les  dérivées  secondes  des  para- 
mètres, leurs  carrés  et  leurs  produits  ;  d'ailleurs,  en  1905,  M. 
Philip  E.  B.  Jourdain  a  proposé  d'autres  équations  contenant  ces 
dérivées  et  paraissant  devoir  rendre  service  en  physique  mathé- 
matique. M.  Appell  fait  ensuite  l'historique  du  problème  fonda- 
mental de  la  Mécanique  Céleste  ;  il  rappelle  que  les  méthodes 
approximatives  employées  par  Laplace  pour  résoudre  le  problème 
des  trois  corps  manquent  de  rigueur  ;  il  signale  les  méthodes 
nouvelles,  puissantes  et  rigoureuses  exposées  par  M.  H.  Poincaré 
dans  son  Mémoire  couronné,  ainsi  que  l'exposé  que  cet  éminent 
géomètre  a  fait  dans  les  trois  volumes  de  son  Traité  sur  les  Mé- 
thodes nouvelles  de  la  Mécanique  Céleste.  Ce  Discours  s'est  ter- 
miné par  des  considérations  sur  l'importante  question  du  frotte- 
ment :  les  récents  perfectionnements  apportés  à  la  théorie,  pour  la 
mettre  en  rapport  avec  la  réalité,  sont  nettement  indiqués  par  le 
savant  géomètre  qui  vient  détenir  un  nombreux  auditoire  sous  le 
charme  de  sa  parole  convaincante. 

Le  président  des  Sections  I  et  11  était  M.  Maurice  d'OcAGXE  ; 
furent  élus  vice-présidents  MM.  Clark,  professeur  à  l'Ecole  poly- 
technique du  Caire,  et  Ernest  Lbbon;  secrétaire  M.  Clapier,  pro- 
fesseur agrégé  de  mathématiques  au  Lycée  de  (Cherbourg.  Les 
(Communications  faites  en  séance  répondent  toutes  au  but  que 
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poursuit  rAssociation  :  faire  connaître  des  perfectionnements  ap- 
plicables dans  TAstrononiie,  l'Industrie,  l'art  de  l'ingénieur  et 
l'enseignement.  Je  regrette,  pour  quelques-unes,  de  ne  pouvoir 
donner  que  le  titre,  les  Auteurs  ayant  été  absents. 

M.  (Ilaiik  a  montré  qu'il  est  très  important  pour  l'analyse  de 
préciser  exactement,  quand  un  discriminant  s'évanouit,  la  nature 
de  ses  facteurs  qui  correspondent  à  une  singularité  particulière 
de  la  fonction.  Le  théorème  qu'il  a  établi  peut  être  pris  comme 
base  de  l'étude  des  singularités  algébriques  et  géométriques  ;  en 
,  particulier,  il  est  applicable  à  la  recherche  des  solutions  sinpru- 
lières  des  équations  différentielles. 

M.  Mai'rice  d'OcA(;NE  a  fait  connaître  des  développements  nou- 
veaux de  la  méthode  nomographique  des  points  alignés  et  en  a 
dor»né  des  applications  très  utiles,  après  avoir  montré  les  progrès 
qu'il  a  fait  faire  à  la  construction  des  abaques,  la  nature  des  pro- 
blèmes algébriques  auxquels  elle  peut  s'appliquer,  les  applications 
techniques  actuelles,  notamment  à  l'art  de  l'ingénieur  et  à  l'art 
nautique. 

M.  le  L*  de  vaisseau  Perret,  directeur  de  l'Observatoire  de  la 
Marine  à  Lorient,  a  exposé  l'application  générale  aux  calculs  nau- 
tiques de  la  méthode  des  points  alignés  (nomographie,  construc- 
tion des  abaques).  Les  nomogrammes  à  trois  variables  servent 
à  trouver  la  parallaxe  en  hauteur  des  planètes  et  de  la  Lune  ;  les 
nomogrammes  à  quatre  variables  sont  appliqués  notamment  à  la 
navigation  par  l'arc  de  grand  .cercle  et  aux  prédictions  des  occul- 
tations. 

M.  Maurice  d'OcAGNE  a  indiqué  un  procédé  cinématique  pour 
déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  ligne  sphérique 
définie  par  une  relation  entre  la  longitude  et  la  latitude  et  Ta  ap- 
pliqué à  la  loxodromie. 

M.  Hébert,  de  Rennes,  a  montré  comment  on  peut  déterminer 
les  surfaces  développées  des  quadriques,  en  entrant  dans  quelques 
détails  relatifs  aux  quadriques  à  centre,  aux  paraboloïdes  ellipti- 
que et  hyperbolique,  aux  quadriques  de  révolution.  Son  travail 
est  une  mine  d'exercices  intéressants  de  géométrie  analytique  pour 
les  classes  de  l'enseignement  secondaire. 

M.  (tardes,  de  Montauban,  présente  quelques  remarques  rela- 
tives à  l'utilité  d'une  méthode  unique  dans  l'enseignement  des 
théories  de  la  division  et  de  la  racine  carrée.  Il  montre  que  l'on 
arrive  aisément  à  obtenir  un  parallélisme  complet  de  raisonne- 
ments pour  la  division  et  la  racine  w»on»o  d'un  nombre. 

M.  Tarry,  de  Paris,  dans  un  Mémoire  ayant  pour  titre  Construc- 
tion des  carrés  magiques  pour  les  trois  premiers  degrésy  démontre 
que  les  propriétés  du  transformateur  cabalistique,  exposées  par  lui 
au  (Congrès  de  Grenoble  en  1904,  permettent  de  transformer  en 
carré  trimagique  un  carré  magique  à  quartiers  bimagiques,  cons- 
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truit  ce  dernier  carré  avec  la  base  10  et  en  déduit  le  carré  trima- 
gique  de  base  128. 

Si.  Ernest  Lebon  communique  une  suite  de  ses  recherches  sur 
le  nombre  des  nombres  premiers  de  1  à  iV.  En  s'appuyant  sur  des 
propriétés  non  encore  signalées  de  certaines  progressions  arith- 
métiques,  il  arrive  à  établir  une  formule  générale  nouvelle  pour 
résoudre  exactement  et  assez  rapidement  le  problème  précédent.  Il 
est  ainsi  conduit  à  calculer  des  nombres  qui,  rangés  dans  un  cer- 
tain ordre,  forment  une  Table  permettant  de  reconnaître  rapide- 
ment si  un  nombre  est  premier. 

M.  Gabriel  Arnoux  :  Les  espaces  arithmétiques  à  côtés  premiers 
inégaux, 

M.  Auricoste:  Sur  un  nou^^el  appareil  enregistreur, 

M.  A.  Cabreira:  Sur  la  théorie  des  nombres.  Sur  les  nombres 
polygonaux. 

MM.  Claude  et  Auricoste  :  Sur  un  nouveau  dispositif  de  pendule 
astronomique, 

M.  F'ontaxeau  :  Préliminaires  d hydraulique  ;  applications. 

MM.  Favé  et  Rollet  de  l'Ïsle  :  Sur  V emploi  des  aérostats  en  hy- 
drographie, 

M.  Lebeuf:  Sur  les  essais  des  chronomètres. 

M.  Pesci  :  Sur  l'application  de  la  nomographie  à  Vart  de  la  navi- 
gation. 

Dans  Tune  des  séances,  M.  Clapier  a  proposé  Tétude  en  1900 
des  questions  ayant  pour  titres:  1**  Sur  les  nouvelles  méthodes 
d'enseignement  des  sciences  dans  les  lycées  et  collèges  ;  2°  sur 
les  historiens  des  mathématiques  depuis  Montucla  jusqu'à  Maximi- 
lien  Marie  ;  3**  sur  la  géographie  mathématique  [forme  de  la  terre, 
tourbillons  dans  les  rivières,  séismes  et  déformations  de  la  croûte 
terrestre). 

Enfin,  un  certain  nombre  de  congressistes  ont  exprimé  le  désir 
que  les  mémoires  fussent  présentés  par  les  auteurs  eux-mêmes  ou 
par  un  délégué  qui  aurait  pu  s'en  assimiler  la  substance;  que  les 
Auteurs  de  ces  mémoires  indiquent  les  travaux  antérieurs  et  in- 
sistent sur  le  perfectionnement  qu'ils  apportent  aux  méthodes  de 
connues. 

L'Association  avait  organisé  des  excursions  qui,  sous  l'attentive 
direction  de  M.  le  secrétaire  général  Gariel,  ont  pleinement  ré- 
ussi :  les  congressistes  ont  visité  la  contrée  de  Saint-Vaast-la- 
Ilougue,  les  laboratoires  de  zoologie  de  l'île  de  ïatihou,  dont  la 
belle  installation  leur  fut  expliquée  par  le  directeur,  M.  Edmond 
Perrier,  Membre  de  l'Institut;  la  falaise  et  les  grottes  du  Nez  de 
Jobourg;  les  îles  de  Guernesey  et  de  Sercq. 

Ernest  Lebon  (Paris). 
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Le  Congrès  espérantiste  de  Boulogne-sur  -  Mer  ;  5 — 11  août,  4905. 

Que  de  savants  ne  se  sont-ils  pas  mis  à  douter  de  l'utilité  des 
congrès  internationaux,  parce  que  la  diversité  des  langues  les  a 
empêchés  de  suivre  certaines  communications  d'un  grand  intérêt 
ou  d'échanger  leurs  vues  avec  quelques  collègues  d'autres  pays. 
Ces  doutes  étaient  du  reste  justifiés  tant  qu'il  n'existait  pas  de 
langue  ^tuxiliaire  internationale  d'un  emploi  pratique  ;  mais  ils  ne 
tarderont  pas  à  se  dissiper  après  des  expériences  aussi  concluantes 
que  celles  qui  viennent  de  se  faire  à  Boulogne-sur-Mer.  En  effet,  pen- 
dant une  semaine  environ  1500  personnes  de  dix-huit  nationalités 
différentes,  et  de  toutes  conditions  sociales  et  intellectuelles,  ont 
pu  délibérer,  voter,  discourir,  entendre  des  communications,  des 
déclamations  et  des  pièces  de  théâtres,  tout  cela  sans  l'aide  d'un 
autre  idiome  que  la  géniale  création  du  D"*  Zamenhof:  la  langue 
auxiliaire  internationale  Espéranto. 

•  Ce  premier  congrès  est  donc  pour  les  espérantisles  un  gros 
succès,  car  leur  langue  avait  beau  compter  parmi  ses  partisans  des 
savants  tels  que  Max  Muller,  Berthelot,  Poincaré,  Ramsay,  on 
n'en  répétait  pas  moins  que  chaque  peuple  prononcerait  l'Espéranto 
à  sa  manière  et  que  jamais  on  ne  se  comprendrait.  Or  le  Congrès 
de  Boulogne  anéantit  cette  objection,  puisque  la  prononciation 
des  congressistes  était  si  uniforme  qu'on  ne  pouvait,  la  plupart 
du  temps,  reconnaître  leur  nationalité. 

A  côté  de  ce  fait,  qui  n'est  certes  pas  de  moindre  importance, 
le  Congrès  de  Boulogne  a  eu  cependant  d'autres  résultats  pratiques. 
Sous  la  présidence  d'honneur  du  D""  Zamenhof  et  sous  la  prési- 
dence eff'ective  de  M.  Boirac,  recteur  de  l'Université  de  Dijon, 
assisté  du  général  Sébert,  de  l'Institut,  et  d'un  délégué  de  chaque 
pays,  le  congrès  a  institué  une  sorte  d'Académie  provisoire  chargée 
de  veiller  à  la  régulière  évolution  de  la  langue.  Les  sciences  y 
sont  représentées  par  plusieurs  savants  parmi  lesquels  figure 
un  mathématicien,  M.  C.  Bourlet.  Il  a  en  outre  adopté  une  décla- 
ration du  D""  Zamenhof  tendant  à  expliquer  le  but  des  espéran- 
tistes,  qui  présentent  leur  langue  uniquement  comme  auxiliaire^ 
comme  idiome  secondaire  d'échanges  et  de  relations  entre  peuples 
différents.  On  a  exprimé  le  vœu  que  le  prochain  congrès  eût  lieu 
en  Suisse. 

Prix  Bolyai  fondé  par  rAcadémie  Hongroise  des  Sciences. 

A  l'occasion  du  centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Jean 
Bolyai,  l'Académie  Hongroise  des  Sciences  voulant  perpétuer  le 
souvenir  de  cet  illustre  savant,  ainsi  que  celui  du  profond  penseur 
que  fut  Farkas  Bolyai  son  père  et  son  maître,  décide  de  fonder 
un  prix,  qui  portera  le  nom  de  Prix  Bolyai,   Ce  prix  consistera 
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en  une  médaille  commémorative  et  en  une  somme  de  dix  mille 
couronnes  ;  il  sera  décerné  pour  la  première  fois  en  1905,  puis  de 
5  en  5  ans  à  l'auteur  du  meilleur  ouvrage  de  mathématiques  paru 
au  cours  des  5  années  précédentes.  Le  prix  pourra  être  décerné 
à  tout  ouvrage  qui  en  sera  jugé  digne,  quelle  que  soit  la  langue 
dans  laquelle  il  aura  été  rédigé,  et  quelle  que  soit  la  forme  sous 
laquelle  il  aura  été  publié.  La  nomination  du  Lauréat  aura  lieu  au 
cours  de  l'Assemblée  générale  de  l'Académie  au  mois  de  décembre. 
Dans  le  cas  où  l'ouvrage  d'un  auteur  décédé  serait  reconnu  digne 
du  prix,  celui-ci  sera  attribué  à  ses  héritiers. 

Circolo  matematico  di  Palermo. 

Fondé  en  1884,  le  Circolo  matematico  di  Palermo  n'a  pas  tardé 
à  réunir  la  plupart  des  mathématiciens  italiens  et  à  constituer  en 
quelque  sorte  la  société  mathématique  d'Italie.  Il  est  aujourd'hui 
en  pleine  prospérité;  son  eflcclif  se  compose  de  255  membres  (au 
2(î  mars  1905),  parmi  lesquels  figurent  81  savants  étrangers.  Le 
Cercle  publie  un  périodique,  dirigé  par  M.  le  prof.  Guccia,  et 
intitulé  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  Les  Reridi- 
conti  forment  chaque  année  un  volume  d'environ  300  pages  et 
figurent  dans  presque  toutes  les  bibliothèques  scientifiques  à  coté 
des  grands  journaux  mathématiques. 

La  société  publie  en  outre,  un  Annuaire,  C^Xm  de  1905  contient, 
à  c6té  des  statuts  et  renseignements  divers  concernant  le  Circolo, 
V*  une  liste  détaillée  des  membres,  avec  lieu  et  date  de  naissance, 
titres,  fonctions  ofïicielles  et  adresse  ;  2°  la  liste  des  mémoires 
et  communications  insérés  dans  les  vingt  premiers  volumes  des 
Rendiconti. 

Rappelons  qu'à  l'occasion  du  IV'"**  Congrès  international  des 
mathématiciens,  qui  se  tiendra  à  Rome  en  1908,  le  Circolo  décer- 
nera un  prix  international  de  Géométrie  à  un  mémoire  qui  fera 
faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algé- 
briques. Ce  prix,  qui  sera  appelé  «  Médaille  Guccia  »  (du  nom  de 
son  fondateur),  consistera  en  une  petite  médaille  en  or  et  en  une 
somme  de  3,000  francs.  'Voir  UEns.  math,  du  15  janvier  1905, 
p.  59-60). 

Nominations  et  distinctions. 

M.  A.  Blumenthal,  priv.-doc.  à  TUniversité  de  Gottingue,  est 
nommé  professeur  à  l'Kcole  technique  supérieure  d'Aix-la-Chapelle. 

M.  G. -A.  Bliss,  prof,  à  l'Université  de  Missouri,  est  nommé 
prof.  adj.  à  l'Université  de  Princeton. 

M.  W.-E.  Brooke  est  nommé  prof,  extraord.  de  mathématiques 
appliquées  à  l'Université  de  Minnesota. 
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M.  E.  BRO^Y^^  prof,  à  TUniversité  de  Liverpool,  est  nommé  prof, 
extraord.  à  rUniversité  Me  Gill. 

M.  J.-E.  Campbell,  prof,  à  TUniversité  d'Oxford,  est  nommé 
membre  de  la  Royal  Society  de  Londres. 

M.  R.-H.  CuRTiss,  de  l'observatoire  Lîck,  est  nommé  prof,  ex- 
traord. d'Astronomie  à  TUniversité  de  Western,  Pensylvanîe. 

M.  W.-B.  FiTE,  est  nommé  prof,  extraord.  de  mathématiques  à 
rUniversité  Cornell,  à  Ithaca,  New-York. 

M.  A.  GuTZMER,  prof,  à  l'Université  de  Jena,  est  nommé  prof,  à 
l'Université  de  Halle. 

M.  R.  Haussener,  prof,  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Karls- 
ruhe,  est  nommé  prof,  à  l'Université  de  Jéna. 

M.  S.  Heffter,  prof,  à  l'Ecole  technique  supérieure  d'Aix-la- 
Chapelle,  est  nommé  prof,  à  l'Université  de  Kiel. 

M.  E.-V.  HuxTiNGTON  est  nommé  prof,  extraord.  à  l'Université 
Harvard  (Cambridge,  Mass.). 

M.  Ch.  Méray,  prof,  à  la  Faculté  des  sciences  de  Dijon,  est 
admis  à  la  retraite  et  nommé  prof,  honoraire. 

N.  TuMLiRz,  prof,  à  l'Université  de  Czernowitz,  est  nommé  prof, 
de  physique  mathématique  à  l'Université  d'innsbruck. 

M.  Whittaker,  prof,  à  l'Université  de  Cambridge,  est  nommé 
membre  de  la  Royal  Society  de  Londres. 

Sont  nommés  maîtres  de  conférences  de  mathématiques:  MM. 
Autonne,  à  l'Université  de  Lyon  ;  Bourget,  à  l'Université  de  Tou- 
louse ;  Clairix,  à  l'Université  de  Lille;  Dulac,  k  l'Université  de 
Grenoble;  Esclaugon,  à  l'Université  de  Bordeaux;  Lebesgue,  à 
rUniversité  de  Rennes. 
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Sous  ce  litre  nous  publions  des  renseignements  relatifs  à  rorgauisation 
de  l'enseignement:  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  Rédaction. 

Cours  universitaires. 
Semestre  d'hiver  1905-1906. 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Universitàt.  —  Schwarz  :  Analyt.  Geom.  4;  math.  Coll.  1,  Th.  d. 
analyt.  Funktionen,  4;  Anwendgn.  der  ellipt.  Funktionen,  2.  —  Schur  :  Difl. 
rechn.,  4;  Uebgn.  dazu  ;  Th.  d.  Irrationalzahlen,  1.  —  Lehmanm-Filhés  :  In- 
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legralrechn.,   4,    Uebg.    1.   —   Kkoblaitch  :  Anjj^enahertc  Berechnung  best. 

Intégrale  1  ;  ïh.  d.  ellipt.  Funktionen,  4  ;  Analyt.  Mechanik,  4.  —  Landau  : 
Algebra,  4.  —  Fkobexius  :  Zahlenlheorie.  4.  —  Hetttjer  ;  Ueber  unendl. 
Reihen,  Produkte  u.  Kettenbrûche,  2.  —  Schottky  :  Th.  d.  Abelschen  Funk- 
tioneu.  4;  Polenlialth.  in  der  Ebene,  2.  —  Schwarz,  Frobemius  u.  Schottky; 
l'ebgn.  des  niatheni.  Seminar. 

Fœrster  :  Geschichtc  d.  neueren  Astronomie,  2  ;  fiindamcutal  Ausgleichung 
von  Zeit  u.  Raumincssung,  2.  —  Marcuse  :  Allgemeine  Himmelskunde,  1  72; 
Th.  u.  Praxis  der  Ortsbestimmungen  mit  Ucbgn..  2  ;  Colloquium,  1  ^/î-  — 
Bauschinger  :  Einl.  in  die  Mechanik  des  Himmels.  3;  Sem  1.  —  Struve  : 
Einf.  in  die  Th.  der  Bewegung  der  Satelliten  3  ;  Astron.  Uebgn.  1.  —  Hel- 
MERT  :  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  1  ;  Schwerkraft  u.  Gestalt  der  Erde 
1.  —  Fœrster,  Struve  u.  Bauschinger  :  Sem.  zur  Ausbildung  im  wissensch. 
Rcchnen. 

Breslan;  Universitàt.  —  Rosaces  :  EIcm.  der  Dcterminantentheorie,  2  ; 
neuere  Methoden  der  analyt.  Géométrie,  S  ;  Uebgn.  des  math.-phys.  Senii- 
nars,  1  g.  —  Sturm  :  Uebgn.  des  math.-phys.  Seminars,  2  g  ;  Th.  der  geo- 
metrischen  Yerwaudschaften,  Teil  U,  4;  Liniengeometrie,  2.  Kneser  :  Semi- 
narubungen  fur  Vorgeschrittene,  1  g;  Differential-  und  Integrnlrcchnung 
mit  Uebgn.,  5;  Funklionentheorie,  3.  —  Franz:  Uebgn.  in  Bahii-  und  Stô- 
rungsrechnung,  1  g  ;  Elem.  der  praktischen  Astronomie,  2  ;  Bahnstôrungs- 
rechnung  mit  einer  Einleitung  ûber  Interpolation  und  mechunische  Quadra- 
lur,  3  ;  Geschichtc  der  astronomischen  Entdeckungen,  fur  Hôrer  aller  Fa- 
kultâten,  1.  —  Landsberg  :  Algebraische  Uebgn.,  2;  Th.  d.  Gleichungen,  4  ; 
Einleitung  in  die  Théorie  der  algebraischen  Funktionen,  2. 

Freiborg  i.  B.;  Universiiàt.  —  Lùroth  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene  und 
Differentialrechnung,  5;  Variationsrerhnung,  3;  Seminar,  1.  —  Stickel- 
brrger  :  Th.  der  Dififerentialgleichungcn,  4:  Elem.  der  Zahlentheorie,  2  — 
Kôsiigsberger  :  Elem.  der  partiellen  DifTerenlialgleichungen,  3.  — Lœwy  : 
Algebraische  Anulysis.  4  ;  Einfûhrung  in  die  Versicherungsmathematik,  2; 
Uebgn.  im  math.  Seminar. 

Gœttingen;  Universitât.  —  Riecke:  Ausgew.  Problème  der  Wellenlehre, 
1.  —  Klein  :  Proj.  Géométrie  (mit  Nichteuklidischer  Geomelrie)  4  ;  Mathemat. 
Seminar  :  Eleklrotechnik.  —  Hilbert  :  Mechanik,  4  ;  Partielle  Differenlial- 
gleichuugeu,  2  ;  Uebungen  ûber  die  Th.  der  Differentialgleichgn.  (mil  Prof 
Minkowsky),  2.  —  ScHWARZKCHiLD  :  Mcchanik  des  Himmels,  II.  3:  Astron. 
Kolloquium,  l.  —  Minkowski  :  Zahlentheorie,  4  ;  Algebr.  Kurven  und  Fla- 
chcn,  2  ;  Uebungen  ûber  die  Differentialgleichgn., 2.  —  C.  Ru.nge:  Differential- 
und  Integralrechnung  II.  Teil,  3  ;  Uebungen  zur  Dîffereiitial-  und  Integral- 
rechnung,  3  ;  Graphische  Methoden  der  Mechanik  u.  Physik,  3  ;  Matheni. 
Seminar  :  Elektrotechnik,  2.  —  Bhendel  :  Versicherungsmathematik  :  Uebun- 
gen zur  Versicherungsrechnung  fur  Nationalôkonomen  und  Juristen  und 
Vortrage  der  M'tglieder,  2.  —  Ambronn  :  Théorie  und  Bau  der  astron.  Ins- 
trumente, 3;  Uebungen  im  astron.  Bcobachten  fur  Anfiinger,  3  ;  Uebungen 
an  den  Instrumentcn  der  Slernwarte  taglich  ;  Ueber  Gradmessungen,  1.  — 
pRANDTL  :  Elektrotechnisches  Seminar,  2.  —  Zkrmelo  :  Funktionen  recller 
Variablen.  3.  —  Abraham  :  Maxwell'sche  Théorie  und  llertz'sche  Schwin- 
gungen,  3.  Blumenthal  :  Fliichentheorie,  3.  —  Bosk  :  Einfûhrung  in  die 
mathem.  Behandiung  der  Naturwissenschaften,  3.  —  Hkrgi.otz  :  Ueber  Mi- 
nimalfliichen,  2.  —  Carathrodory  :  Kontinuierliche  Gruppen,  3 
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Greifswald;  Unwersitàt.  —  Thomé:  Potentialfunklion,  4;  Variationsrech- 
nuniç,  2  g  ;  Math.  Seininar,  2  g.  —  Engel  :  Analyt.  Mechanîk  I,  4  ;  Algebra, 
4;  DiiTerentialgleichungen  u.  TraDsformatioiisgruppen,  2  g;  Math.  Seminar, 
2  g.  —  Vàulkiii  :  DiflTerentialrechnung,  4  ;  Wahrscheialichkeits  u.  Ausglei- 
chuugsrcchnung,  2  ;  Ucbga.  ziu»  DifTerentialrechnuug,  1  g. 

Hallo;  Universitàt,  —  Cantor  :  Th.  der  analyt.  FunktioneD,  4  ;  Ueb^ii.  des 
math.  Seniioars,  aile  14  Tage  2  priv.  u.  g.  —  VVangerin  :  Th.  des  Potentials 
und  der  Kugelfunktionen,  4  ;  Anwendungen  der  elliptischen  FunktîoDen,  2  ; 
Uebgn.  des  math.  Semiuafs,  aile  14  Tage,  2  priv.  u.  g.  —  Gutzmer  :  Analyt. 
Mcchunik.  4;  Th.  u.  Anwendung  der  Determioauten.  2;  Uebgn.  des  math. 
Seminars  in  noch  zu  bestimmendeu  Stunden,  priv.  u.  g.  —  Eberhard  : 
Uebgn.  zur Integralrechtiung,  1  g;  Integralrechnung,  4.  —  Buchholz  :  Grund- 
lageii  der  aslronomischen  Bewegungslehre  (analytische  Stôrungstheorie),  2; 
Th.  der  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler  (Méthode  der  kleinsten  Qua- 
drate),  1.  —  BernsteIn  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  2;  Th.  der  DiiTe- 
rentialgleichungen, 2. 

H6id6lb6rg;  Universitàt,  —  Kœnigsberger  :  Analyt.  Mechanîk,  4;  Ellip- 
tischc  Funktionen  (Fortsetzung  der  Funktionentheorie),  2;  Ausgewàhhe 
Kapitcl  der  Integralrechnung  (I)ifFerentialgleichungen,  Variationsrechnung), 
2  ;  Uebgn.  im  math.  Unler-  und  Oberseminar,  2.  —  VALENTiffER  :  Bahnver- 
besserung  einschliesslich  speziellc  Stôrungen,  2.  —  Moritz  Caxtor  :  Diffe- 
rential-  und  Integralrechnung,  4  ;  Uebgn.  dazu,  1  g  ;  Politische  Arithmetik. 
2.  —  Kœhlbr  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  3.  —  Bœhm:  Einfûhrung  in 
die  hfthere  Mathematik,  3  ;  Lektûre  einer  math.  Abhandlung,  1.  —  R. 
Weber  :  Vektoranalysis  und  deren  Anwendung  in  der  theoritiacheu  Phy- 
sik,  1. 

Jena  ;  Universitàt.  —  Thomjs  :  Elemeutare  Funktionentheorie,  4;  Analyt. 
Géométrie  des  Raumes,  4  ;  Seminar,  2  g.  —  X.  N.:  Integralrechnung  mit 
Uebgn.,  5  ;  Th.  und  Anw.  der  Determiuanten,  2  ;  Elem.  der  Zahlentheorie, 
2.  —  Fregb  :  Analyt.  Mechanîk,  4  ;  BegrifFsschrift,  1  g.  —  Auerbach  :  Me- 
chanik  der  festen,  fliissigen  und  gasfôrmîgen  Kôrper,  4;  Die  Entwickelang 
der  Physik  seit  100  Jahren,  1.  —  Knopf  :  Sphârische  Astronomie,  1  ;  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung  und  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  3. 

KÔnigsberg;  Universitàt,  —  Franz  Meyer  :  Mathem.  Seminar,  1  g;  Th. 
d.  algcbraischen  Glcichg.,  4.  —  Battermann  :  Allgemeine  Astronomie,  1  g; 
Sphiirische  Astronomie,  3.  —  Saalschutz  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes, 
3;  Uebgn.  dazu,  1  ;  Einleitg.  in  die  algebraische  Analysis,  4.  —  Fritz  Coh.x: 
Potentialtheorie,  3. 

Leipzig;  Universitàt.  —  Neumann  :  DilTerential-  und  Integralrechnung,  4  ; 
Mathemat.  Seminar,  1  g.  —  Bruns  :  Fehlertheorie  und  Ausgleichungsrech- 
nung,  4  ;  Seminar  fur  wissenschafti.  Rechnen,  2  g;  Phrakt.  Ueb.  in  der 
Sternwarte  (mit  Prof.  Peter),  g.  —  A.  Maybr  :  Analyt.  Mechanik,  4  ;  Ueb, 
zur  analyt.  Mechanik,  Sonnab.,  1  g.  —  O.  Hôldbr  :  Elliptische  Funktionen, 
4  ;  Galois'sche  Théorie  der  algebraischen  Gleichungen,  2;  Mathemat.  Semi- 
nar :  Ueb.  in  Funktionentheorie,  2  g.  —  Rorn  :  Analyt.  Géométrie  des  Rau- 
mes, 5;  Ueb.  hierzu,  1  g;  Darstellende  Géométrie  II,  2  ;  Ueb.  hierzu  (mit 
Prof.  Liebmann).  2  ;  Seminarist.  Ueb.,  2  g.  —  Peter:  Th.  der  geograph. 
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Ortsbestimmungen,  1  ;  Ueb.  im  Ephemeridenrechnen  u.  Bahobcstimmen,  1 
g;  Prakt.  Ueb.  in  der  Sternwarte  (mit  Prof.  Bruns),  g.  —  Hausdorff  :  Einf. 
in  die  Théorie  der  Transforma tionsgruppen  (nach  Sophus  Lie),  3.  —  Lieb- 
MANN:  Potentialtheorie,  2  ;  Graphische  Statik,  2  ;  Ueb.  zur  darslellenden 
Geomelrie  II  (mil  Prof.  Rohn),  2. 

Marbnrg;  Universiiàt.  — Hensel  :  Algebra,  4;  Th.  der  Oberflachen 'und 
der  Raumkurven,  4  ;  Uebgn.  des  math.  Seminares,  2.  —  Nkumakn  :  Funk- 
tionentheorie,  4  ;  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  2  ;  Math.  Uebgn.  fur  mitt- 
1ère  Semesler,  2.  —  v.  Dalwigk  :  Statik,  2  ;  Angewandte  Mathematik  :  Gra- 
phische Statik  mit  Uebgn  ,  im  Anschhiss  an  die  Yoriesung  ûber  Statik,  2  ; 
Hôhere  Fragen  ans  der  Elemenlarmathcmatik,  1.  —  Jung:  lutcgralrrch- 
nung,  5. 

Strassburg;  Universiiàt.  —  Reyb:  Analyt.  Géométrie  des  Raumes  (neuere 
Methoden).  3;  Malheraalische  Théorie  der  Elastizitâit  fester  Kôrper,  2; 
Uebgn.  des  math.  Seminars,  2  g.  —  Bbcker  :  Bahnbestiromung  der  Planeten, 
Kometen  und  Météore,  3  ;  Elem.  der  hôheren  Geodii^ie,  2  ;  Seminaristische 
Uc'bgn.  iKolloquium),  g  ;  Astronomische  Beobachtungen  an  den  Instrumeulen 
der  Sternwarte  —  Webkr  :  Diiîerential-  und  Inlegralrechnung,  4  ;  Enzyklo- 
piidie  der  Elemcntar  Mathematik,  3;  Uebgn.  des  math.  Oberseminars,  2  g. 
—  VVisLicExus  :  Geometrische  Optik,  1  ;  Pholomelrie  des  Himmels,  1  ;  Ge- 
meinverstândliche  Erkliirung  astronomischer  Wahrnehmungen,  Vorkoninisse 
und  Einrichtungen  ira  tiiglichen  Leben.  1  ;  Besprechung  der  neuesten  iitte- 
rarisehen  Ërscheinungen  auf  astronomischen  Gcbiete,  2  g.  —  Wellstein  : 
ElHptische  Intégrale,  2;  Determinanten  und  Matrizen,  3;  Uebgn.  des  math. 
Unterseminars,  2  ;  Uebgn.  des  math.  Oberseminars  (gemeinschaftlich  mit 
Weber  nnd  Epstein),  2  g.  —  Timerding  :  Analyt.  Géométrie' der  Ebene  mit 
Uebgn.  5;  Graphische  Statik  mit  Uebgn.,  4.  —  Epstein:  Neuere  Untersu- 
chungen  in  der  Théorie  der  analyt.  Funktionen,  1  ;  Uebgn.  des  math.  Ober- 
seminars in  Gemeinschaft  mit  Weber.  —  Simon  :  Geschichte  d.  Mathematik 
im  Alterthum,  2    —  Wirtz  :  Ausg.  Kapital  d.  Himmelsmechanik. 

Tfibingen;  Universiiàt,  —  Y.  Bkill  :  Einfûhrung  in  die  hôhere  Mathema- 
tik, 4  ;  Th,  der  algebraischen  Kurven,  3;  Uebgn;  im  math.  Seminar,  2.  — 
V.  Stahi.  :  Hôhere  Analysis  II  :  Inlegralrechnung,  4  :  Partielle  DiflerentiaU 
glcichungen,  3;  Uebgn.  im  malh.  Seminar,  2.  —  Mavrer  :  Darstellende 
Geomelrie  II,  2;  Uebgn.  zur  darslellenden  Géométrie  II,  1;  Elliptische 
Funktionen,  2. 

Wftrzburg  ;  Universitàt.  —  Prym  :  Diiîerentialrechnung  mil  Einleitung  in 
die  hfihere  Analysis,  4;  Analyt.  Géométrie  der  Ebene  I.  Teil,  4;  Im  Prose- 
minar  :  Uebgn.  zur  Diflerentiairechnung,  2  ;  Im  Seminar  :  Ausgewàhlte 
Kapitel  der  holieren  Mathematik,  2.  —  Selling  :  Th.  der  algebraischen 
Oleichungen,  4  ;  Analyt.  Mechanik,  4;  Th.  der  Planetenbewegungen,  3; 
Boschreibende  Astronomie,  1.  —  Rost  :  Th.  der  partiellen  Differential- 
gleichungen,  4  ;.  Invarianlentheorie,  4  ;  Analyt.  Geomelrie  des  Raumes,  4  ; 
loi  Proseminar  (gemeinsam  mit  dem  Assislenten)  ;  a)  Einfûhrung  in  die 
darstellende  Geomelrie,  2;  bj  Elem.  der  Determinanlenlheorie,  2  ;  cy  Ebene 
und  sphârische  Trigonométrie,  2  ;  Im  Seminar  :  Anleilung  zu  selbstandigen 
wissenschaftlichen  Arbeiten,  liiglich. 
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University  Ol  Chicago.  —  E.  H.  Moore  :  Selected  chapters  in  the  theorv 
of  fuDCtions  of  a  real  variables;  Scminar  2.  —  O.  Bolza  :  Theory  of  in- 
varitnts  (spring),  5;  Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  5.  —  H. 
Maschke  :  Differential  geometry,  5;  Advanced  calculus  (summer),  5.  —  H.  E. 
Slaught  (Deiinite  and  elliptic  intégrais,  3.  —  J.  W.  A.  Youkg  :  Critical  review 
of  secondary  malhematics,  3.  —  L.  E.  Dickson  :  Théorie  of  numbefs 
(suramer),  5:  Algebraic  numbers  and  forms,  3.  —  A.  C.  Lunn  :  Theor}'  of 
potential  (wiùter),  8.  —  Diflereutial  équations,  5. 

Johns  Hopkins  University  (Baltimore).  —  F.  Morlet  :  Highcr  geometry,2; 

Vector  analysis  (first  half  year),  2  ;  Theory  of  functions  (second  half  year),  2  : 
Classic  authors,  1.  —  A.  Cohen  :  Elementary  theory  of  functions,  2;  Calcu> 
lus  of  variations,  2;  Differential  équations  of  mechanics,  2.  —  A.  B.  Coble  : 
Theory  of  finitc  groups,  2.  —  F.  Franklin  :  Theory  of  probability  (winter),  2. 

SUISSE 

Basel  ;  Vniversitàt.  —  H.  Kinkelin  :  Differential-  u.  Integralrechn. ,  t.  3; 
Bestimmte  Intégrale,  2;  Part.  Diflerentialgleich.,  2;  Algebr.  Anal.,  2: 
Ueb.  im  math.  Sera.,  1,  publ,  —  K.  von  der  Mûhll  :  Analyt.  Mechanik.  mit 
Ueb.  4  ;  Ueber  ein  z.  best.  Kap.  d.  mathem.  Physik,  4  ;  Math.-phys.  Uebgn., 
2,  privatiss.  u.  g.  —  A.  Riggenbach  :  Astrophysik,  2  ;  Sphar.  Trigonometr. 
u.  Einl.  in  d.  sphar.  Astronom.,  3.  —  R.  Flatt  :  Piidag.  Sem.  (math. -nature*. 
Abt.),  3;  Einf.  in  d.  projektiv.  Géométrie,  1.  —  O.  Spiess  :  Algebr.  Glei- 
chungen,  2;  Synthet.  Geom.,  2  ;  Ellipt.  Funkt.,  3. 

Bern;  UniversitàL  — Graf  :  Besselsche  Funktn.  m.  Rept.,  3  ;  bestimmte  Inté- 
grale u.  Gammafunktn.  m.  Rept.,  3  ;  Differtlgleichgn.,  2  ;  Differ(I-u.  Integral- 
rechn., 2;  Funktntheorie,  2;  Renten  u.  Versichergsrechng.,  2;  mathemat. 
Seminar,  2.  —  Ott  :  Integralrechng.,  2  ;  analyt.  Géométrie  d.  Ebene,  II.  Teil. 
2.  '  HuBER  :  Mechanik  d.  Himmels,  2;  Einltg.  in  d..  Théorie  d.  algebra. 
Fliichen,  2.  —  Benteli  :  Darstell.  Géométrie  :  Kurven,  Strahlenflàchen. 
regul.  Polyeder,  2  ;  Uebg.  u.  Repet.,  2;  prakt.  Géométrie  I,  1  ;  konstrukt. 
Perspektive,  1.  —  Moser  :  Die  Intensitatsfunktiou  m.  Anwdgn.  a.  d.  Ster- 
blichktsmessg.,  1  ;  math.-versichrgswissenschftl.  Scminar  in  Yerbndg.  m. 
Hrn.  Prof.  Dr.  Graf,  2.  --  Gruner  :  Anwndgn.  d.  Diffrtlrchng.  in  der  Physik. 
i;  Yector-Analysis,  1.  —  Pexider  :  Niedere  Zahlentheorie,  3  :  Elem.  der 
Mengenlehre,  2  ;  ausgew.  Partien  d.  analyt.  Zahlentheorie,  1.  —  Crelier  : 
Géométrie  d.  Bewegung,  2  ;  synthet.  Géométrie,  II.  Teil,  2. 

Genàve;  Université,  —  C.  Cailler  :  Calcul  différentiel  et  intégral,  3;  Mé- 
canique rationnelle,  3;  Conférences  d'analyse  supérieure,  2.  —  II.  Fehr  : 
Algèbre  supérieure,  2  ;  Géométrie  analytique,  2  ;  Séminaire  de  géométrie 
supérieure,  1.  —  Cailler  et  Fehr  :  Exercices  pratiques  de  calcul  différentiel 
et  intégral,  2  ;  Exercices  de  mécanique,  2  ;  Exercices  d'algèbre  et  de  géomé- 
trie, 2.  —  R.  Gautier  ;  Astronomie  générale,  2.  —  J.  Lyon  :  Théorie  algé- 
brique des  formes  quadratiques,  1.  —  René  de  Savssure  :  Géométrie  du 
mouvement,  2  ;  Mécanique  des  fluides,  I.  —  D.  Mirimanoff  :  Physique  ma- 
thématique (chapitres  choisis},  2. 
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Lausanne*;  Université.  —  M.  Amstei.n  :  Cale.  diff.  et  iutcgr.  I,  6;  II,  2  ; 
Exerc.  de  cale,  I,  2  ;  II,  1,  Théorie  des  fonctions,  3.  —  Joly  :  Géom.  des- 
cript.  I,  5  :  Géom.  anal.,  2  ;  Géom.  de  posit.,  2  ;  Epures  de  géom.  descript., 
1  ap.-m.;  Les  courbes  planes,  2.  —  Mayor  :  iMécan.  rationn.,  5;  Exerc.  de 
mécan. ,  1  ;  Physique  mathém.,  2.  —  Maillard  :  Cale,  infinit,  avec  applicat. 
aux  sciences,  3;  Astron. ,  la  terre,  le  soleil,  3;  Astron.  mécan.  et  mécan. 
réleste.  2.  —  Jaccotet  :  Fonctions  sphériq.,  2. 

Zfkrich  ;  Universitât,  —  Bukkhahdt  :  Elem.  d.  DifT.-  u.  Integralrechg.,  4; 
Potentialtheorie,  4  ;  Math.  Sem.,  2.  —  Wolfer  :  Einl.  in  d.  Astronomie,  3  ; 
Ueb.  dazu,  2;  Einl.  in  d.  Théorie  d.  Bahnbestimmungen,  2.  — Weiler  : 
Darstell.  Geom.  m.  Ueb.,  1,4;  Analyt.  Geom.  m.  Ueb.,  I,  4  :  Synth.  Geom., 

3  ;  Analyt.  Geom.  m,  Ueb.  f.  Lehramtskd,  2.  —  Gubler  :  Algebr.  Analys.  m. 
Ueb.  (f.  Kaud.  d.  Sek.-Lehrmts).  2  ;  Determinantcn,  1  ;  Sphiir.  Trigonomé- 
trie, 1  ;  Geom.  Unterricht  a.  d.  Mittelschule,  1. 

Zurich  ;  Ecole  polytechnique  fédérale.  —  Section  normale  des  sciences 
mathématiques.  —  Hirscr  :  Differentialrechn.,  4,  Repet.,  1.  Uebgn.,  2; 
Théorie  der  lin.  Difierentialgleichgn. ,  3.  —  Franel  :  Calcul  diff.  et  intégr. , 

4  ;  Repet.,  1,  Exerc,  2  ;  Th.  des  équat.  différentielles,  4,  Repet.,  1.  —  Gei- 
ser  :  Analyt,  Geom  4,  Repet.,  1.  —  Gkiser  u.  Hurwitz  :  Mathem.  Seminar, 
2.  — W.  Fiedler  :  Darst.  Geom.,  4.  Repet.,  1,  Uebgn.,  4;  Konstruirende 
Geom.  der  Lage,  4  ;  Elem.  d.  analyt.  Geom.  der  Lage.  1.  —  Lacombe  : 
Géom.  descr.,  4,  Répét.,  1,  Exerc,  4  ;  Géom.  de  position,  avec  exerc,  3.  — 
HuRWiTZ  :  Differentialgleichgn.,  4,  Uebgn.,  1  ;  Idealtheorie,  2  ;  mathem.  Se- 
minar  (mit  Geiser).  —  Hekzog  :  Mechanik,  II,  4  ;  Repet.,  1,  Uebgn..  2  ; 
Ausgew.  Kap.  der  Mech..  2.  —  Rosen.mund  :  Vermessungskunde,  3,  Rcpel., 
1  ;  Erdmessung,  2  ;  Geodàt.  Praktikum,  2.  —  Rebsteim  :  Kartenprojek- 
tionen,  1.  —  Weber  :  Differentialgleichgn.  der  Elektrotechnik,  2.  —  Wol- 
fer :  Einl.  in  die  Astronomie,  3  ;  Uebgn.  dazu.  2  ;  Einl.  in  die  Th.  des  Bahn- 
bestimmungen, 2. 

Bétel:  Rechenschieben  mit  Uebgn.,  1;  Darst.  Geom.,  2;  Fliichen  2. 
Grades  (analyt.),  2;  Zentralprojektion  u.  projekt.  Geom.,  2.  —  Dumas  :  Chap. 
choisis  de  la  th.  des  intégrales  définies.  —  Keller  :  Repet.  d.  Darst.  Geom., 
2.  —  Kraft:  Mathematik  u.  Mechanik  wâhrend  des  «  naturw.  Jahrhunderls  », 
1,  Geom.  Kalkùl,  2;  Elem.  der  Elektronenth.  mittelst  Vektoranalysis,  2; 
Analyt.  Mechanik.  3. 


BIBLIOGRAPHIE 


Ett.  Bortolotti.  —  Lezioni  sol  Calcolo  degli  Infinitesimi  date  nclla  R.  Uni- 

versità  di  Modena,  raccoUe  dal  D»"  Arm.  Barbieri.  —  1  fasc.  in-8t>  de  VI- 
62  p.  Prix  :  3  L.;  Società  tipogr. ,  Modena. 

Si  l'arithmétique  et  l'algèbre  peuvent  se  passer  complètement   de  l'idée 
L'Enseignement  mathem.,  7*  année;  1905.  28 
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de  limite,  par  contre  le  Calcul  des  limites  est  le  fondement  nécessaire    de 
l'analyse. 

Et  c'est  merveille  de  voir  comment  les  analystes  sont  arrivés  à  trouver  les 
valeurs  vraies  d'expression  qui  se  présentent  sous  les  formes  : 

0  00 

^  ,  -,  0°  ,  0*.  etc. 

C'est  à  ce  genre  de  questions  qu'est  consacré  ce  petit  vohime  élémentaire. 
Leur  étude  est  présentée  avec  beaucoup  de  précision  et  soin,  aussi  cet  exposé 
constitue-t-il  une  excellente  introduction  aux  théories  modernes,  telles  que 
celles  qui  sont  développées  dans  les  livres  de  M.  Borel  :  <c  Fonctions  en- 
tières 0  et  «  Séries  à  termes  positifs  m, 

R.  d'âdhkmar  (Lille). 

DE  Galdea.no  (D'  Zoel  G.)  —  Tratado  de  Anâlisis  matemâtico.  Tomo  se- 
gundo.  ^  Principios  générales  de  la  Teoiia  de  lae  fanciones.  (Nuova  En 

cilopédia  matemâtica;  t.  Y).  1  vol.  in-8<>  352  p.),  Zaragoza,  Casanal,  190^. 

Ce  second  volume  termine  le  Traité  d'Analyse  mathématique  de  M.  de 
Galdeano.  Nous  avons  indiqué,  à  propos  du  tome  I®**,  consacré  au  Calcul 
différentiel,  quel  était  l'esprit  de  cet  excellent  manuel  et  quel  but  s'était  pro- 
posé l'auteur.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  point  :  qu'il  nous  suffise  de 
dire  que  les  qualités  que  nous  avions  signalées  à  propos  de  la  première 
partie,  nous  les  retrouvons  au  même  degré  dans  la  seconde  :  même  clarté, 
même  souci  d'offrir  sous  une  forme  condensée  et  cependant  facile,  un  exposé 
très  complet  de  l'Analyse  moderne. 

Voici  sommairement  résumée  la  matière  du  présent  volume  qui  est  divisé 
en  cinq  livres  :  Dans  le  premier,  l'auteur  insiste  sur  les  notions  du  nombre 
irrationnel  et  de  limite,  puis  il  donne  les  principes  de  la  théorie  des  quan- 
tités complexes  avec  n  unités  principales.  —  Dans  le  second,  après*  avoir 
passé  en  revue  le  problème  des  quadratures,  la  convergence  uniforme  et  les 
séries  entières,  il  s'occupe  de  la  continuité  et  de  la  discontinuité  (fonction> 
uniformément  continues,  fonctions  discontinues,  fonctions  intégrales...,  in- 
tégrales définies  singulières  de  Cauchy...,  etc.).  Le  livre  IV  renferme  la 
théorie  des  séries  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable  imaginaire  et 
l'étude  de  l'intégration  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Le  livre  IV 
comprend  deux  chapitres,  l'un  relatif  au  développement  en  série  des  fonctions 
synectiques,  l'autre  relatif  aux  fonctions  algébriques.  Quant  au  livre  V,  K» 
dernier,  il  est  consacré  à  l'Analysis  situs  (surface  de  Riemann,  variétés). 

M.  GoDEFROY  (Marseille). 

G.  HuMBERT.  — Cours  d'Analyse,  professé  à  l'Ecole  polytechnique.  Tome  II: 
Complément  du  calcul  intégral.  Fonctions  analytiques  et  elliptiques.  Inéqua- 
tions différentielles.  1  vol.  gr.  in-S»  de  494  p.  Prix:  16  fr.,  Gauthier- Vil- 
lars,  Paris,  1904. 

La  première  partie  de  cet  ouvrage  a  été  analysée  Tannée  dernière  daos 
V Enseignement  mathématique  (T.  VI,  p.  325).  L'esprit  déjà  signalé  a  é!é 
conservé  dans  la  seconde  partie  qui  donne  toutefois  l'impression  d'une  con- 
densation trop  grande  de  certaines  théories.  C'est  ce  que  l'auteur  parait  d  ail- 
leurs reconnaître  lui-même  dans  sa  préface,   mais  il  faut  se  hâter  d'ajouter 
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qu'il  a  voulu  sans  doute  ne  pas  dépasser  dans  son  second  volume  le  cadre 
matériel  du  premier.  Dans  ces  conditions  les  théories  se  serrent  et  s'étouf- 
fent un  peu  mutuellement  au  point  de  vue  du  géomètre,  tandis  qu'elles  sont 
résumées  et  mises  sous  forme  éminemment  maniable  pour  le  praticien. 

Le  volume  en  question  commence  par  les  intégrales  multiples,  leurs  appli- 
cations, leurs  transformations,  notamment  celles  usitées  en  Physique  ma- 
thématique et  Ton  y  rattache  le  calcul  de  nombreuses  intégrales  définies  et 
notamment  la  théorie  des  fonctions  eulériennes.  11  faudrait  peut-être  insister 
un  peu  plus,  non  seulement  ici  mais  dans  de  nombreux  traités,  sur  le  chan- 
gement de  valeur  que  subit  une  intégrale  multiple  quand  on  intervertit  l'or- 
dre des  intégrations.  On  sigoale  bien  les  cas,  et  ce  sont  certainement  les 
plus  simples,  où  l'interversion  n'a  pas  d'influence,  mais  les  cas  contraires 
se  présentent  souvent,  par  exemple  dans  les  solutions  de  Cauchy-Fourier 
des  équations  de  la  Physique  :  tantôt  on  peut  intervertir,  tantôt  on  ne  le 
peut  pas.  Dans  le  chapitre  des  fonctions  eulériennes,  on  insiste  sur  le  rôle 
de  la  fonction  F  dans  le  calcul  des  probabilités  et  on  termine  par  une  belle 
démonstration  de  la  transcendance  du  nombre  e.  Nous  voici  maintenant  dans 
Tes  fonctions  analytiques,  apparaissant,  comme  toujours,  comme  fonction  d'une 
variable  complexe,  première  notion  d'où  l'on  déduit  par  la  voie  de  Cauchy 
la  développabilité  en  série  entière.  L'auteur  a  complété  son  cours  oral  en 
rappelant  les  résultats  si  importants  sur  le  développement  des  fonctions 
méromorphes,  résultats  dus  à  Mittag-Leffler  et  à  Weierstrass.  Quant  à  la 
théorie  des  résidus  et  à  ses  applications,  c'est  là  qu'on  a  véritablement  plai- 
sir à  lire  M.  Humbert.  Ses  travaux  personnels,  dont  malheureusement  il  ne 
peut  donner  ici  grande  idée,  l'ont  fait  passer  maître  dans  ce  magnifique  do- 
maine. Avec  beaucoup  d'élégance,  il  calcule  de  nombreuses  intégrales  sim- 
ples et  nous  prépare  ainsi  à  une  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui  occupe 
à  peine  72  pages,  mais  qui  est  pleine  de  valeur,  de  résultats  précis  et  beaux. 
Il  trouve  le  moyen  d'étudier  la  cubique  plane,  le  pendule,  le  théorème  de 
Poncelet  et  encore  d'autres  résultats  géométriques  curieux  concernant,  par 
exemple,  les  arcs  de  lemniscate. 

La  second  moitié  du  volume  est  consacrée  aux  équations  différentiel  les. 
On  entre  en  matière  fort  heureusement  par  la  considération  de  types  sim- 
ples d'équations  intégrales  et  non  par  la  considération  des  théorèmes  géné- 
raux d'existence.  L'éminent  esprit  géométrique  de  M.  Humbert  apparaît  bien 
dans  ces  premières  considérations  où  les  interprétations  géométriques  abon- 
dent (solutions  singulières,  propriétés  géométriques  des  intégrales  des 
équations  élémentaires  précisément  intégrables  comme,  l'a  montré  Sophus 
Lie,  à  cause  des  groupes  de  transformations  qu'elles  admettent).  Voici  donc 
les  équations  à  variables  séparées,  homogènes,  linéaires,  de  Bernoulli,  de 
Riccati,  de  Lagrange,  de  Clairaut,  puis  les  artifices  d'intégration,  le  facteur 
intégrant  et  les  applications  très  élégantes  aux  trajectoires,  aux  lignes  asym- 
ptotiques  et  aux  lignes  de  courbnre  des  surfaces,  particulièrement  des 
quadriques,  enfin  la  célèbre  équation  d'Euler  qui  a  joué  un  rôle  fondamental 
dans  la  genèse  et  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

La  réductibilité  aux  formes  intégrables  des  équations  d'ordre  quelconque 
entraine  l'étude  de  la  courbe  élastique,  la  démonstration  du  fait  que  les  co- 
niques sont  les  seules  courbes  dont  les  lignes  diamétrales  admettent  (aux 
points  où  elles  coupent  la  courbe)  des  tangentes  passant  par  un  point  fixe, 
l'étude  de  la  courbe  où  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayon 
vecteur,  de  la  courbe  de  poursuite  et  enfin  celle  des  lignes  géodésiques. 
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C'est  là  un  problème  difficile  dont  M .  Humbert  indique  cependant  les 
grandes  lignes  pour  des  applications  particulières  (cylindres,  surfaces  de 
révolution,  ellipsoïde). 

Les  théorèmes  généraux  de  Cauchy  sur  l'existence  des  intégrales  sont 
exposés  maintenant  à  propos  des  systèmes  d'équations  différentielles.  Cette 
exposition  est  encore  facile  à  saisir  géométriquement.  Quant  aux  équations 
linéaires  leur  étude  élémentaire  bien  connue  est  suivie  de  l'étude  de  l'in- 
tégrale faite  sur  l'équation  même  en  dehors  de  la  possibilité  de  l'intégralion 
explicite  (Fuchs,  Poincaré.  Painlevé,  etc.).  Nous  savons  suivre  ainsi  l'in- 
tégrale générale  dans  le  plan  et  reconnaître,  par  exemple,  si  elle  y  est 
raéromorphe,  holomorphe,  rationnelle.  Signalons  en  outre  quelques  pages 
relatives  à  l'équation  de  Lamé. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  sont  traitées  avec  rapidité.  Leurs  so- 
lutions sont  immédiatement  présentées  comme  des  surfaces  pouvant  passer 
par  une  courbe  gauche  arbitraire  et  admettre,  dans  le  cas  du  second  ordre, 
un  plan  tangent  variant  le  long  de  cette  courbe,  de  façon  également  arbi- 
traire. L'idée  de  caractéristique,  prise  par  son  côté  le  plus  élémentaire,  est 
habilement  introduite.  Les  équations  aux  différentielles  totales  et  les  équa- 
tions f  (x,  y,  z,  p,  q)  -=.  o  sont  traitées  sobrement,  mais  suffisamment. 
Enfin  l'ouvrage  est  terminé  de  la  façon  la  plus  utile  par  une  belle  collection 
de  problèmes  résolus,  problèmes  relatifs  aux  fonctions  analytiques  et  ellip- 
tiques et  destinés  sans  doute  à  éclairer  les  théories  correspondantes  comme, 
par  exemple,  ceux  que  M.  Painlevé  a  traités  dans  le  Recueil  d'exercices  de 
Tisserand.  A.  Buhl  (Montpellier). 

R.  ScHussLER.  —  Orthogonale  Âzonometrie.  Ein  Lehrbuch  zum  Selbststu- 
dinm.  Mit  29  Figurentafeln  in  besonderem  Hefte.  —  1  vol.  relié,  in-8*>, 
VIII-170  p.,  prix:  7  Mk.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

En  rédigeant  ce  traité  d'axonométrie,  l'auteur  s'est  proposé  de  mettre  en 
relief  la  valeur  théorique  d'une  méthode  de  projection  qui,  dans  la  pratique, 
a  déjà  de  nombreuses  applications  à  la  représentation  des  objets.  Il  rappelle 
dans  la  préface  le  noms  de  Skuhersky,  Staudigl,  Pelz,  Weiler.  etc.,  qui 
ont  tout  particulièrement  contribué  au  développement  de  cette  branche  de 
la  Géométrie.  Les  travaux  de  Pelz  ont  fait  de  l'axonométrie  une  méthode  de 
projection  dans  laquelle  on  peut  effectuer  toutes  les  constructions  géomé- 
triques, comme  dans  le  cas  de  deux  plans  orthogonaux.  Les  principes 
essentiels  de  cette  méthode  sont  exposés  dans  ce  volume  sous  une  forme 
très  simple,  facilement  abordable  même  à  ceux  qui  n'ont  pas  encore  fuit  de 
la  géométrie  descriptive. 

L'ouvrage  comprend  quinze  chapitres.  Dans  les  trois  premiers  l'auteur 
étudie  la  représentation  axonométrique  du  point,  de  la  droite  et  du  plan. 
Puis,  dans  le  chapitre  suivant  il  examine  les  applications  à  la  construction 
des  ombres,  et,  dans  le  chapitre  V,  les  problèmes  essentiels  concernant  le 
prisme  et  la  pyramide  :  leur  représentation,  section  plane,  intersection  avec 
une  droite,  pénétration,  ombres. 

Les  problèmes  relatifs  aux  droites  et  plans  perpendiculaires  font  l  objet 
d'une  étude  approfondie,  ainsi  que  les  divers  problèmes  métriques  usuels. 
Viennent  ensuite  les  propriétés  et  constructions  en  concernant  le  cercle  et 
les  sections  coniques.  Elles  donnent  lieu  à  d'intéressantes  remarques  qui 
seront  lues  avec  profit  par  tous  ceux  qui  enseignent  la  Planîmétrie,  la  Sto- 
réométric,  la  Géométrie  descriptive  et  même  la  Géométrie  analytique. 
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Les  derniers  chapitres  sont  consacrés  aux  surfaces  coniques  et  cylindri- 
ques du  second  ordre,  à  la  sphère  et  aux  surfaces  de  révolution. 

Quant  a  l'exposé  lui-même,  il  est  présenté  avec  beaucoup  de  soin  et  de 
clarté.  Les  divers  problèmes  sont  étudiés  successivement  dans  l'espace, 
pais  graphiquement.  Chaque  chapitre  se  termine  par  des  exercices  c^  résou- 
dres.  Les  figures,  au  nombre  de  200,  ont  été  réunies  en  un  fascicule 
spécial. 

iVous  n'avons  guère  relevé  de  corrections.  Mentionnons  toutefois  Temploi 
incorrecte  de  l'article  indéfini  au  lieu  de  l'article  défini  ;  il  faut  parler  du 
plan  passant  par  3  points  donnés  et  non  pas  d'un  plan,  p.  57.  Dans  la  dis- 
cussion du  problème  de  l'intersection  de  deux  pyramides  l'auteur  omet  le 
cas  particulier  où  les  plans  auxiliaires  limites  se  confondent. 

P.  111.  a  Tout  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface  conique  coupe 
la  surface  suivant  des  génératrices.  »  Ce  théorème  n'est  pas  correct  ;  il  est 
en  contradiction  avec  ce  qui  est  dit  à  la  page  114. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  tenons  à  déclarer  que  l'ouvrage  de  M.  Schùssier 
nous  a  vivement  intéressé  et  que  nous  pouvons  le  recommander  non  seule- 
ment aux  étudiants,  mais  à  tous  ceux  qui  enseignent  la  Géométrie  des- 
criptive. C.  Brandenbekger  (Zurich). 

J.-J.  Thomson.  —  Elettricità  e  Materia  (traduit  de  l'anglais  en  italien, 
avec  annotations,  par  G.  Faè).  —  1  vol.  cart.  VIII-200  p.;  Collection  Ilôpli; 
prix  :  L.  2.  —  ;  U.  Hôpli.  Milan,  1905. 

Le  livre  du  Prof.  J.-J.  Thomson  est  constitué  par  une  série  de  leçons  que 
Tauteur  a  données  à  la  Yale  University  de  New-Haven,  sur  les  récentes  dé- 
couvertes de  la  radioactivité  de  certains  corps,  avec  les  résultats  des 
recherches  expérimentales  sur  ce  sujet,  résultats  qui  semblent  devoir  révo- 
lutionner le  champ  des  théories  fondamentales  physico-chimiques. 

Les  nouvelles  théories,  que  l'auteur  examine  avec  la  compétence  qu'ap- 
partient à  l'un  des  plus  illustres  collaborateurs  de  la  première  heure,  avan- 
cent franchement  dans  la  voie  qui  vient  de  s'ouvrir,  conduisant  à  des  points 
de  vue  nouveaux  sur  la  constitution  de  la  matière  et  sur  la  nature  de  l'électri- 
cité. On  ne  peut  douter  que  ces  nouvelles  théories,  nu  fur  et  à  mesure  de 
leur  rapide  développement,  n'apportent  de  l'ouvrage  aux  mathématiciens, 
auxquels  est  réservée,  comme  toujours,  la  charge  honorifique  due  à  1  élé- 
gance de  leurs  méthodes,  d'en  prendre  la  haute  direction  lorsque  l'édifice 
demandera  pour  son  esthétique  un  sévère  couronnement  architectural.  Cette 
intervention  ne  saurait  tarder,  aussi  croyons-nous  que  la  lecture  de  cet 
ouvrage  sera  d'un  grand  profit  non  seulement  aux  physiciens  et  aux  chi- 
mistes, mais  aussi  aux  mathématiciens.  Cette  traduction  de  l'anglais  en  ita- 
lien, due  au  professeur  Paé,  est  faite  avec  exactitude  et  elle  est  enrichie 
d'un  appendice  contenant  un  résumé  de  résultats  très  intéressants  des  re- 
cherches du  chimiste  Nasini  sur  la  radioactivité  des  sources  et  des  miné- 
raux d'Italie.  Le  traducteur  en  a  augmenté  la  partie  bibliographique  ;  il  a 
ajouté  un  sommaire  des  chapitres  et  une  table  alphabétique. 

Th.  ToMMAsiNA  (Genève). 

G.  YivANTi.  -—  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations, professées  à  l'Université  de  Messine  et  traduites  par  A.  Bou- 
langer. —  1  vol.  gr.  in-8o  de  300  pages.  Prix  :  8  fr.,  Gauthier-Villars,  Pa- 
ris, 1904. 

Le  présent  ouvrage  n'a  pas   de  visées   originales.  Il  ne  reprend  pas  la 
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théorie  des  groupes  sous  un  nouvel  aspect  et  ne  parle  pas  des  recherches 
modernes  y  relatives  lesquelles  ont  cependant  permis  d'établir  les  théorèmes 
fondamentaux  de  Lie  par  une  voie  sinon  plus  élémentaire  du  moins  plus 
courte  que  celle  suivie  par  l'illustre  géomètre  norvégien. 

C'est  un  résumé  habilement  fait  des  grandes  lignes  de  son  œuvre  même; 
beaucoup  de  géomètres  l'ont  vu  en  étudiant  les  leçons  italiennes  de  M.  Vi- 
vanti  et  en  demandant  à  ce  dernier  quelques  vues  claires  qu'on  ne  peut  dé- 
gager des  2000  pages  de  Lie  qu'après  un  travail  des  plus  laborieux.  Aussi 
M.  Boulanger  a  rendu  un  réel  service  aux  Français  en  traduisant  le  court 
résumé  du  professeur  italien. 

Il  faut  dire  aussi  que  l'œuvre  de  Lie  a  moins  besoin  d'être  résumée  que 
d'être  désencombrée.  L'ouvrage  Lie-Engel  surtout  paraît  avoir  été  compliqué 
à  plaisir.  Â  tout  le  calcul  fonctionnel  de  Lie,  Engel  a  ajouté  des  choses  qui 
en  somme  n'ont  pas  directement  trait  aux  idées  propres  de  la  théorie  des 
groupes  continus,  comme  par  exemple  l'étude  des  transformations  em- 
ployées au  point  de  vue  de  savoir  si  elles  conservent,  et  dans  quelle  mesure, 
certaines  propriétés  analytiques  des  fonctions  auxquelles  on  les  applique. 
M.  Yivanti  a  commencé  par  se  débarrasser  de  tout  cela  et  il  a  eu  grandement 
raison.  La  théorie  des  groupes  doit  être  prise  par  son  côté  formel  el  la  no- 
tion de  transformation  infinitésimale  doit  être  considérée  comme  analogue  à 
la  notion  de  dérivée.  Or  il  est  prudent  d'apprendre  le  calcul  élémentaire  des 
dérivées  bien  avant  de  chercher  à  savoir  quelles  sont  les  fonctions  qui  en 
ont  légitimement  une.  L'exposition  de  Lie  aurait  pu,  peut-être,  être  simpli- 
fiée encore  davantage,  ne  serait-ce  que  dans  les  notations.  Ainsi  pour  la 
substitution  dans  une  fonction  f  [xi,  Xi,...)  de  nouvelles  variables  x'i.  x'%,.  . 
nous  avons  le  développement  fondamental 

fix')  =  f(x)  +  1  X  (/•)  +  1  X»  (/•)  +  ... . 

OÙ  X  (     )  est  l'opérateur  de  la  transformation  infinitésimale  correspondante. 

X  If) 
Or  cela  s'écrit  symboliquement  f  {x')  •=.  e'    '    et  on  aurait   pu  désirer  que 

cette  façon  d'écrire  soit  indiquée.  Mais  l'ouvrage  est  excellent,  complet  an- 

tant  que   le    permet  son  allure  élémentaire.   Il   donne  idée   du   rôle   de  la 

théorie  des  groupes  dans  celles  des  équations  différentielles  et  va  jusqu'aux 

transformations  de  contact,  aux  groupes  de  fonctions  et  au  rôle  que  jouent 

ces  derniers  dans  la  construction  des  groupes  ponctuels. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

W.  VoicT.  — Thermodynamik.  II.  Band  :  Zweiter  Teil.  Thermisch-chemi- 
sche  Umsetzungen.  Dritter  Teil.  Thermisch-electrische  Umsetzungen. 
(Sammlung  Schubert.  XLVIII).  1  vol.  cart.  in-8°,  XI  -|-  370  pages;  prix  : 
10  Mk.  ;  Gœschen,  Leipzig,  1904. 

Lorsque  l'année  dernière  nous  avons  parlé  du  premier  volume  de  la  Ther- 
modynamique de  M.  Voigt,  nous  avons  dit  que  le  savant  professeur  a  voulu 
présenter  une  exposition  claire  el  élémentaire  d'un  vaste  édifice  scientifique. 
La  lecture  du  second  volume  de  cet  ouvrage  ne  peut  que  confirmer  tout  ce 
que  nous  avons  dit.  Il  est  impossible  de  donner  en  peu  de  lignes,  une  idée, 
même  bien  imparfaite,  de  tout  ce  que  M.  Voigt  a  su,  en  vrai  maître  condenser 
dans  un  petit  volume,  eu  suivant  naturellement  la  méthode  déjà  adoptée. 

Le   volume  comprend   deux  parties;  dans  la  première,  la  plus  étendue. 


BIBLIOGRAPHIE  423 

l'auteur   étudie  les  transformations  thermo-chimiques  ;  dans  la  deuxième, 

les  transformations  thermo-électriques.   On  peut  dire  qu'il  n'y  a  peut-être 

d'arfçu ment  que  M.  Voigt  n'expose,  depuis  la  règle  des  phases  et  les  travaux 

«le  Willard  Gibbs,  à   ceux   de  van  der  Waals,   à  la  thermodynamique  des 

radiations,  au  théorème  de  Kirchhoif,  etc. 

Cet  Ouvrage  constitue  un  répertoire  très  précieux  comprenant  une  assez 

complète  bibliographie,  de  très  nombreux  exemples,  des  calculs  numériques 

et  des  tables  étendues. 

R.  Marcolongo  (Messine). 

MiNEO  Chini.  —  Corso  spéciale  di  Matematiche  con  numerose  applicazioui 

ad  uso  principalmeute  dei  Chimici  e  dei  Naturalisti.   1  vol.,  259  p.  Prix  : 

L.  3,80;  Raff.  Guisti,  Livourne. 

Ce  petit  volume  renferme  les  matières  du  Cours  spécial  de  mathématiques 
qui  a  été  créé  à  l'Université  de  Pavie  pour  les  étudiants  en  chimie  et  en 
sciences  naturelles.  Il  comprend  quatre  parties.  Dans  la  première,  intitulée 
Complémenls  d'Algèbre,  sont  réunis  les  sujets  suivants:  Progressions,  Loga- 
rithmes. Analyse  combinatoire,  binôme,  déterminants,  systèmes  d'équations 
linéaires.  La  seconde  partie  est  consacrée  aux  éléments  de  Géométrie  ana- 
lytique à  deux  et  à  trois  dimensions;  puis  viennent,  dans  les  deux  dernières, 
les  éléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Dans  chacune  de  ces  parties  l'auteur  s'est  limité  aux  notions  essentielles 
et  s'est  efforcé  de  les  accompagner  d'exemples  qui  sont  de  nature  à  inté- 
resser les  chimistes  et  les  naturalistes.  A  signaler  dans  la  troisième  partie 
un  chapitre  spécialement  consacré  à  la  théorie  des  erreurs. 

Il  s'agit  donc  d'une  première  initiation  aux  Mathématiques  supérieures 
dans  le  genre  de  celles  que  fournissent  les  ouvrages  de  Nernst  et  Schœn- 
flies,  de  Lorentz  et  de  Vivanti  (Collection  Hœpli),  et,  à  ce  titre,  le  manuel 
«Je  M.  Chini  est  appelé  à  rendre  grand  service  aux  étudiants. 

E.  Grimsehl.  —  Angewandte  Potentialtheorie  in  elementarer  Behand- 
Inng,  I.  Band  f Sammlung  Schubert},  —  1  vol.  cart. ,  219  p.  ;  prix  :  M.  6.  —  ; 
|Gr.  J.  Gôschen,  Leipzig. 

Parmi  les  théories  mathématiques  qui  ont  été  créées  depuis  un  siècle, 
relie  du  potentiel  est  certainement  Tune  des  mieux  connues.  Comment  expli- 
quer alors  qu'on  ne  se  soit  pas  accordé  jusqu'à  présent  sur  la  manière  de 
définir  le  potentiel  ?  Le  potentiel  est-il  une  fonction  de  forces  ou  bien  une 
fonction  de  forces  changée  de  signe  ou  bien  enfin  une  fonction  de  forces 
divisée  par  une  constante  ?  Dans  le  premier  cas  les  composantes  de  la 
force  sont  égales  aux  dérivées  partielles  du  potentiel  V  et  l'on  a,  par 
exemple  : 


dans  le  second 


dans  le  troisième  enfin 


X  =  'ir;  (1 


àX 


X  =  c  —    .  <3) 

^x 


Quelques   auteurs  partent,  pour  définir  le  potentiel,  de  l'égalité  (1)  :  Le 


424  BIBLIOGRAPHIE 

potentiel  esl  alors  une  fonction  de  forces.  Mais,  contrairement  à  cette  àC^ii- 
nition  première,    ils  posent  en  électrostatique  (dans  le  cas  où  le  potentiel 

est  dû  à    une   masse  m)  V  =  A"  —  ou   plus   simplement   V  =  —  .    Il   serait 

plus  logique  dans  ce  cas  de  poser  V  =  —  k  —  .  D'autres  auteurs  préfèrent 

au  contraire  partir  de  l'égalité  (2);  le  potentiel  est  alors  une  fonction  de 
forces  changée  de  signe  ;   mais  eu  même  temps  ils  posent,   dans  le   cas  de 

Tattraction  nevvtonienne,  V  =  /*  -  .  11  serait  plus  logique  de  faire  V  =  —  /*  —  . 

D'autres  enfin  posent,   avec  M.  Appell,  V  =:  —  ,  dans  les  deux  cas.  Il  n'y 

r 

a  aucun  reproche  à  faire  à  cette  définition.  Au  lieu  des  égalités  (1)  et  (2)  on 
a  l'égalité  (3),  mais  la  constante  c  est  égale  à  /*dans  le  cas  de  Tattraction 
newtonienne  et  à  — X-  ou  à  — 1  en  électrostatique. 

L'auteur  du  présent  ouvrage  sur  la  théorie  du  potentiel  part  de  la  notion 
de  travail  et  il  arrive  à  l'égalité  (2).  Pour  lui  la  propriété  (2)  est  caractéris- 
tique du  potentiel.  Or  il  choisit  précisément,  comme  première  application 
de   la   théorie  du   potentiel,   l'étude  de  l'attraction  newtonienne   et  il  pose 

V  z^  /*—  .    L'égalité  (2)   n'est  plus  vraie.  Elle   donne  bien  l'intensité  de  la 

force,  mais  non  sa  direction  (voir  les  §§  23  et  32,  p.  58  et  79). 

Autre  remarque  ;  de  même  que  les  mathématiciens  français  évitent  de  dire 
«  potentiel  du  point  P  »,  lorsque  le  point  P  est  le  point  attiré,  il  serait  pré- 
férable de  ne  pas  dire  :  «  Potential  des  Punktes  P  »  (comp.  Encyclopàdie 
der  mathem.   Wissensch,,  t.  II,  A,  7  h). 

Cela  n'empêche  pas,  j'ai  hâte  de  l'ajouter,  que  le  livre  de  M.  Grimsehl  ne 
soit  un  ouvrage  excellent,  à  en  juger  par  le  premier  volume,  seul  encoi'e 
paru.  Ce  volume  est  divisé  en  trois  parties  :  dans  la  première  Tauteur  ex- 
pose les  principes  de  la  théorie  du  potentiel,  les  deux  autres  parties  con- 
tiennent les  applications  à  la  théorie  de  l'attraction  et  à  l'électrostatique. 
On  y  trouve  des  renseignements  curieux  qui  ne  manqueront  pas  d'intéresser 
le  lecteur.  L'auteur  ne  se  contente  pas,  par  exemple,  d'énoncer  la  loi  de 
Coulomb,  il  donne  un  aperçu  très  intéressant  des  expériences  qui  permet- 
tent de  la  vérifier. 

Parmi  les  applications  traitées  dans  la  2«  partie  j'indiquerai  la  détermina- 
tion de  la  masse  de  la  terre,  de  son  potentiel  et  de  son  attraction  en  suppo- 
sant que  la  densité  est  une  fonction  linéaire  entière  de  la  distance  au  centre. 

Parmi  les  sujets  que  l'auteur  traite  dans  la  3®  partie  on  trouve  la  notion 
de  flux  de  force  et  les  théorèmes  classiques  de  Gauss,  la  méthode  des  ima- 
ges, les  propriétés  caractéristiques  du  potentiel  et  des  composantes  nor- 
males dans  le  voisinage  de  la  surface  d'un  conducteur,  la  théorie  des  con- 
densateurs et  bien  d'autres  applications  aussi  intéressantes  qu'utiles. 

D.  MiRiMAN'OFF  (  Genève  |. 

Renk  de  Saussure.  —  Théorie  géométrique  dn  mouyement  de«  corps. 

( Solides  et  fluides.)  l"*»  partie  1  vol.  87  pages.  Librairie  Kùndig,  Genève. 

Dans  les  ouvrages  de  M.  Darboux,  (Leçons  sur  la  théorie  des  surfacesf, 
de  M.  Kônigs,  [Leçons  de  Cinématique^  Paris  1897)  et  dans  plusieurs  mé- 
moires récents,  on  étudie  surtout  la  théorie  analytique  des  mouvements 
infiniment  petits  à  plusieurs  paramètres.  M.  de  Saussure,  qui  a  résumé  dans 
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cette  première  partie  de  son  ouvrage  ses  recherches  antérieures,  a  fait  une 
intéressante  et  originale  étude  de  la  théorie  géométrique  des  mouvements 
fîuis  d'un  corps  avec  plusieurs  degrés  de  liberté. 

L'auteur  envisage  d'abord  (chap.  I)  les  mouvements  dans  un  plan  et  ensuite 
(chap.  II)  les  mouvements  dans  l'espace.  Pour  plus  de  brièveté  nous  ferons 
connaître  les  principaux  résultats  du  deuxième  chapitre,  dont  le  premier  n'est 
qu'un  cas  très  particulier;  l'auteur  Ta  exposé,  avant  tout,  pour  plus  de 
clarté. 

Les  mouvements  de  translation  T  sont  engendrés  par  un  corps  solide  qui 
se  déplace  en  restant  symétrique  d'un  corps  iixe  par  rapport  à  une  série  de 
points;  suivant  que  ces  points  sont  sur  une  courbe,  sur  une  surface,  ou  sont 
tous  les  points  de  l'espace,  T  est  à  un,  deux  ou  trois  paramètres.  Parmi  les 
translations  à  un  paramètre  on  doit  considérer  Ti*  et  Ts^  suivant  que  la 
courbe  est  une  droite  ou  un  cercle  ;  parmi  celles  à  deux  paramètres  on  a 
Ti*  et  Ta*  si  la  surface  est  un  plan  ou  une  sphère  ;  etc.  Au  point  de  vue  mé- 
canique les  T^  T'  peuvent  être  engendrées  respectivement  par  le  glissement 
d'une  courbe  ou  d'une  surface  sur  une  courbe  ou  surface  symétrique. 

Les  mouvements  de  rotation  R  sont  engendrés  par  un  corps  qui  se  déplace 
en  restant  symétrique  par  rapport  à  une  série  de  plans  ;  on  a  une  rotation 
R  à  un,  deux  ou  trois  paramètres  selon  que  celte  série  est  celle  des  plans 
tangents  à  une  surface  développable,  k  une  surface  quelconque  ou  est  la  série 
de  tous  les  plans  de  l'espace.  Si  la  surface  développable  se  réduit  à  une 
droite  on  a  la  rotation  R*i  ordinaire,  c'est-à-dire  celle  autour  d'une  droite 
(roulement  d'une  droite  sur  elle-même),  ou  d'une  figure  plane  autour  d'un 
point:  si  la  surface  est  un  cône  ou  un  cylindre  de  révolution  on  a  la  rotation 
Rt*  sphérique  ou  plane;  si  la  surface  quelconque  se  réduit  à  un  point  propre 
ou  à  l'infini,  déterminé  par  une  gerbe  de  plans,  on  a  une  Ri'  sphérique  ou 
plane  ;  si  c'est  une  sphère  on  a  une  Rs',  etc.  Toute  rotation  R*.  R*  peut 
être  engendrée  par  le  roulement  d'une  surface  développable  ou  quelconque 
sur  une  surface  fixe  symétrique  par  rapport  à  l'un  de  ses  plans  tangents. 

Mais  les  rotations,  dont  l'auteur  fait  une  étude  approfondie,  quoique  plus 
générales  que  les  mouvements  de  translation,  ne  sont  pas  des  mouvements 
types  dans  l'espace;  car  on  ne  peut  pas  faire  passer,  en  général,  de  rotation 
par  un  certain  nombre  de  positions  arbitrairement  données  d'un  corps.  11 
faudrait  pour  cela  considérer  les  mouvements  (torsions)  engendrés  par  un 
corps  qui  se  déplace  par  rapport  à  une  série  de  droites:  ce  que  l'auteur  ne 
fait  pas  dans  cette  première  partie  de  son  ouvrage. 

Signalons,  parmi  une  foule  de  résultats,  l'élude  de  la  courbe  ou  surface 
trajectoire  d'un  point,  de  l'enveloppe  d'un  plan  et  de  la  surface  ou  de  la 
congruence  engendrée  par  une  droite  liés  au  corps  et  de  leurs  singularités 
dans  une  Rt*  et  R' ;  l'étude  des  R*  contenues  dans  R*  et  enfin  le  caractère 
commun  à  toutes  les  rotations,  qui  consiste  dans  le  glissement  d'un  certain 
nombre  de  droites  sur  un  nombre  de  droites  fixes,  formant  une  figure  symé- 
trique avec  les  premières,  etc. 

Toutes  les  applications  de  l'élégante  théorie  de  M.  de  Saussure  ne  sont 
pas  nouvelles  ;  mais  la  théorie  géométrique  des  mouvements  produits  par 
le  roulement  d'une  surface  (développable  ou  non)  sur  une  autre  a  conduit  — 
si  je  ne  me  trompe  pas  —  l'auteur  à  des  résultats  nouveaux.  Au  contraire 
l'application  au  mouvement  classique  d'une  figure  plane  ne  donne  rien  de 
nouveau,  à  l'exception  d'une  construction  nouvelle  et  élégante  pour  la  com- 
position de  deux  rotations  autour  d'axes  parallèles  ;  car  la   construction  du 
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centre  de  courbure  d'un  point  de  la  figure  lorsqu'on  connaît  ceux  de  deux 
«lutres  points,  n'est  pas  certiiinement  plus  simple  que  celle  de  Bobillîer  et 
qui  a  déjà  été  l'objet  des  recherches  de  M.  Burmester  (Lehrbuck  der  Kine- 
matik,  Leipzig,  1888).  La  construction  d'une  Rs'  passant  par  trois  positions 
arbitrairement  choisies  d'une  figure  plane  contient  une  simple  démonstration 
de  l'élégante  propriété  que  les  trois  positions  sont  toujours  symétriques 
d'une  même  figure  plane  par  rapport  à  trois  droites  ;  mais  elle  est  un  cas 
particulier  d'un  théorème  de  Halphen  sur  la  composition  de  deux  mouvements 
hélicoïdaux*  [Nouvelles  Annales,  I,  3"»«  série,  pag.  296,  1882}. 

Disons  quelques  mots  sur  l'application  au  mouvement  d'un  fluide  dans  un 
plan  ou  dans  l'espace. 

En  chaque  point  d'un  fluide  en  mouvement  se  trouve  une  molécule  fluide 
M  animée  d'un  mouvement  dans  une  certaine  direction  D.  La  figure  (MDt  est 
ce  que  l'auteur  appelle  un  élément  fluide.  Dans  un  plan  l'élément  fluide  est 
l'expression  la  plus  simple  d'une  figure  de  grandeur  invariable. 

La  ligne  d'éléments  fluides  est  une  série  oc  ^  d'éléments  fluides;  celle  qui  est 
engendrée  par  un  élément  qui  subit  une  Ri*  autour  d'un  axe  ou  d'un  point 
est  dite  couronne  ;  sa  base  est  le  cercle  décrit  par  la  molécule,  et  sa  gorge 
est  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  engendré  par  D. 

En  faisant  subir  à  un  élément  fluide  dans  un  plan  une  rotation  à  deux 
paramètres  ou  a  un  couronoide  ;  c'est  le  lieu  des  positions  d'un  élément  fluide 
symétriques  d'un  élément  fixe  par  rapport  à  toutes  les  droites  du  plan. 
L'auteur  en  donne  beaucoup  de  propriétés  en  se  basant  sur  les  propriétés 
des  rotations.  Si  à  l'élément  fluide  on  fait  subir  une  Ri',  on  engendre  une 
surface  (couronoide)  d'éléments  fluides. 

Un  fluide  dans  l'espace  peut  être  engendré  par  un  élément  fluide  qui  subît 
un  déplacement  à  trois  paramètres  ;  l'auteur  envisage  seulement  de  nom- 
breuses propriétés  d'un  fluide  qui  subit  une  Ri',  c'est-à-dire  d'un  fluide  // 
couronnes. 

Le  mémoire  de  M.  de  Saussure  porte  donc  une  large  contribution  de  nou- 
veaux résultats  à  la  cinématique  des  mouvements  finis. 

R.  Makcolongo  (Messine). 
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!•  Somniaipe  des  principaux  périodiques: 

Annals  Of  the  mathematics,  published  under  the  Auspices  of  Harward  l'ni- 

versity,  second  séries.  Cambridge.  Mass. 

Vol.  6,  no  2  iJanuary  1905).  —  A.  Bliss  :  The  Solutions  of  Differei-tial 
Equations  of  the  First  Order  as  Functions  of  their  Initial  Values.  — 
L.  Wayland  Dowi.iNG  :  On  the  Conformai  Représentation  of  Certain  Isosccles 


'  Puisqu'il  y  a  quatre  cercle»  tangonls  à  troÎR  droites,  il  y  a  quatre  solutioDS  pour  Ra*:  je 
ne  comprends  pas  pourquoi  l'iiutour  est  conduit  à  on  exclure  trois.  Ainsi  dans  le  mt^me  pro- 
blème dans  Ttispnce,  pag.  64,  il  y  a  huit  solutions,  tandis  cpio  M.  de  Saussure  n'en  considi*r.' 
que  quatre. 
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Triangles  upon  ihe  Upper  Half-Plane.  —  V.  J.  Le.NiNES  :  Remarks  ou  a  Proof 
that  a  Coutinuous  Function  is  Uniformly  Continuous. 

No  3  (April  1905}.  —  G.  A.  Mii.lrr  :  Groupe  of  the  Fundamental  Opérations 
of  Aritbmetio.  —  M.  Bôcher  :  Linear  Differential  Equations  with  Discon- 
tinuous  Coefficients.  —  R.  E.  Moritz  :  Some  Physical  Solutions  of  the  General 
Equation  of  the  n'*»  Degree.  —  F.  Gilman  :  The  Ballistic  Probleros.  — 
G.  D.  BiKKHOFF  :  A  Theorem  Concerning  Uniform  Convergence. 

No  'f  (July  1905).  —  L.  £.  Dickson  :  On  the  Real  Eléments  of  Certain 
Classes  of  Geomctrical  Configurations.  —  E.  V.  Humtington  :  The  conti- 
nuuni  as  a  Type  of  Order  :  An  Exposition  of  the  Modem  Theory.  — 
P.  Samel  :  On  Integrating  Factors.  —  M.  B.  Porter  :  Concerning  Séries  of 
Analytie  Functions. 

Bibliotheca  Mathematica,  Zeitschrift  fur  Geschichtc  der  malhernalischen 
Wissenschaften  ;  herausgegeben  von  G.  Enestrôm  in  Stockholm.  B.  G. 
Teubner,  Leipzig.  3.  Folge,  6.  Band. 

1.  Heft.  — ■#G.  Enestrôm:  Ûber  die  Bedeutung  historischer  Hypothesen 
fur  die  mathematische  Geschichtsschreibung.  —  Duhem  :  Sur  l'Algorithnius 
demonstratus.  —  G.  Enestrôm  :  Der  Briefwechsel  zwischen  Leonhard  Euler 
nnd  Johann  I  Bernoulli.  III.  —  L.  Schlesinger  :  Uber  den  Begriffder  ana- 
lytischen  F'unktion  bei  Jacobi,  und  seine  Bedeutung  fur  die  Entwicklung  der 
Funklionentheorie.  —  G.  Enestrôm  :  Ûber  den  Nutzen  der  Begrùndung 
eines  Mathcmntikerarchivs. 

2.  Heft.  —  Wegener  :  Die  astronomischen  Werke  Alfons  X.  —  G.  Enk- 
STR<>M  :  Uber  eine  von  Euler  aufgestellte  Konvergenzbedingung.  —  E.  B. 
Jourdain  :  The  theory  of  functions  with  Cauchy  and  Gauss. 

Balletin  de  la  Société  mathématique  de  France.    T.  XXXIII,   Sorbonne. 

Pari». 

Fasc.  1.  Maillet  :  Sur  les  mouvemenls  d'une  nappe  souterraine,  parti- 
culièrement dans  les  terrains  perméables,  spongieux  et  fissurés.  —  Bioche  : 
Remarques  sur  un  cas  de  symétrie  dans  l'espace.  —  Claihin  :  Sur  l'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes. —  De  Montcheuil  :  Détermination  des  surfaces  de  révolution  ad- 
mettant une  surface  de  révolution  donnée  pour  une  surface  moyenne.  — 
BiocHE  :  Sur  les  courbes  gauches  de  4«  ordre  et  de  4«  classe.  —  De  Mox- 
tessus  :  La  résolution  numérique  des  équations.  —  Bernsteix  :  Sur  l'inter- 
polation. —  Andoyer  :  Sur  la  sommation  des  séries.  —  Cotton  :  Générali- 
sation de  la  théorie  du  trièdre  mobile.  —  De  Sparre  :  Note  au  sujet  des 
mouvements  à  la  surface  de  la  lerre.  —  Hada.makd  :  Sur  quelques  questions 
de  calcul  des  variations. 

Fasc.  2.  —  Weill  :  Sur  une  classe  d'équations  irréductibles  du  cin- 
quième degré,  résolubles  par  radicaux.  —  Bioche  :  Sur  les  permutations 
polyédriques.  —  Clairin  :  Sur  certaines  transformations  des  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Denjoy  :  Sur  quelques 
propriétés  des  fonctions  de  variables  réelles.  —  Fontené  :  Sur  l'extension 
à  l'espace  du  théorème  des  polygones  de  Poncelet  par  des  polyèdres  de 
genre  un.  —  Borel  :  Remarques  sur  certaines  questions  de  probabilité.  — 
Maillet  :  Sur  les  solutions  de  certains  systèmes  d'équations  différentielles; 
applications  à  un  système  hydraulique  de  n  réservoirs.  —  De  Sparre  : 
Note  au  sujet  de  la  déviation  des  graves  dans  la  chute  libre.  —  F'ouché  : 
Sur  la  déviation  des  graves  et  les  champs  de  force. 
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Balletin  des  sciences  mathématiqaes,  rédigé  par  G.  Darbolx,  E.  Picard  et 

J.  Tannery,  2e  série,  tome  XXIX,  1905.   Gauthier-Yillars,  Paris. 

Janvier.  —  Louis  Kollros  :  Sur  l'approximation  périodique  des  irration- 
nelles cubiques. 

Février.  —  G.  Darbovx  :  Sur  la  sphère  de  rayon  nul  et  sur  la  théorie 
du  déplacement  d'une  figure  invariable. 

Mars.  —  Comptes  rendus  et  Analyses. 

Avril.  —  Paul  Tannery.  —  G.  Darboux  :  Sur  les  surfaces  applicables 
sur  le  paraboloïde  de  révolution. 

Mai.  —  J.  BoussixESQ  :  Sur  l'existence  d'un  ellipsoïde  d'absorption  dans 
tout  cristal  translucide,  même  sans  plan  de  symétrie  ni  axe  principal,  et 
sur  la  construction  des  rayons  lumineux  dans  les  milieux  opaques. 

Juin.  —  J.  Clairin  :  Sur  l'équation =  /*/.r,  r,  z). 

Balletin  of  the  American  mathematical  Society,  New-York.^Vol.  .\l. 

N» 4  (Janv.  1905).  —  E.  Dickson:  The  Group  oFaTactical  Configuration.  — 
J.  E.  Wright  :  Application  of  the  Theory  of  Continuons  Groups  to  a  Certain 
DilFerential  Equation.  —  V.  Snyder  :  On  the  Quintic  Scroll  having  a 
Tacnodal  or  Oscnodal  Conic.  —  B.  Smith  :  On  the  Déformation  of  Surfaces 
of  Translation. 

No  5  (Fév.  1905).  —  T.  S.  Fiskk  :  Mathematical  Progress  in  America.  — 
E.  B.  WiLsoN  :  The  Heidelberg  Congress  :  Sectional  Meetings.  —  R.  E. 
WiLsoN  :  The  Breslau  Meeting  of  the  deutsche  Mathematiker-Yereinigung.  — 
\V.  Haskell  :  The  Construction  of  Conics  under  Given  Conditions. 

N"  6  (Mars  1905).  —  E.  Kasner  :   The  Présent  Problems  of  Geometry. 

No  7  (Avril  1905).  —  J.  W.  Youxg  :  On  the  Use  of  Hypercomplex  Numbers 
in  Certain  Problems  of  the  Modular  Group.  —  G.  A.  Miller  :  Extension  of  a 
Theorem  due  to  Sylow.  —  C.  L.  Bouton  :  Note  on  Isothermal  Curves  and 
One-Parameter  Groups  of  Conformai  Transformations  in  the  Plane. 

N"  8  (xMai  1905).  —  E.  Picard  (Translated  by  W.  Haskell)  :  On  the  Develop- 
ment of  Mathematical  Analysis  and  its  Relation  to  Certain  Other  Sciences.  — 
L.  E.  Dickson  :  On  theClassof  the  Substitutions  ofYarious  Linear  Groups. — 
A.  M.  Hiltebeitel  :  Note  on  a  Problem  in  Mechanics.  —  Irving  Stringham  : 
A  Géométrie  Construction  for  Quaternions  Products. 

No  9  (Juin  1905).  —  L.  E.  Dickson  :  A  General  Theorem  on  Aigebraic 
Numbers.  —  L.  P.  Eisenhardt  :  On  the  Déformation  of  Surfaces  of  Trans- 
lation. —  G.  A.  Miller  :  The  Groups  of  Order  2™  which  Coutain  an  Inva- 
riant Cyclic  Subgroup  of  Order  2«"  —  *.  —  E.  Kasner  :  Galileo  and  the  AModcrn 
Concept  of  Infinity. 

No  10  (Juillet  1905).  —  G.  Darboux  (Translated  by  H.  Thompson)  :  A  Survcy 
of  the  Development  of  Géométrie  Methods.  —  H.  L.  Rietz  :  Simply  Transi- 
tive primitive  Groups  which  are  Simple  Groups.  —   T.  J.  I'  A.  Bromwich  : 
Bcmarks  Concernings  the  Variation  of  the  Length  of  a  Curve. 
Notes.  —  Publications. 

Jahresbericht  der  dentschen  Mathematiker-Vereinigung  ;  in  Monatsheften 

herausgegeben  von  A.  Gutzmer  in  Jena.    14.  Band. 

Heft  1  (Januar).  —  Sturm  :  Uber  diejenigen  Cremonasclien-Verwandt- 
schaften,    bei    dcnen    den    Ebenen   des   einen  Raumes   allgemeine   Flachen 
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3.  Ordnung  im  nndern  entsprechen.  —  Ë.  Lampe  :  Einige  Ubungsaufgabeu 
znr  IntegraIrechnuDg.  —  Klein  :  Berioht  an  die  Breslauer  Naturforscher- 
Versammliing  ûber  den  Stand  des  mathematischen  und  physikalischeu 
Unterrichts  an  den  hôheren  Schulen.  —  Doehlemanx  :  Baukunsi  und  illu- 
sioDsmalerei.  —  L.  Saalschùtz  :  Zur  Erinncrung  an  W.  Fuhrmanu. 

Heft  2  (Februar). —  G.  Kowalewski  :  Eine  Verallgemeinerung  des  zweiten 
Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung.  —  G.  Landsberg  :  Ubcr  die  Analogie 
zwischen  den  Theorien  der  algebraischen  Zahlen  und  der  algcbraiscben 
Funktionen.  —  Von  W.  Ludwig  (Karisruhe)  :  Uber  die  Berùhrungslrans- 
formation  der  Kreise  auf  einer  Kugol.  —  G.  Luroth  :  Wilhelm  Schell  -J-.  — 
Entwurf  neuer  Satzuugen  fur   die  deutbohe   Malhomiitiker-Vereinigung.  — 

Hefl  3  und  4  (Marz/April).  —  Mimkowski  :  Peler  Gustav  Lejeuue  Dirirhlel 
und  seine  Bedcutung  fur  die  heutige  Mathematik.  —  V.  Collins  :  Corrélation 
of  vector  analvsis  notations.  —  C.  G.  Knott  :  Hamilton's  Quaternion  vector 
Analysis.  —  E.  Waelsh  :  Wilhelm  Weiss.  —  Fricke  :  Uber  die  Bedeutung 
der  allgemeinen  Abteiluagen  der  technischen  Hochschulen.  —  Schur  :  Johann 
Heinrich  Lambert  als  Geometer. 

Heft  5  (Mai).  —  Knopf  :  Ernst  Abbe.  —  Liebmann  :  Notwendigkeit  und 
Kreiheit  in  der  Mathematik.  —  G.  Holzmuller  :  Bemerkungcn  ûber  den 
Unterricht  und  die  Lehramtsprûfung  in  der  angewandten  Mathematik. 

Heft  6  (Juni).  —  E.  Lampe  :  Guido  Hauck  -J-.  —  Harzer  :  Die  exakten 
Wissensehattcn  im  alten  Japan. 

Mitteilungen  und  Narhrichten.  —  Literarisches. 

Journal  f&r  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von 

K.  He:«sel.  g.  Keiraer,  Berlin. 

Bd.  CXXIX,  Heft  2.  —  H.  Poincaré  :  Sur  les  invariants  arithmétiques.  — 
F.  Klki:(  :  Uber  die  Auflôsung  der  allgemeinen  Gleichungen  fùnften  und 
sechsteo  Grades.  —  G.  F'robemus  :  Zur  Théorie  der  linearen  Gleichungen. — 

Le  t.  129,  dont  le  premier  fascicule  a  paru  le  13  février  1905,  à  l'occasion 
du  centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Lejeine-Dirichlet.  sera  entière- 
ment consacré  à  la  mémoire  du  savant  mathématicien  allemand.  Les  fasci- 
cules 3  et  4  paraîtront  ultérieurement. 

Bd.  CXXX,  Heft  1.  —  H.  Jung  :  Spezielle  Thetafunktionen  von  vier  ver- 
ânderlichen.  —  L.  Schlesi.xger  :  Zur  Théorie  der  linearen  Diflerential- 
gleichungen  im  Anschlusse  an  das  Riemann'sche  Problem.  —  M.  Lerch  : 
Einige  ReihenentwicklungenderuuvoUstsindigen  Gammafuuktion.  — J.  Schur: 
Zur  Théorie  der  vertauschbaren  Matrizen. 

Hefl  2.  —  G.  Wallenbkrg  :  Zur  Théorie  der  Riccatischen  Diflerential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung.  —  P.  SIackel  :  Uber  die  geodiilischen  Liuien 
einer  Klasse  von  Fliichen,  deren  Linienelement  den  Liouville'schen  Typus 
h<it.  —  J.  Knoblauch  :  Der  innere  Zusammenhang  der  fliichentheoretischen 
Grundformelu.  —  P.  Wiernsbercer  :  Sur  les  polygones  réguliers  et  les 
radicaux  carrés  superposés. 


lis,  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  publié  par 
P.  Mamsion  et  J.  Neuberg.  Gand,  Hoste.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  Série  3. 
Tome  V,  1905. 

Janvier.  —  A.  Aubrv  :    Sur  les   triangles  rectangles  on  nombres  entiers. 
P^évrier.  —  G.  E.  Wasteels  :  Sur  l'aire  linéaire  engendrée  par  une  figure 
invariable.  —  Darboux  :  Sur  les  progrès  de  la  géométrie  élémentaire. 
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Mars.  —  E.  N.  Barisien  :  Exercices  de  calcul  intégral.  —  E.  Barbette  : 
Les  centres  isodynamiques  dans  la  résolution  des  équations  du  3™«  degré. 

Avril.  —  C.  Servais  :  Quelques  théorèmes  de  Steiner. 

Mai.  —  C.  Servais  :  Quelques  théorèmes  de  Steiner  (suite  et  iin).  — 
J.  N.  :  Le  point  de  Kariya. 

Juin.   —  E.  Babisiek  :  Exercices  de  calcul  intégral. 

Juillet.  —  E.  Weber  :  Sur  quelques  coniques  associées  au  triangle  (suite 
et  fin).  —  E.  Barisie.x  :  Exercices  de  calcul  intégral  (suite  et  fin).  —  TsuR- 
NtcHi  Hagashi  :  Questions  d'arithmétique  . 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  séries  2.  Vol.  2  et  3. 

Vol.  2,  fasc.  2  à  7.  —  T.  J.  l'A.  Bromwich  and  G.  H.  Hardy:  Sonie  exten- 
sions to  Multiple  Séries  of  Abel's  Theorem  on  the  Continuity  of  Power 
Séries.  —  G.  H.  Hardy  :  Note  iii  addition  to  a  former  paper  on  Condîtio- 
nally  Convergent  Multiple  Séries.  —  Rev.  F.  H.  Jackson  ;  The  Application 
of  Basic  Numbers  lo  Bessel's  and  Legendre's  Functions.  —  A.  Young  and 
P.  VV.  VVooD  :  Perpétuant  Syzygies.  —  Lord  Rayleigh  :  Note  on  the  appli- 
cation of  Poisson's  Formula  to  Discontinuons  Disturbances.  —  P.  W.Wood  : 
Types  of  Cavariants  of  any  degree  in  the  Coefficients  of  each  of  any  number 
of  Binary  Quantics  of  Finite  Order.  —  Rev.  E.  W.  Barmes  :  On  Functions 
gênera ted  by  linear  Différence  Equations  of  the  First  Order.  —  H.  F.  Baker  : 
Note  on  the  Intégrations  of  Linear  Differeutial  Equations.  —  T.  H.  Havelock  : 
Wave  Fronts  considered  as  the  Characteristics  of  Partial  Diff*erential  Equa- 
tions. —  E.  W.  HoBsoN  :  Inuer  Limiting  Sets  of  Points  in  a  Linear  Inter- 
val.  —  V.  Volterra  :  Note  on  the  Application  of  the  Method  of  Images  lo 
Probleras  of  Vibrations.  —  G.  H.  Hardy  :  On  the  Zeroes  of  certain  Classes 

of  Intégral  Tavlor  Séries.  Part.  I.  —  On  the  Intégral  Function     jL    ' r- 

—  J.  w.  L.  Glaisher  :  On  the  Expansions  of  the  Elliptic  and  Zêta  Functions  of 
'/»  K  in  powers  of  ^.  —  P.  W.  Wood  :  On  the  Reducibility  of  Covarianls  of 
Binary  Quantics  of  Infinité  Order.  —  Horace  Lamb  :  On  Deep-Water  Waves.  — 
G.  H.  Hardy  :  On  the  Zeroes  of  certain   Classes   of  Integra!  Taylor  Séries. 

Part.  II.  —  On  the  Intejrral  Function     2d   ■ — ^ —  and  other  similar  Func- 

tions.  —  W.  BuRiNSiDE  :  On  Groups  of  Order /?*^P  (Second  Paper).  —  Rev. 
E.  W.  Barnes  :  The  Linear  Différence  Equation  of  the  First  Order.  — 
E.  Wright  :  Covariants  of  Power  Séries.  —  P.  A.  MacMahok  :  On  a  Défi- 
cient Multinomial  Expansion. 

Vol.  3,  fasc.  1  à  3.  — Rev.  F.  H.Jackson  :  The  Application  of  Basic  Numbers 
to  Bessel's  an  Legendre's  Functions  (Second  Paper).—  Rev.  F.  H.  Jacksos  * 
Expansion  of  Functions  in  Séries  of  Basic  Bessel  Coefficients  (Addition  to 
the  preceding  Paper).  —  H.  F.  Baker  :  Alternants  and  Continuons  Groups. 

—  E.  W.  HoBsoN  :  On  the  Failure  of  Convergence  of  Fourier's  Séries.  — 
A.  YouNG  :  On  certain  Classes  of  Syzygies.  —  A.  C.  Dixon  :  A  Class  of  Ex- 
pansions in  Oscillating  Functions.  —  H.  Fletcher  Moulton  :  Current  Flow  in 
Rectangular  Conductors.  —  H.  Bateman-  :  A  Généralisation  of  the  Legendre 
Polynomial.  —  J.  H.  Jeans  :  The  Kinematics  and  Dynamics  of  a  Granular 
Médium  in  Normal  Piling.  —  E,  Cunningmam  :  An  Extension  of  Borel's  Ex- 
ponential  Method  of  Summation  of  Divergent  Séries  applied  to  Linear  Dif- 
fereutial Equations.  —  E.  W.  Hobson  :   On   the  General   Theory  of  Trans- 
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iiDÎte  Numbers  and  Order  Types.  —  A.  L.  Dixon  :  On  thc  Evaluation  of 
certain  Definite  Intégrais  by  meaus  of  Gamma  Functions.  —  A.  L.  Oixon  : 
Généralisation  of  Legendre's  Formula  KE'  —  [K — E)  /f'  =  72  7r.  —  H.  Batk- 
MA?i  :  The  VVeddle  Quartic  Surface.  —  W.  Burnside  :  On  the  Complète 
Réduction  of  any  Transitive  Permutation-Group  ;  and  on  the  Arithmetical 
Nature  of  the  Coefficients  in  its  Irreducible  Components. 

Rendiconti  del  R.  Institnto  Lombardo  di  Scienze  e  lettere.  Série  II,  Vol. 

XXX VIII,  1905,  \^^  semestre. 

E.  CiA.st  :  Sopra  le  curve  gobbe  rationali  di  quinlo  ordine.  —  G.  Fubijci  : 
Sullu  teoria  délie  ipersfere  e  dei  gruppi  conformi  in  una  metrica  qualunque. 

—  A.  Marom  :  SuUe  superficie  del  4"  ordine  con  soli  punti  doppi.  —  E.  Pas- 
cal :  SuUe  condizioni  invariantive  perché  una  binaria  biquadratica  abbia  per 
fattore  una  cubica.  —  A.  Favàro  :  Bonaventura  Cavalleri  e  la  quadratura 
dolla  spirale.  —  E.  Pascal  :  Aggiunte  ad  alcuni  teoremi  di  Clebsch  relativi 
alla  costruzione  dei  sistemi  completi  di  forme  invariantive.  —  G.  Marolli  : 
Su  certe  malrici  che  presentano  analogie  coi  determinanti  studiati  da 
Puchta  e  da  Noether.  —  L.  Berzolari  :  Osservazîoni  alla  nota  précédente 
del  prof.  E.  Ciani  «  Sopra  le  curve  gobbe  razionali  di  quint'ordine  ».  — 
G.  FuBiNi  :  Un'osservazione  sulla  teoria  délie  funzioni  poliarmoniche.  — 
T.  BoGGio  :  Sulle  funzioni  associate  e  sulle  linee  di  forza  di  un  ellissoide 
di  rolazione  eterogeneo.-  —  E.  Vemero.m  :  Intorno  ad  un  fascio  di,  varieta 
cubiche  dello  spazio  a  cinque  diniensioni.  — E.  Pascal  :  Le  varie  forme  délie 
curve  storte  di  ô»  ordine  intersezioui  complète  di  quadriche  e  cubiche.  — 
G.  ViTALi  :  Una  propriela  délie  funzioni  misurabili.  —  L.  Carli.m  :  A  pro- 
posito  di  cerlc  matrici  che  presentano  analogie  coi  determinanti  di  Puchta- 
Noolher.  —  G.  Baruklli  :  Sul  movimenlo  di  un  punto  in  un  piano.  — 
R.Bonola:  I  teoremi  del  padre  Gerolamo  Saccheri  sullà  somma  degli  angoli 
di  un  triangolo  e  le  ricerche  di  M.  Dehn.  —  E.  Pascal  :  Sulla  classificazionc 
délie  superficie  di  Kummer. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  dirigi^e  par  X.  Léon,  I3i°«  année,  1905. 

Armand  Colin,  Paris. 

N®  2. — L.  Couturat  :  Les  principes  mathématiques:  la  Géométrie  (suite). 

—  E.  Delsol:  Une  nouvelle  tentative  de  réfutation  de  la  Géométrie  générale. 
No  3.  —  Numéro  spécialement  consacré  à  Cournot.  —  H.  Poincaré  :  Cour- 

not  et  les  principes  du  calcul  infinitésimal.  —  F.  Faure  :  Les  idées  de 
Cournot  sur  la  statistique.  —  F.  Vial  :  Cournot  et  l'enseignement. — B.  Au- 
dikrxe  :  La  classification  des  connaissances  dans  Comte  et  dans  Cournot.  — 
H.-L.  MooRE  :  A.  A.  Cournot. 

Sitzangsberichte  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften,  Wien.  Math.-Na- 

turw.  Klasse.  CXIÏ  Band,  Jahrgang  1903.  —  Gerold's  Sohn,  Vienne. 

VII  Heft.  —  E.  W.«:Lscn  :  Ûber  Binaranalvse.  —  J,  Ka:îtor  :  Uber  eine 
ueue  Klasse  geinischter  Gruppen  und  eine  PVage  iiber  die  birationalen  Trans- 
forniationen.  —  S.  Kantor  :  Xeue  Grundlageu  fiir  die  Théorie  und"  Weiter- 
enlwicklung  der  Lie'schen  F'unktionengruppen.  —  S.  Ka.ntor  :  Die  linearen 
Système  linearer  Strahlenkomplexe  im  Rr.  —  J.  Sobotka  :  Zum  Normalen- 
problem  der  Kegelschmitle.  —  E.  VV^l.sch  :  Uber  Biniiranalyse. 

VIII  u.  IX  Heft.  —  E.  CzuBER  :  Zur  Théorie  der  eingliederigen  Gruppe 
in  der  Ebene  und  ihrer  Beziehungen  zu  den  gewôhnlichen  Differcntialglei- 
chungen  erster  Ordnung.  — W.  H.  Joi'ng  :  Uber  die  Einteilung  der  unste- 
tigen  Funktionen  und  die  Verteilung  ihrer  Stetigkeitspunktc. 
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X  Heft.  —  J.  Hepperger  :  Bahnbesfimmung  des  Biela'schen  Kometen  aus 
den  Beobachtuugen  wahrend  der  Jahre  1846  und  1852.  —  E.  W.elsch  :  Uber 
Binaraualyse'.  —  R,  Daublesky  v.  Sterxeck  :  Ùber  die  kleinste  Anzahl  Ku- 
ben,  aus  welchen  jede  Zabi  bis  40,000  zusammengesetzt  werden  kann.  — 
W.  WiRTiNCER  :  Eine  neue  VeraUgemeinerung  der  bypergeometriscben  In- 
tégrale. —  L.  Weinek  :  Zur  Théorie  der  PlaDeteiivorûbergânge  vor  der 
Sonnenscheibe. 

2*  Liivres  nouveaux  : 

Annuario  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  1905.  1  fasc.  de  VIII-  52  p.; 

Via  Ruggiero  Setlimo,  Palermo. 
Paul  Bachmanic.  —  Zahlentheorie.   Versuch  einer  Gesamtdarstellung  dieser 
Wissenschaft  in  ihren  Hauptteilen.  Ffinfter  Teil  :  Allgemeine  Ariihmetik 
der  Zahlenkôrper  :   1.  vol.   relié  in-S»,  XXII,   548  p.;  prix:  16  Mk.;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig. 

O.  BiERMA>-K.  —  Vorlesungen  ûber  mathematische  Nàhemngsmethoden.  — 

1  vol.  in-8o,  X,  227  p.  ;  prix  :  8  Mk.  ;  Vieweg  &  Sohn,  Braunschweig. 
H.  BouAssE.  —  EssaiB  des  matériaux.    Notions  fondamentales  relatives  aux 

déformations  élastiques  et  permanentes.  Bibliothèque  de  iélès^e  ingénieur.  — 

1  vol.    in-8o.    150   p.;    prix  :   5  fr.  ;   Gratier  et  Rey,    Grenoble;   Gauthier- 

Villars,  Paris. 
DoLL  u.  Nestlé  :  Lehrbuch  der  praktischen  Géométrie,  bearbeitet  fur  den 

Unterricht  an  den  Hoch-  und  Tiefbauabteilungen  der  Baugewerkschulen 

und    techuischen  Mittelschulen    sowie   fur  den   Gebrauch    in  der   Praxis. 

2.  Auflage.  —  1  vol.  cart.  in-8o,   164  p.;  prix  :   Mk.  3.80;    B.  G.  Teubner, 

Leipzig. 

RoB.  Fricke.  —  Hauptsàtse  der  Differential-  und  Integralrechnong.  Zu- 

sammengestellt  als  Leitfaden  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen.  4.  Auflage. 
—  1  vol.  in-8o,  217  p.  ;  prix  :  5  Mk.  :  Vieweg  &  Sohn«  Braunschweig. 

OsK.  GuTscHE.  —   Mathematische   Uebungsaufgaben  fur   Primaner   von 

Realanstalten  und  jungere  Studierende.  —  1  vol.  in-8o,  cari.,  82  p.  ;  prix  : 
Mk.  1.20;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

E.  Jahnke.  —  Vorlesungen  ûber  die  Vektorenrechnung.  Mit  Anwendungen 

auf  Géométrie,  Mechanik  und  mathematische  Physik.  —  1  vol.  in-8<»,  cart., 

XII-  235  p.;  prix  :  Mk.  5.60  ;   B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
J.  St.  Mackay.  —  Plane  Geometry.  Practical  and  theoretical.  Book  IV  et  V. — 

1  vol.  in-l6,  144  p.;  W.  et  R.  Chambers,  Londres  et  Edimbourg. 
L.  Marchis.  —  Thermodynamique,  IL    Introduction  à  l'étude  des  machines 

thermiques   (Bibliothèque  de  l'élès'e  ingénieur).    —    1  vol.  in-8®,   255  p.  ; 

prix  :  5  fr.  ;  Gratier  et  Rcy,  Grenoble;  Gauthier-Villars,  Paris. 
MiJLLER  u.  PiETZKER.  —  Rechenbuch  fur  die  unteren  Klassen  hôherer  Lehr- 

anstalten.   Erganzungsheft  fiir  die  Mitteiklassen  der  Realschulen  und  Ad- 

stnlten  mit  Ersatzunterricht.  —  1  vol.  cart.,  89  p.;  prix  :  Mk  1.20;   B.  G. 

Teubner,  Leipzig. 
C.  O.  TucKAY.  —  Ezamples  in  Arithmetic,  with  some  Notes  on  Method.  — 

1  vol.  cart.  in  16;  (avec  réponses)  292  p.  ;  prix  3  s.  ;  George  Bell  &  Sons, 
Londres. 

Verhandlungen   des  IIL  internationalen    Mathematiker  -  Kongresses  in 

Heidelberg,  herausgegeben  von  dem  Schriftfùhrer  des  Kongresses.  Dr.  â. 
Krazer.  —  1  vol.  relié,  gr.  in-S»,  X-  756  p.  ;  prix  :  Mk.  18;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 


L'ENSEIGNEMENT    DES    MATHÉMATHIQUES 

EN   NORVÈGE 


1.  —  Les  écoles  primaires  et  secondaires. 

Le  cours  des  éludes  ordinaires  est  de  douze  ans.  Quand 
Tenfant  est  âgé  d'au  moins  de  six  ans,  il  entre  dans  Técole 
primaire  —  forshole  — ,  comprenant  cinq  classes.  Ensuite, 
après  examen,  il  entre  à  Técole  moyenne  —  middelskolen  — , 
où  il  reste  quatre  ans.  Après  avoir  subi  avec  succès  Texamen 
de  sortie  de  Técole  moyenne  —  middelskoleexamen  —  il  est 
reçu  au  gymnase,  où  il  reste  trois  ans.  A  la  fin  de  chaque  an- 
née, pendant  tout  son  temps  d'écolier,  Télève  doit  passer  un 
examen  de  promotion. 

Les  cinq  classes  de  Técole  primaire  ne  comportent  que  peu 
de  mathématiques;  on  se  borne  aux  quatre  règles  de  Tarith- 
mélique  avec  des  nombres  entiers  et  à  l'addition  et  la  sous- 
traction des  fractions. 

L'enseignement  des  mathématiques  dans  l'école  moyenne 
renferme  Tarithmétique,  Falgèbre  et  la  géométrie  plane. 
Dans  Tarithmélique  et  l'algèbre  on  traite  la  règle  de  trois,  le 
calcul  des  intérêts,  les  quatre  règles  avetî  des  nombres  ra- 
tionnels, la  divisibilité  des  nombres,  les  proportions,  les  équa- 
tions du  premier  degré  avec  plusieurs  variables,  les  puissan- 
ces et  les  radicaux.  Dans  la  géométrie  on  traite  la  ligne  droite, 
le  cercle,  le  triangle,  le  parallélogramme,  etc.,  les  congruen- 
ces,  la  proportion  et  la  similitude. 

Le  gymnase  est  divisé  en  trois  sections  :  1"  la  section  des 
sciences,  2**  la  section  des  langues  vivantes  et  de  l'histoire, 
3"*  la  section  des  langues  vivantes  et  de  l'histoire  avec  latin. 
Le  programme  officiel  des  mathématiques  du  gymnase  est  : 
Elude  des  parties  de  l'arithmétique,  de  l'algèbre  élémentaire 

L'Enfteignement  nialhém.,  7*  année  ;  1905.  29 
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et  de  la  géométrie,  qui  ne  sont  pas  traitées  dans  l'école 
moyenne.  Connaissance  des  notions  fondamentales  de  la  tri- 
gonométrie et  de  leur  application  au  calcul  des  triangles 
plans.  Les  éléments  de  la  stéréométrie.  Exercices  de  cons- 
truclions.  Pour  la  section  des  sciences  du  gymnase  on  exige 
encore  la  connaissance  de  la  géométrie  analytique  pour  au- 
tant qu'elle  peut  être  traitée  simplement  sans  le  calcul  dif- 
férentiel. Les  propriétés  de  la  fonction  entière. 

Nous  donnons  enfin  un  tableau  du  nombre  d'heures  des 
leçons  de  mathématiques  par  semaine  dans  Técole  primaire 
et  secondaire. 


Année. 


Nombre  des  heures 
par  semaine. 


Ecole 

primaire. 

Ecole  moyenne. 

Gy 

mnase. 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2    3 

4 

1 

2 

3 

6 

5 

4 

4 

4 

5 

5 

5 

5 

4 

6' 

6» 

2.  —  Les  écoles  spéciales. 

Je  ne  traite  ici  que  des  écoles  techniques  et  des  écoles  mi- 
litaires, les  seules  écoles  spéciales,  où  renseignement  de  ma- 
thématiques joue  un  rôle. 

Nous  n'avons  pas  encore  une  école  polytechnique  en  Nor- 
vège. Cependant  sa  création  a  été  votée;  l'école  est  mainte- 
nant en  construction  à  Trondhjem  et  elle  doit  être  achevée 
en  1910.  Pour  le  moment  nous  nous  contentons  des  écoles 
techniques  de  quatre  ans  pour  l'instruction  de  nos  ingénieurs 
et  architectes.  La  condition  d'admission  est  l'examen  de  sor- 
tie de  l'école  moyenne.  Les  jeunes  gens  ont  donc  environ 
quinze  ans.  L'enseignement  des  mathématiques  dure  trois 
années,  et  renferme  à  peu  près  le  cours  du  gymnase  de  la 
section  des  sciences  et  de  plus  les  éléments  de  la  géométrie 
analytique  de  l'espace  et  les  éléments  du  calcul  différentiel 
et  intégral  avec  ses  applications  à  la  géométrie  analytique- 
La  Norvège  possède  deux  écoles  militaires,  une  école  à 
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Christiania  pour  les  officiers  de  Ta rmée  et  une  école  à  Harteii 
pour  les  officiers  de  la  flotte.  La  condition  d'admission  théo- 
rique à.  Técole  militaire  navale  est  l'examen  de  sortie  de 
Técole  moyenne  et  l'enseignement  des  mathématiques  est  à 
peu  près  analogue  à  celui  des  écoles  techniques. 

La  condition  d'admission  à  l'école  militaire  de  l'armée  est 
l'examen  de  sortie  —  artium  —  du  gymnase  de  la  section  des 
sciences.  L'enseignement  des  mathématiques  renferme  ici  la 
trigonométrie  sphérique,  les  éléments  de  la  géométrie  ana- 
lytique de  l'espace  et  le  calcul  différentiel  et  intégral. 

Les  officiers  de  l'armée  et  de  la  flotte  qui  désirent  entrer 
dans  l'état-major  général,  et  les  officiers  de  l'artillerie  et  du 
génie  sont  obligés  -de  passer  l'Académie  militaire  de  deux 
ans.  L'enseignement  des  mathématiques  ici  renferme  la  géo- 
métrie analytique  de  l'espace,  le  calcul  différentiel  et  inté- 
gral, la  théorie  des  équations  différentielles,  les  éléments  du 
calcul  de  probabilité  et  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

3.  —  L'université. 

Après  avoir  passé  l'examen  de  sortie  du  gymnase  l'élève 
qui  désire  faire  des  études  entre  à  l'Université  à  Christiania. 
D'après  une  organisation  tout  à  fait  récente,  les  premières  an- 
nées d'études  universitaires  conduisent  à  un  examen  com- 
prenant deux  parties,  une  partie  générale  et  une  partie  spé- 
ciale. La  partie  générale  est  composée  de  quatre  branches, 
que  l'étudiant  peut  choisir  entre  les  suivantes  :  les  mathéma- 
tiques, la  physique,  la  chimie,  la  zoologie,  la  botanique,  la 
géologie  et  la  géographie,  mais  où  une  épreuve  en  mathé- 
matiques est  obligatoire,  si  l'étudiant  ne  choisit  pas  cette 
science  pour  la  partie  générale  ou  spéciale.  Pour  la  partie 
spéciale  on  choisit  une  des  sciences  susdites,  que  l'étudiant 
n'a  pas  eue  dans  la  partie  générale.  Un  étudiant  qui  désire 
étudier  les  mathématiques,  choisit  par  exemple  pour  la  partie 
générale,  la  physique,  la  chimie,  la  zoologie  et  la  botanique,  et 
pour  la  partie  spéciale,  les  mathématiques.  Le  temps  d'étude 
pour  la  partie  générale  est  de  quatre  à  cinq  semestres,  et  pour 
la  partie  spéciale  ultérieurement  de  trois  à  quatre  semestres. 
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Le  programme  officiel  venant  à  peine  d'être  approuvé  parle 
Gouvernement,  on  n'a  pas  encore  fixé  en  détail  ce  qui  doit 
être  exigé  dans  les  deux  parties,  mais  il  est  entendu  que  pour 
la  partie  spéciale  le  candidat  devra  faire  preuve  de  connais- 
sances assez  approfondies. 

Sous  l'ancienne  organisation  Texamen  qu'avait  à  subir 
l'étudiant  en  mathématiques,  était  composé  de  trois  groupes: 
1**  les  mathématiques  avec  la  mécanique  et  l'astronomie,  2®  la 
physique  et  la  chimie,  3®  la  zoologie,  la  botanique,  la  géolo- 
gie et  la  géographie.  De  ces  trois  groupes  l'étudiant  devait 
choisir  deux.  Le  candidat  était  donc  assez  bien  préparé  sur 
l'ensemble  sans  avoir  particulièrement  approfondi  l'une  des 
branches. 

Pour  celui  qui  désire  pousser  plus  loin  ses  études  en  ma* 
thématiques,  l'Université  a  le  diplôme  de  docteur  en  philo- 
sophie. Pour  obtenir  ce  diplôme  il  faut  faire  une  thèse,  qui 
est  à  soutenir,  et  ultérieurement  le  candidat  doit  faire  trois 
leçons  publiques  sur  différents  sujets  de  sa  science.  Le  di- 
plôme de  docteur  donne  le  Jus  docendi;  la  thèse  de  doctorat 
à  notre  Université  correspond  donc  à  peu  près  à  la  «  Ha- 
bilitationsschrift  »  aux  Universités  d'Allemagne. 

Quant  à  l'enseignement  mathématique  fourni  par  l'Univer- 
sité, il  se  réduit  jusqu'à  ce  moment  aux  cours:  sur  les  élé- 
ments de  la  théorie  des  fonctions,  le  calcul  différentiel  et  in- 
tégral, la  théorie  des  équations  différentielles,  la  géométrie 
analytique  et  projective.  Nous  manquons  ainsi  de  séminaires 
—  au  sens  allemand  —  et  d'institutions  spéciales  pour  des 
exercices  et  des  travaux  pratiques.  Ce  sont  des  lacunes  qui, 
nous  l'espérons,  ne  tarderont  pas  à  être  comblées  à  la  suite 
de  la  nouvelle  organisation  des  examens.  Pour  ce  qui  con- 
cerne spécialement  la  préparation  des  maîtres  des  écoles 
moyennes  et  des  gymnases  publics,  il  y  a  lieu  d'organiser 
un  séminaire  pédagogique  où  les  candidats  seraient  appelés 
à  suivre  des  leçons  théoriques  et  pratiques;  l'examen  de 
sortie  du  séminaire  comprendrait  une  épreuve  sur  la  péda- 
gogie, la  méthodologie  et  la  psychologie. 

Alf.  Gt'LDBERG  (Christiania). 
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1.  Pour  certains  esprits  superficiels  la  Mathématique  se 
réduit  à  un  ensemble  de  règles  fixes  et  de  formules.  Cette 
opinion,  évidemment  fausse,  s^explique  parla  manière  défec- 
tueuse dont  la  Mathématique  est  enseignée  dans  beaucoup 
d'écoles  secondaires  et  même  dans  quelques  écoles  supé- 
rieures. Dans  les  établissements  secondaires  cet  enseigne- 
ment se  réduit  souvent  à  Tassimilation  d'un  certain  nombre 
de  règles  déterminées  et  de  formules.  Mais  ces  règles  ne 
sont  vraiment  indispensables  qu'à  ceux  qui  raisonnent  mal. 
Les  esprits  qui  savent  raisonner  sont  obligés  souvent,  pour 
arriver  au  but  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  directe, 
à  aller  contre  les  prescriptions  des  règles  enseignées.  Il  serait 
impossible  en  effet  de  donner  des  règles  fixes  applicables  à 
tous  les  cas,  on  ne  saurait  donner  que  des  règles  fondamen- 
tales. Mais  ces  règles  fondamentales  sont  éminemment 
flexibles  et  peuvent  subir  des  transformations  infinies.  Un 
esprit  qui  possède  bien  les  principes  de  la  science  essaie  dans 
chaque  cas  particulier  de  trouver  la  voie  la  plus  naturelle  et 
la  plus  directe  et  de  créer  ainsi  des  règles  spéciales. 

Prenons  d'abord  un  exemple  très  élémentaire.  Soît  l'équa- 
tion du  2"®  degré 

(1)  (tfx  — 6)*  =  iii(c  —  dx)^  . 

En  appliquant  le  procédé  classique  qu'on  trouve  exposé  dans 
les  traités  d'Algèbre  élémentaire,  on  obtient 


ab  —  cdm  _^      //  ^^  —  ^^"^  \' 


b*  —  c*//i 
/i*  —  d*m 
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Cette  expression  est  exacte,  cela  va  sans  dire,  mais  elle  est 
trop  compliquée  et  la  voie  qu'on  a  suivie  est  évidemment 
trop  longue. 

Pour  arriver  au  but  il  suffit  d'extraire  la  racine  carrée  des 
deux  membres  de  Téquation  (1),  ce  qui  donne 

aJT  —  /y  =  +  (c  —  dx)  j/m, 

d'oii 

//  -h  c  t/m 

j*  *^      ''~"       ^ 

a  ±  d  (//w 

Voici  maintenant  un  exemple  plus  important. 

Dans  tous  les  cours  de  Calcul  différentiel  on  donne  des 
règles  générales  permettant  de  trouver  l'expression  du  reste 
des  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Mais  les  expressions 
ainsi  obtenues  sont  souvent  très  compliquées  et  peu  propres 
à  l'évaluation  de  Terreur  et  à  la  recherche  des  conditions  de 
la  convergence. 

Je  me  propose  de  montrer  ici  que  les  restes  des  séries  les 
plus  usuelles  peuvent  être  obtenus  sous  une  forme  plus  sim- 
ple. Le  procédé  dont  je  me  servirai  est  basé  sur  le  théorème 
de  Rolle  :  deux  racines  d'une  fonction  comprennent  toujours 
une  racine  de  la  dérivée.  On  suppose  que  la  fonction  et  sa 
dérivée  sont  continues  dans  l'intervalle  considéré. 

2,  Fonction  exponentielle. 

Posons 

Il  s'agit  de  déterminer^  de  telle  manière  que  l'égalité  (2' 
soit  satisfaite  pour  la  valeur  donnée  de  x. 

Nous  regarderons  x  comme  une  constante.  Soit  au  con- 
traire z  une  quantité  variable.  Considérons  la  fonction  sui- 
vante : 

^''''  =  '~H^  +  '+i3+-  +  1.2.°7n-i)  +  i.2.Ml-l.!-'- 

F  {z)  sannulle  pour  z  =  0,  mais  elle  s'annulle  aussi  pour 
z=Xy  en  vertu  de  (2).  Donc  F'(z)  admet  une  racine  com- 


BESTES  DE  QUELQUES  SÉRIES  USUELLES         439 

prise  entre  0  et  j:,  qu'on  peut  représenter  par  S.r,  3"  étant 
un  nombre  positif  <  1.  Or 

'"'  "         1.2.3  ...  (/i~  1) 

Comme  F'(2)  s'annulle  pour  z  --=  5x,  on  a 

tjfn  —  q^x  —1=0 

d'où 

1 


7  = 


n  —  âx 


et  par  conséquent 


e'  =  1  -h  :r  +  -—  -h  . . .  +  r-ô r. T.  + 


1.2   •     ••'    1  .2  ...(«  —  1)   '   1.2  ...  {/i-  l)(/i  —  ^a-| 

3.  Formule  du  binôme. 

Un   procédé  semblable   appliqué   à   la  fonction  (1  +  .r)'" 
donne 

,1  +  xr=  1  +  ».x  +  ;?ii;^  .r'  + ...  +  "•""~2';;;,7rri"^"  -"-' 

in{m  —  1)  ...  (m  —  n -\-  1)V* 

•     î     ô 


1.2.3  ...  (/i  —  1)1/1-1-  (/i  — m)5jr] 

4.  log(l  +  ^). 
Posons 

et  considérons  la  fonction 

Fu)-log(lH.z)-.5-h  J-...  4:^j±2^'    . 
On  a 


F' (5) 


1  4-5 


Or  V{z)  s'annulle  pour  2  =  0,  z  =  x;  donc  F' (s)  s'annulle 
"^our  s  =  Sr,  d'où 

^  -|-  (^J.r  —  1=0. 
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Par  ronséqiient 


.r 


rt— 1 


.M 


ô.  arctangx. 

Tn  procédéanalogue  appliqué  à  la  fonction  arc  tang.r  donne 

arc  tantpx  r=j*  —  —   +-r-  —  ...-4- -i-  r; — ; — -z — - — ; — s— =-    . 

'^  3^5  --  2/1  — 1  ^  (2/1-1- 1)(1 -|-5t«) 

6.  sin.r. 
Posons 


1.2.3  ^ 


.2m  —  t 


-^  ^' 


,Sn  +  1 


—  1.2...  (2/1  —  1)  ^  1.2...  (2/1  —  1) 


Considérons  la  fonction  suivante 


¥{z)=  4 


.s 


.»«— 1 


sinz 


1.2.3 


ô  -h  -  ± 


y- 


/ 


1.2  ...  (2/1  —  1^1.2...  (2/t  — 1)\ 


-1 


Cette  fonction  s'annulle  pour  z  =^0,  z  =  .r.  Par  con- 
séquent la  dérivée  F' (2)  admet  une  racine  comprise  entre  0 
et  .r.  Cette  racine  a/inulle  aussi  la  fonction 


♦  («)  =  8m«sF'(«)  . 

Mais  4>(2)  s'annulle  aussi  pour  z  =:0.  Il  en  résulte  que 
^'[z)  admet  une  racine  comprise  entre  0  et  .r,  qu'on  peut  re- 
présenter par  .r  V  5  • 

Or 


z  SUIS 


♦''"  =  ±1.2...(2n-l,P"<^"+'>^  +  »''-M- 


Donc 


2/1  (2/1  -f-  1)  r/  -f  f/^x»  —  1=0 


et  par  conséquent 


.an— 1 


3c*  x; 

smx^x^j-^^  "*"••-  1.2...  (2/1-1) 


»  + 1 


1.2  ...  (2/1  —  1)  [2«(2/i  +  1)-|-3j^ 


J 
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7.  Fonction  hypergéométrique. 

La  ronclion  hypergéométrique  vérifie,  comme  on  sait, 
Téquation  différentielle. 

jr(l  ^x)ff''{x)  -I-  {  7--(a  -f.  |S  -f  1)T  I  f(x)  — a^yiar)  =  0  . 

On  est  conduit  au  développement  suivant  : 

"^  "     1.2...(/i-l)7(7-hl)...(7  +  /i  — 2) 

«^ .'g-f  l)(j3-hl)...  («-t-n-1)(/3  +  /i-l)      « 
"^        1.2...(/i-l)7(v+f)...  (7-f  «-2)        ^• 

Pour  trouver  la  valeur  de  q^  considérons  la  Ibnclion 

,  ri^n    "*'1.7"*"""^       1.2...(/i-l)7(7  +  l)...(7+/i  — 2)        ^ 

"^        1.2...  (/i-l)7(7-hl)    ..  (7  +  n-2)        ^^    j 

Cette  fonction  admet  les  racines  z  =  0,  2  =  .r . 
Formons  maintenant  la  fonction  suivante  : 

Cette  fonction  admet  une  racine  comprise  entre  0  et  j?  ; 
d'autre  part  elle  s'annuUe  pour  z  =  0.  Par  conséquent  la 
dérivée  $'(^)  admet  une  racine  comprise  entre  0  et  .r.  Or 

*^''^-      1.2...(/i  — l)7(7  +  l)...l7  +  n-2)      "  ^^""^^  ^^"^ 

Comme  ^' {z)  s'annulle  pour  z  =  Sr,  on  a 

1 

Nous  indiquerons  encore  les  fonctions  suivantes  qu'on 
pourrait  traiter  d'une  manière  analogue  : 


4'i2  F.-G.    TE IX E IRA 

arcsin  j*  ,  cosjr*  ,  log  -z ,  log(jt'  -|-  ^1  -|-  :r*| ,  r*^  4;  e~^  , 

(X  +  (/l~+"xY"  ±  (J^  4-  ^/l+o^)-'"  etc.. 

W.  Ermakoff  (Kief). 

(Traduction  de  M.  D.  MirimanofP,  Genève). 

Note  de  la  Rédaction.  —  Nous  apprenons  que  M.  TchaplyguinCf 
professeur  à  l'Université  de  Moscou,  ayaùt  remarqué  que  les  fonc- 
tions considérées  dans  Tarticle  précédent  sont  des  intégrales 
d^équations  différentielles  linéaires  du  l*^**  et  du  2"*^  ordre,  essaya 
de  généraliser  les  procédés  dont  s'est  servi  Tauteur  de  ce  travail. 
A  la  suite  d'une  correspondance  qui  s'engagea  alors  entre  M. 
Tchaplyguine  et  M.  Ermakoff,  il  fut  reconnu  qu'il  était  possible 
de  donner  un  procédé  général  permettant  de  calculer  approxima- 
tivement les  intégrales  d'équations  différentielles  quelconques. 
Ces  intégrales  peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  formules 
simples  qui  dans  l'intervalle  donné  représentent  ces  intégrales 
avec  une  approximation  donnée.  Les  recherches  de  M.  Tchaply- 
guine paraîtront  prochainement  dans  un  périodique  mathémati- 
que. 


SUR  LES  DÉMONSTRATIONS 
DE  DEUX  FORMULES  POUR  LE  CALCUL  DES  NOMBRES 

DE  BERNOULLl 


I.  —  Noiis -allons  nous  occuper,  en  premier  lieu,  de  la  for- 
mule bien  connue 

Ban-  =  (-  i)"  2lê-iS-  ^»'  ??r.P"-  -•■"-''"-•+(2)"'-''"' 

-(3)  <'-«>"'-'+-±G-.)  >*"-]• 

oii  Ba«^i  représente  los  nombres  de  BernonUi, 
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On  trouve  une  démonslration  de  cette  formule  dans  le 
Calcul  intégral  de  Sevret  (2*  édit.,  p.  225)  et  nous  en  avons 
donné  une  autre  dans  notre  Curso  de  Analyse  (Calculo  diffé- 
renciai, 3^  édit.,  p.  237).  Mais  nous  allons  l'obtenir  ici  par 
une  analyse  plus  simple  que  celle  que  Ton  trouve  dans  ces 
deux  traités,  au  moyen  de  la  formule  connue  (Hermite,  Cours 
d'Analyse  de  l'Ecole  polytechnique,  p.  60)  : 


n 

Ai 


,•'->  =  „:  2^ /•<"(«), 


i  =  \ 

où 


laquelle  donne  la  dérivée  d'ordre  n  de  y  par   rapport  à  j7, 
quand  y=f(u)  et  u  est  une  fonction  donnée  de  x. 
Pour  cela,  appliquons  cette  formule  à  la  fonction 

r=(l  -he'r'  . 

On  a,  en  posant  y  =  //—' ,  w  =  i  +  e'  , 


A. 


ou 


*■ = =^:  2  -  ■'>'  (;)  ^ 

Mais 


(  1  -h  e-)'-*  .^  1  +  (,•  -  ^)  e-  +  ('  ^  ^^  e' 


•^•^+...  4.e(*'-'^'^ 


et,  par  conséquent, 


et,  en  posant  .r  =  i)  ^ 


(••7^)2"e-  +  ('-*)3" 
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r-^^^^?^Lr  ■'■  -  "  K'  ï  ')^-  K'  ")»"-■•  ^  '-"■ 


Donc  on  a 


ou 

«  —  1  i--k 


'.-^i2'-"'(i)^*2CT')'" 


Jlf=0  <  =  o 

i  —  \       i  —  t 


=i2'-2i-"'(i('7y- 

Mais,  puisque 

qct')=(;)Ct'). 

nous  pouvons  écrire  Tidenlité 

2'-"*Q('T>*=2'-"'(;)f7> 


fc=0  '  ilf=0 

i—t 


=(;)2'-"'('7'>'=(;)"-"'-='-'i'-'(;) 


^=0 

Nous  avons  donc 

«— t 


1=1 
et 


^'=nA2'-'''-'(;)'"- 


•^•'"'  =2<-  '^'^['"-  '■"■  -  ^'"+(2)  <^  -'»"-  -  ^O-i)*"] 


En  employant  maintenant  la  formule 
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qui  lie  les  nombres  de  Bernoulli  aux  dérivées  de  la  fonction 
considérée,  on  obtient  la  formule  qu'on  a  écrite  précédem- 
ment. 

II.  —  La  deuxième  formule  pour  le  calcul  des  nombres  de 
Bernoulli  que  nous  allons  considérer,  fut  attribuée  à  Libri 
par  Gauchy  [Œuvres^  2"  série,  t.  VII,  p.  348).  On  peut  Toblenir 
immédiatement  au  moyen  de  la  formule 

^•ï-'*        -^  a!  Ô!  ...  Xî(2!)P(3!)y...  (nî)^ 

OÙ  i  représente  une  somme  qui  se  rapporte  aux  solutions 
entières,  positives  et  nulles,  de  Téqualion 

«  -f  2/5  -h  37  -f  ...  -f  /iX  =  /i 

et  011 

laquelle  donne  la  dérivée  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  .r, 
quand  y=^f(u)^  //  =  y  (x). 

En  appliquant,  en  effet,  cette  formule  à  la  fonction 

on  trouve,  en  posant  //  =  2  m,  et 

y  =  —  1«ÎÇ"  »  M  =  1 ^   -h  -ry  —  ...    , 

Tégalilé  suivante  : 

où  3  représente  une  somme  qui  doit  s'étendre  aux  solutions 
entières,  positives  et  nulles,  de  Téqualion 

]3  -h  2J-h  ...  =  m  . 

et  où 

tz=p  -f  (r+  ... 
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Mais,  d'un  autre  côlé,  on  a 


2//I 
X 


'^^  ^ÛTÏÏ  "^  ^      m{2m)\     ^«'«-» 


On  trouve  donc 


Cette  formule  est  celle  que  nous  nous  proposions  d'obte* 
nir. 

F.  Gomes  Teixeira  (Porto). 


LES  AXIOMES  DE  LA  GEOMETRIE 


Les  études  que  nous  avons  successivement  publiées  dans 
cette  Revue*  sur  les  Principes  de  la  Géométrie  appellent  ra- 
tionnellement, à  titre  de  conclusion,  une  vue  d'ensemble  sur 
la  Géométrie  tout  entière. 

Etablir  les  axiomes  de  la  Géométrie,  c'est  réduire  celle 
science  à  être  une  application  d'une  théorie  plus  générale  et 
indépendante  de  tout  élément  géométrique. 

La  théorie  plus  générale  dont  la  Géométrie  est  une  simple 
application  n'est  autre  que  celle  des  ensembles. 

Celte  théorie,  dont  la  terminologie  a  été  abondamment  uti- 
lisée, dans  ces  dernières  années,  dans  de  nombreux  travaux 
sur  l'Analyse  numérique,  a  reçu  peu  de  développement  en 
ce  qui  concerne  ses  parties  les  plus  générales,  bien  que  tous 
les  éléments  essentiels  de  la  théorie  intégrale  des  ensembles 
semblent  réunis  dans  Tœuvre  géniale  de  G.  Cantor. 


>  L'Ens.  Math.,  T  année,  p.  370-a91  ;  p.  375-381. 
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M.  Poincaré  a  esquissé,  dans  son  ouvrage  récent  «  La  va- 
leur de  la  Science»,  la  voie  à  suivre  pour  définir  le  nombre 
des  dimensions  et  le  degré  de  connexion  d*un  ensemble.  Sous 
réserve  des  éclaircissements  que  nécessiteraient  encore  ces 
questions,  on  peut,  dès  à  présent,  énoncer  Vaxiome  giomé* 
trique  sous  la  forme  suivante: 

A.  —  L'espace  ponctuel  est  un  ensemble  continu^  à  trois 
dimensions^  à  simple  connexion  et  ouvert. 

Chacun  de  ces  qualificatifs  exigerait  une  explication  res- 
sortissant à  la  théorie  des  ensembles.  Bornons-nous  à  ob- 
server que  les  propriétés  exprimées  par  Taxiome  A  ne  sont 
pas,  à  proprement  parler,  des  attributs  de  l'espace  «  en  soi  ». 
niai^  spécifient  seulement  ses  relations  avec  certaines  opéra- 
tions, qui  doivent  figurer  parmi  les  concepts  fondamentaux, 
au  même  titre  que  le  concept  de  point  lui-même.  M.  Poin- 
caré a  même  émis  Tidée,  dans  Touvrage  précité,  que  le 
nombre  des  dimensions  de  l'espace  est  purement  subjectif  et 
pourrait  augmenter,  notamment  si  certaines  connexions  in- 
tellectuelles de  riiomme  venaient  à  défaillir.  La  démonstra- 
tion de  Tillustre  géomètre  ne  nous  a  pas  convaincus  ^  En  re- 
vanche, nous  n'apercevons  aucun  motif  pour  rejeter  a  priori 
l'idée  que  l'on  pourrait  être  amené,  par  des  considérations 
astronomiques  par  exemple,  à  voir  dans  Fespace  ponctuel 
un  ensemble  fermé,  ce  qui  entraînerait  la  suppression  de 
ridée  de  l'infini  géométrique. 

De  Faxiome  A  dérive  la  Géométrie  tout  entière,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  lui  rien  ajouter.  Toutefois,  Ton  ne  peut 
pas  oublier  que  la  majeure  partie  de  l'intérêt  que  présente  la 
Géométrie  se  rapporte  à  certaines  figures  et  à  certaines  opé- 
rations géométriques,  qui,  pour  cette  raison,  ont  paru  cons- 
tituer des  éléments  essentiels  de  la  notion  d'espace.  C'est 
ainsi  que  la  Géométrie  projective  a  pour  objet  l'étude  des 
propriétés  des  figures  par  rapport  aux  lignes  droites.  Celte 
étude  repose  uniquement  sur  les  propriétés  exprimées  par 
la  proposition  suivante  : 


*  L'accord  d«8  diverses  sennations  musculaires  d'accomodation  (œil  et  bras,  par  exemple) 
résulte,  non  pas  d'une  harmonie  préétablie,  mais  bien  d'une  éducation  de  l'esprit  :  l'enrant 
cherche  dans  le  voisinage  immédiat  de  son  ceil  les  objets  dont  il  reçoit  une  impression  lumi- 
neuse (HolmboltK,  Taine,  etc.). 
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i^.  —  Les  droites  sont  des  lignes  illimitées  et  ouvertes  for- 
mant un  ensemble  qui  Jouit  des  propriétés  suivantes  : 

V  une  de  ces  lignes  est  déterminée  dans  l'ensemble  par  la 
condition  de  passer  par  deux  points  distincts,  d'ailleurs  quel- 
conques, de  l'espace; 

2^  toutes  les  lignes  de  l'ensemble  qui  s'appuient  sur  deu.r 
d'entr'elles  concourantes  sont  situées  sur  une  même  surface; 

3**  l'ensemble  présente  la  propriété  de  l'unicité  de  l'asi/mp- 
to  tique, 

La  proposition  P  réduit  la  Géométrie  projective  à  n'être 
qu'une  application  de  la  théorie  plus  générale  des  ensembles 
de  lignes  définis  ci-dessus.  C'est  celte  théorie  générale  qui 
constitue,  à  proprement  parler,  un  chapitre  de  la  Géométrie. 
Rationnellement,  les  lignes  droites  n'ont  pas  plus  à  inter- 
venir en  Géométrie  que  l'espace  ponctuel  dans  la  théorie  des 
ensembles;  d'ailleurs  elles  ne  se  distinguent  des  outres  li- 
gnes illimitées  et  ouvertes  par  aucune  propriété  géométrique, 
car  les  propriétés  stipulées  par  la  proposition  P,  non  seule- 
ment se  rapportent  à  Vensemble  des  lignes  droites  (et  non  à 
ces  lignes  elles-mêmes),  mais  encore  s'appliquent  à  une  in- 
finité d'autres  ensembles  de  lignes. 

Il  est  temps  d'en  finir  avec  la  formule,  qui  a  fait  fortune: 
«  les  axiomes  sont  des  définitions  déguisées  ».  Pas  plus  que 
la  proposition  A  ne  définit  l'espace  ponctuel,  la  proposition 
P  ne  saurait,  à  aucun  titre,  constituer  une  définition  ni  de 
Fensemble  des  droites,  qui  n'est  pas  le  seul  à  jouir  des  pro- 
priétés stipulées,  ni,  a  fortiori,  des  lignes  droites  elle-mêmes 
qui  y  sont  à  peine  visées.  De  fait,  le  concept  de  la  ligne  droite 
préexiste  à  la  proposition  P.  Comme  tous  les  concepts,  y  com- 
pris celui  d'espace  et  celui  de  temps  S  il  a  une  origine  sen- 
sorielle, empirique:  c'est  là  tout  le  credo  de  la  théorie  eni- 
piristique  de  la  connaissance  par  opposition  à  Vapriorisme 
kantien  et  à  la  conception  métaphysique  (existence  d'un  sub- 
stratum  en  soi).  Bien  que  le  concept  de  ligne  droite  ne  cor- 
responde à  aucun  objet  matériel  et  passible  d'expérience,  il 
n'en  existe  pas  moins  dans  l'esprit,  et  ses  propriétés  peuvent 


*  Lire  radiiiirable  anah'se  :  Gu^  ai;,  La  Cenè.te  de  l'idée  de  Temps,  Alcan,  Paris,  190S. 
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être  constatées  au  moyen  de  Vintuition  prise  dans  son  sens 
étymologique  [intueriy  contempler),  bien  entendu  à  condition 
de  n'en  inférer  aucune  conséquence  physique;  mais  ces  pro- 
priétés ne  constituent  pas  une  définition. 

A  vrai  dire,  on  peut  objecter  que  le  sens  d\in  mot  est  arbi- 
traire; oui,  mais  le  bel  avantage  de  lui  donner  une  signifîca* 
tion  plus  générale,  si  Ton  est  obligé  de  lui  trouver  un  rem- 
plaçant! N'est-il  pas  plus  raisonnable,  lorsque  Ton  est  amené 
à  généraliser  certaines  théories,  d'adopter  une  terminologie 
spéciale  pour  la  catégorie  plus  générale  ainsi  définie,  en 
maintenant  aux  anciens  termes  leur  signification  ?  En  ce  fai- 
sant, on  éviterait  les  formes  paradoxales  et  Ton  s'abstiendrait 
de  fournir  des  arguments  —  combien  pauvres  à  la  vérité  !  — 
aux  métaphysiciens,  et  aux  théologiens,  qui  n'ont  jamais  en 
vue  la  recherche  de  la  vérité,  mais  qui  poursuivent  inlassa- 
blement, dans  les  prétendues  antinomies  de  la  raison,  la 
justification  du  fragile  et  puéril  roman  murmuré  par  la  taren- 
tule qui  les  obsède. 

Un  concept,  pour  exister,  n'a  pas  besoin  d'être  défini  lo- 
giquenienl.  Le  concept  de  point,  le  concept  de  nombre  entier 
sont  parfaitement  définis,  bien  qu'ils  ne  soient  pas  suscep- 
tibles d'être  ramenés,  par  des  définitions  logiques,  à  d'autres 
concepts  plus  généraux.  Mais  ces  concepts  admettent  des 
axiomes  permettant  de  faire  rentrer  leur  étude  dans  des  théo- 
ries plus  générales. 

En  somme,  du  point  de  vue  strictement  rationnel,  la  pro- 
position P  ne  doit  pas  être  considérée  comme  un  axiome  géo- 
métrique; mais  elle  constitue  bien  un  axiome  pour  la  théorie 
des  lignes  droites,  qu'elle  réduit  ainsi  à  n'être  qu'une  appli- 
cation de  la  Géométrie. 

La  Géométrie  métrique  donne  lieu  aux  mêmes  observa- 
tions. Elle  constitue  la  théorie  des  déplacements  sans  défor- 
mationy  concept  manifestement  issu  de  la  notion  la  plus  vul- 
gaire des  corps  solides  naturels.  Comme  celui  de  la  ligne 
droite,  ce  concept  doit  rationnellement  être  exclu  de  la  Géo- 
métrie ;  sa  théorie  devient  une  application  de  celle-ci  en  vertu 
de  la  proposition  suivante  : 

M.  —  Les  déplacements  sans  déformation  sont  des  trans^ 

L'Enseignement  ma thëm.,  7*  année  ;  1905.  30 
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formations  ponctuelles  formant  un  groupe  métrique  qui  jouit 
de  la  propriété  archimédienne  et  dont  les  lignes  ajciales 
forment  un  ensemble  présentant  la  propriété  de  l'unicité  de 
Vasympto  tique. 

Les  propositions  A,  P  et  M  sont  des  axiomes  exprimant 
simplement  que  certains  concepts  rentrent  dans  descatégories 
plus  générales  (c'est  d'ailleurs  là  le  contenu  de  toute  propo- 
sition, en  dépit  de  la  récente  théorie  logique  deTimplication). 
Ces  propositions  impliquent  des  théorèmes  d'existence  pour 
ces  catégories  plus  générales.  Ces  théorèmes  ressortissent. 
pour  Taxiome  A,  à  la  théorie  des  ensembles  et,  pour  les  axio- 
mes P  et  M  (le  premier  de  ces  deux  axiomes  est,  de  fait,  une 
conséquence  du  second  moyennant  une  définition  conve- 
nable des  lignes  droites),  à  la  Géométrie. 

G.  CoMBEBiAc  (Limoges). 

ERRATA 

Correction  à  Tarticle  :  Les  deux  bases  de  la  métrique  (n** 
du  15  septembre  1905,  p.  375—381). 

Page  378,  avant-dernière  ligne:  au  lieu  de  «droite»,  il  faut 
lire  partout  «ligne  D». 

Page  379,  3®  alinéa:  au  lieu  de  «en  ligne  droite»,  il  faut 
lire  partout  «situés  sur  une  même  ligne  D  ». 


SUR  LE  MOUVEMENT  RELATIF  ET  LE  MOUVEMENT 

DE  LA  TERRE 


La  question  du  mouvement  absolu  a  été  agitée  il  y  a 
quelque  temps.  Elle  est  en  quelque  sorte,  d'actualité. 

Pour  définir  un  mouvement  il  faut  se  donner  un  corps 
solide  de  comparaison,  par  exemple  un  trièdre  trirectangle  T, 
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et  une  horloge.  Prenant  T  comme  Irîèdre  de  référence  el 
mesurant  le  temps  à  Taide  de  Fhorloge,  on  dira  qu'un  point 
est  en  mouvement  j9ar  rapport  à  Ty  si  les  coordonnées  de  ce 
point  sont  des  fonctions  du  temps. 

Si  nous  changeons  le  trièdre  T  ou  Thorloge,  ie  point  aura 
un  nouveau  mouvement  tout  différent  du  premier.  Ne  nous 
préoccupons  pas  de  Thorloge,  laissant  de  côté  la  question 
du  temps  absolu.  Les  différents  trièdres  que  Ton  peut  choisir 
sont  en  mouvement  les  uns  par  rapport  aux  autres,  aucun 
d'eux  plutôt  qu'un  autre  ne  peut  être  regardé  comme  fixe. 
Nous  ne  pouvons  observer,  nous  ne  pouvons  même  conce- 
voir que  des  mouvements  relatifs. 

Il  n'y  a,  en  particulier  aucune  espèce  de  raison  de  dire  que 
la  terre  tourne  plutôt  que  les  astres.  Ce  qui  est  réel  et  cons- 
tatable  c'est  seulement  le  mouvement  relatif  du  ciel  par  rap- 
port à  la  terre,  ou  de  la  terre  par  rapport  au  ciel. 

Ainsi  s'expriment  les  partisans  du  mouvement  relatif,  que 
je  nommerai  pour  abréger  «  relativistes  ».  Au  premier  abord 
leur  thèse  semble  indiscutable.  Les  personnes  dont  les  con- 
naissances mécaniques  et  astronomiques  sont  peu  dévelop- 
pées l'admettent  sans  conteste.  La  chose  pourtant  est  moins 
simple  qu'elle  n'en  a  l'air. 

Au  début  de  la  dynamique  on  place  le  principe  de  l'Iner- 
tie: «  Un  point  matériel  isolé  a  un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme  ».  Un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  ;  cela  n'est 
défini  que  si  l'on  donne  une  horloge  et  un  solide  de  com* 
paraison.  Si  le  principe  est  vrai  pour  un  certain  solide  et  une 
certaine  horloge,  il  deviendra  faux  lorsqu'on  changera  soit 
l'horloge  soit  le  solide.  Si  l'horloge  seule  est  changée,  le 
mouvement  cessera  d'être  uniforme  sans  cesser  d'être  recti- 
ligne. Si  on  remplace  le  solide  par  un  autre  animé  par  rap- 
port au  premier  d'une  translation  rectiligne  et  uniforme,  le 
principe  reste  vrai. 

Pour  énoncer  le  principe  de  l'inertie  convenablement  on 
ne  doit  pas  dire  le  principe  de  l'inertie  est  vrai,  on  doit  dire  : 
«  On  peut  trouver  un  solide  de  comparaison  et  une  horloge, 
tels  que  le  principe  soit  vrai,  » 

Le  mouvement  par  rapport  à  ce  solide  possède  donc  des 
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propriétés  que  les  autres  mouvements  ne  possèdent  pas. 
Nous  pouvons  convenir  de  dire  que  ce  solide  est  en  repos 
absolu,  ou  bien  le  considérer  comme  animé  de  telle  transla- 
tion rectiligne  et  uniforme  que  nous  voudrons. 

Les  choses  à  la  surface  de  la  terre  ne  se  passent  pas  de  la 
même  façon  que  si  elle  était  immobile.  La  rotation  fait  naitre 
des  forces  apparentes,  la  force  centrifuge,  la  force  centrifuge 
composée.  Si  Ton  ignorait  que  la  terre  tourne  ,  on  ferait  de 
ces  forces  des  forces  réelles  au  même  titre  que  la  pesanteur. 
Les  lois  de  la  chute  des  corps  deviendraient  alors  fort  bizarres 
et  inexplicables. 

Soit,  répondront  les  relativistes,  ces  lois  sont  bizarres  ; 
elles  rompent  la  symétrie  entre  la  droite  et  la  gauche,  qu'on 
s'attend  à  voir  régner  dans  Tunivers.  Nous  pouvons  les 
admettre,  et  regarder  la  terre  comme  fixe,  ou  bien  admettre 
des  lois  plus  simples,  et  supposer  que  la  terre  tourne.  Cette 
dernière  hypothèse  plus  commode  n'a  cependant  rien  de 
nécessaire. 

A  cela  on  peut  faire  deux  réponses.  En  premier  lieu  l'opi- 
nion relativiste  a  changé  de  caractère.  Tout  d'abord  le  rela- 
tiviste  disait:  «  Aucun  corps  de  comparaison  n'est  privilégié 
et  ne  peut  être  considéré  comme  en  repos  absolu.  Tous  les 
trièdres  auxquels  on  peut  rapporter  le  mouvement  se  valent». 
Il  dit  maintenant  «  Il  y  a  bien  un  corps  de  comparaison  pri- 
vilégié, en  ce  sens  que  par  rapport  à  ce  corps  les  lois  du 
mouvement  sont  plus  simples. 

Par  rapport  à  ce  système  les  points  matériels  obéissent  au 
principe  de  l'inertie,  qui  ne  se  vérifie  pas  pour  les  autres. 

Il  est  plus  simple,  sans  être  obligatoire  de  le  considérer 
comme  en  repos  absolu  (ou  tout  au  moins  sans  rotation)  ». 

M.  Poincaré,  duquel  se  réclame  les  relativistes,  dit  quel 
que  part  :  Il  est  plus  commode  d'admettre  que  la  terre  tourne. 
Mais  M.  Poincaré  donne  au  mot  commode  un  sens  très  parti- 
culier. La  distance  en  géométrie  est  une  notion  indéfinissa- 
ble. On  ne  peut  donc  pas  dire  qu'un  mètre  en  acier,  à  tem- 
pérature constante,  a  une  longueur  invariable.  Si  tout  gran- 
dissait proportionnellement  au  temps  et  mon  mètre  étalon 
aussi,  le  coefficient  étant  le  même  pour  tous  les  corps,  les 
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mesures  expérimentales  seraient  les  mêmes  que  les  mesures 
actuelles.  Mais  Thypothèse  de  Tinvariabilité  des  corps  est 
plus  commode^ 

Donc  le  relativiste  conséquent  avec  lui-même  ne  dira  pas 
seulement  :  «  Il  est  plus  commode  de  supposer  que  la  terre 
tourne  »,  il  dira  :  «  Il  est  plus  commode  de  supposer  que  la 
terre  est  ronde,  qu'elle  a  une  forme  invariable,  qu'elle  est 
plus  grosse  qu'une  bille  de  billard  non  contenue  dans  son 
intérieur.  » 

Or  le  mouvement  n'est  défini  que  par  rapport  à  un  corps 
de  comparaison  invariable.  Si  l'on  n'admet  pas  Texistence  de 
pareils  corps,  on  ne  peut  admettre  la  définition  du  mouve^ 
ment,  même  relatif. 

Laissons  maintenantparlerlepartisandumouvementabsolu. 
Si  le  théorème  de  Coriolis  nous  fait  admettre  que  la  terre 
tourne  la  loi  de  l'attraction  universelle  nous  fait  admettre 
sa  révolution.  Les  nombreuses  conséquences  expérimentales 
de  cette  loi  la  rendent  indubitable.  Or  si  le  soleil  tournait 
autour  de  la  terre,  entraînant  avec  lui  son  cortège  de  planètes 
la  loi  serait  fausse  et  devrait  être  remplacée  par  une  loi  com- 
pliquée. Considérons. en  effet  la  terre,  le  soleil,  et  la  planète 
Mars  en  opposition.  L'accélération  produite  par  la  terre  sur 
le  soleil  serait  grande,  celle  produite  par  le  soleil  sur  la 
terre  serait  petite,  la  terre  restant  sensiblement  immobile.  La 
terre  aurait  donc  une  masse  bien  plus  grande  que  le  soleil. 
Au  contraire  Mars  obéirait  à  l'action  du  soleil,  non  à  celle  de 
la  terre  pourtant  plus  proche  de  lui  lorsqu'il  est  en  opposi- 
tion. 

Le  relativiste  fera  à  cela  la  même  objection  que  précé- 
demment :  la  réponse  à  cette  objection  sera  la  même. 

Nous  devons  dire  :  «  Il  existe  une  horloge  et  un  système 
d'axes  tels,  que  pour  les  mouvements  définis  par  rapport  à 
eux  la  loi  de  l'attraction  universelle  soit  vraie  ».  On  peut  nom- 
mer temps  absolu  le  temps  indiqué  par  cette  horloge.  Quand 
au  système  d'axes  on  peut  le  regarder  comme  absolument 
fixe,  ou  comme  animé  de  telle  translation  rectiligne  et  uni- 
forme qu'on  voudra. 

Les  partisans  du  mouvement  absolu  tiennent  en  réserve  un 
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autre  argument  indépendant  des  lois  de  la  dynamique,  et  pré- 
sentant une  grande  simplicité.  Dans  le  vide  interplanétaire 
la  lumière  se  propage  en  ligne  droite,  avec  une  vitesse  cons* 
tante,  la  même  dans  toutes  les  directions. 

Dans  la  phrase  qu'on  vient  de  lire  il  est  question  du  mou- 
vement de  la  lumière.  Cela  suppose  donc  une  horloge  et  un 
corps  de  comparaison.  On  peut  regarder  ce  corps  de  com- 
paraison comme  fixe,  le  temps  mesuré  par  Thorloge  comme 
le  temps  absolu.  La  lumière  fournit  donc  une  sorte  de  défi- 
nition du  mouvement  absolu. 

De  là  dérive  la  preuve  du  mouvement  de  la  terre  par  le 
phénomène  de  Taberration.  Une  étoile  E  vue  de  la  terre  T 
n'est  pas  vue  dans  la  direction  TE.  Elle  est  vue  dans  la  di- 
rection obtenue  en  composant  la  vitesse  de  la  lumière  diri- 
gée suivant  TE  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle  de 
la  terre.  L'aberration  annuelle  prouve  la  révolution  de  la 
terre  autour  du  soleil.  Bien  que  beaucoup  plus  faible,  l'aber- 
ration diurne  peut  servir  à  prouver  la  rotation  du  globe. 
Quant  à  Teffét  d'aberration  produit  par  le  mouvement  de  tout 
le  système  solaire  dans  l'espace,  il  est  inconstable  par  l'ob- 
servation. 

Le  mouvement  mis  en  évidence  par  Taberration  est  encore 
si  l'on  veut  un  mouvement  relatif,  mais  cette  fois  ce  n'est 
pas  un  mouvement  relatif  par  rapport  à  un  autre  corps  ma- 
tériel. C'est  un  mouvement  relatif  par  rapport  à  l'Ether. 

Le  relativiste  objecte  le  caractère  purement  expérimental 
de  cette  notion.  Ce  n'est  pas  à  mon  sens  plus  expérimental 
que  tout  autre  résultat  de  l'observation  des  corps  célestes. 
Sans  la  propagation  rectiligne  de  la  lumière,  ces  observations 
ne  pourraient  rien  nous  apprendre. 

La  lumière,  sur  bien  d'autres  points,  fournit  du  reste  l'ab- 
solu qui  nous  manque.  La  longueur  d'onde  dans  le  vide,  de  la 
raie  D  du  spectre,  la  durée  de  la  vibration  fournissent  des 
étalons  de  longueur  et  de  temps,  la  trajectoire  du  rayon 
lumineux  fournitla  ligne  droite,  et  les  notions  indéfinissables 
,de  la  géométrie  et  de  la  mécanique  acquièrent  ainsi  un  sens 
concret.  11  y  a  sur  ce  sujet  une  belle  conférence  de  Lord 
Kelvin. 
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Le  relativiste  insistera  sans  doute  sur  le  caractère  purement 
expérimental  de  l'explication  précédente,  il  voudrait  une 
notion  à  priori  du  mouvement  absolu.  Il  oublie  que  les  notions 
même  de  la  géométrie,  comme  la  ligne  droite  et  la  distance 
n'ont  de  valeur  pratique  que  par  leur  côté  expérimental. 
Comme  je  Tai  montré  plus  haut,  c'est  une  sorte  de  convention 
de  dire  qu'une  barre  d'acier  à  température  constante  con- 
serve une  longueur  invariable.  Cette  convention  est  une  façon 
commode  de  traduire  ces  résultats:  «Deux  barres  pimitive- 
ment  superposables  le  demeurent  toujours,  et  deux  barres 
superposables  à  une  3®  sont  superposables  entre  elles.  »  S*il 
n'y  avait  pas  de  corps  solides  il  n'y  aurait  sans  doute  pas  de 
géométrie  métrique.  Cette  géométrie  s'établit  à  priori,  sans 
recours  à  l'expérience  ou  à  l'intuition.  Mais  elle  n'acquiert 
de  valeur  pratique  qu'en  prenant  contact  avec  l'expérience. 
Dans  toutes  les  applications  pratiques  de  la  géométrie,  (sauf 
un  très  petit  nombre)  on  se  sert  des  rayons  lumineux.  Or  ce 
sont  eux  justement  qui  nous  révèlent  le  mouvement  absolu. 

Les  relativistes  ne  voient  pas,  semble-t-il,  le  sens  profond 
du  système  de  Copernic.  Il  nous  révèle  la  structure  de  l'uni- 
vers. Faire  tourner  toutes  choses  au  tour  de  la  terre  c'est  faire 
de  notre  globe  le  centre  du  monde.  Copernic  a  montré  au 
contraire  en  la  terre  une  planète  comme  les  autres.  Le  soleil 
est  une  étoile  sembable  aux  autres.  Très  éloignées  les  unes 
des  autres,  les  étoiles  ont  des  mouvements  propres  très  petits 
par  rapportaux  distances  qui  les  séparent.  Dans  quatre  régions 
du  ciel  différentes  prenons  quatre  étoiles  sans  parallaxes  ni 
mouvements  propres  sensibles.  Nous  pouvons  considérer 
cet  immense  tétraèdre  comme  invariable  pendant  un  temps 
très  long.  En  le  prenant  comme  solide  de  comparaison  nous 
pourrons  considérer  tout  mouvement  par  rapport  à  ce  corps 
comme  un  mouvement  absolu.  Pour  tout  corps  animé  par 
rapport  à  celui  là  d'un  mouvement  de  rotation,  les  étoiles 
auraient  des  mouvements  d'autant  plus  rapides  qu'elles 
seraient  plus  éloignées. 

Si  on  admet  de  plus  que  les  étoiles  visibles  ont  des  mouve- 
ments propres  dans  tous  les  sens,  et  que  la  moyenne  de  leurs 
vitesses  est  sensiblement  nulle,    on  décèle   ainsi  le  mouve- 
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ment  emportant  vers  la  constellation  d'Hercule,  le  soleil  et 
toutes  les  planètes. 

En  résumé  le  mouvement  absolu  se  définit  par  deux  sortes 
de  considérations:  Par  la  dynamique  et  par  Toptique.  Les  con- 
sidérations d^optique  paraissent  plus  simples,  plus  faciles  à 
faire  comprendre  aux  débutants.  Pourtant  l'argument  dyna- 
mique a  sa  valeur.  Qu'un  philosophe  irréfléchi  vienne  me 
dire.  Le  mouvement  relatif  seul  est  réel.  Que  je  tourne 
sur  moi  même  ou  que  tout  tourne  autour  de  moi,  c'est  la 
même  chose.  Il  sera  arrêté  de  suite  par  la  remarque  suivante: 
«La  forme  d'équilibre  d'un  fluide  n'est  pas  la  même  s'il  tourne 
autour  d'un  axe,  ou  s'il  est  ïixe.  Une  écrémeuse  centrifuge 
ne  fonctionnerait  pas,  si  au  lieu  de  la  faire  tourner  sur  son 
axe,  on  faisait  tourner  autour  d'elle  la  salle  qui  la  contient, 
le  globe  terrestre,  le  soleil,  Sirius,  Véga  et  tout  le  reste  de 
l'univers.» 

Concluons  :  Une  proposition  a  un  sens,  si  elle  estvérifiable 
par  l'observation.  Lorsque  je  regarde  tourner  mon  écrémeuse 
de  tout  à  l'heure,  si  quelqu'un  vient  me  dire:  Cet  objet  ne 
tourne  pas,  c'est  vous  qui  tournez  et  la  salle  qui  le  contient, 
je  répondrai  :  La  surface  du  niveau  du  lait  n'est  pas  un  plan 
horizontal,  donc  c'est  elle  qui  tourne.  De  même,  et  d'une 
façon  presqu'identique  l'aplatissement  de  la  terre  prouve  sa 
rotation.  Ce  que  le  langage  énonce,  hors  le  cas  de  la  méta- 
physique, ce  sont  toujours  des  faits  constatables,  ou  des 
ensembles  de  faits  constatables,  ou  des  propositions  générales 
reliant  des  faits  constatables.  Dire,  tout  se  passe  comme  si 
la  terre  tournait,  ou  dire  :  la  terre  tourne  c'est  la  même  chose. 
11  arrive  souvent  dans  les  discussions  philosophiques,  que 
l'un  des  deux  interlocuteurs  voit  derrière  le  fait  physique 
qu'il  énonce  une  sorte  de  vérité  métaphysique.  C'est  là  une 
faute  de  logique.  Dire  que  A  attire  B,  pour  le  mathématicien 
cela  veut  dire  :  «l'accélération  de  B  estdirigée  vers  A.»  Pour 
quelques  philosophes  cela  veut  dire  :  «B  a  une  sorte  de  vo- 
lonté, de  désir  qui  le  dirige  vers  A.»  On  sait  les  discussions 
qui  eurent  lieu  autrefois  sur  ce  sujet.  De  même,  dire:  La 
terre  tourne,  c'est  dire  :  «Les  phénomènes  qui  accompagnent 
la  rotation  d'un  objet  se  produisent  tous  pour  la  terre.»   Si 
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Ton  conteste  la  légitimité  de  ce  langage  je  répondrai  :  Toutes 
nos  affirmations  sont  de  même  espèce,  même  les  plus  simples 
et  les  plus  vulgaires.  Je  n'insisterai  pas  là  dessus,  cela  m*en- 
traînerait  trop  loin. 

J.  Richard  (Dijon). 


SUR  LES  THEOREMES  GENERAUX 
DE  LA  MÉGANIQUE  ET  LE  GALGUL  VEGTORIEL 


L'enseignement  de  la  mécanique  débute  généralement  au- 
jourd'hui par  une  théorie  des  vecteurs  dont  la  statique  n'est 
plus  ensuite  qu'une  application.  Il  y  aurait  avantage,  semble- 
t-il,  à  opérer  de  même  pour  la  dynamique  en  dégageant  la 
nature  purement  géométrique  de  certains  théorèmes. 

La  définition  habituelle  de  la  dérivée  d'un  vecteur  lui  sup- 
pose une  origine  fixe  ;  elle  se  généralise  facilement  lorsque 
l'origine  est  variable.  Soit  le  vecteur  I  appliqué  au  point  A, 
tous  deux  étant  fonction  du  paramètre  X;  pour  une  variation 
rfX,  A  et  I  deviennent  A' et  1'  :  nous  appellerons  différentielle 
du  vecteur  donné  le  système  formé  par  A',  V  et  par  I  changé 
de  sens,  appliqué  en  A. 

En  coordonnées  cartésiennes  soit  I  (X,  Y,  Z)  appliqué  en 
A  l'xyz);  sa  différentielle  sera  le  système  : 

(  X  -f  rfX       Y  -f  rfY       Z  -f  rfZ      appliqué  ^n  x  -\-  dx  ,  y  +  dy  ,  z  +  dz 
(      —  X  —  Y  —  Z  »  X         .  '      r        ,         s 

Ses  éléments  de  réduction  par  rapport  à  A  en  négligeant 
les  termes  de  second  ordre 

Résultante         dX  ,    ^Y  ,    dZ 

Moment  Xrfr  —  \dx  ,    Yrfz  —  Zdy  ,    Zdx  —  Xdz 
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La  défînition  de  la  dérivée  résulte  immédiatement  de  ces 
formules  ;  on  voit  qu'elle  se  compose  outre  la  dérivée  hodo- 
graphique  ordinaire  d'un  couple  dont  la  signification  géomé- 
trique est  évidente. 

Si  au  lieu  d'un  seul  vecteur  nous  en  considérons  un  sys- 
tème, sa  dérivée  sera  constituée  par  l'ensemble  des  dérivées 
de  chaque  vecteur.  Soient  X^,  Y^,  Z^  et  L^,  M^,  N^  les  coor- 
données du  système  à  un  moment  donné.  Celles  de  sa  dif- 
férentielle seront 

Xi  =  2(X  +  d\)  +  2(~.  X)  =  dx^  ,         Yi  =  ifYo  ,         Zi  =  dZ^  . 

D'une  façon  analogue  pour  le  couple 

Li  =  rfL^  ,         Ml  =  dU^  .         Ni  =  d^^  . 

Passant  ensuite  à  la  dérivée  on  pourra  énoncer  le  théorème 
fondamental  : 

Les  coordonnées  du  système  dérivé  sont  les  dérivées  dts 
coordonnées  du  système  primitif.  Un  cas  particulier  intéres- 
sant est  celui  où  le  couple  envisagé  précédemment  est  nul 

\dy  —  \dx  =  Yrfs  —  Zdy  z=  Zdx  —  Xrfs  =  0  . 

Il  faut  que  Â  soit  un  point  fixe  ou  que 

dx dy dz 

"x  ~  Y  ~"z  ' 

c'est-à-dire  que  le  vecteur  doit  être  dirigé  suivant  la  tangente 
à  la  courbe  décrite  par  A.  Ceci  se  présente  pour  la  vitesse 
d'un  point  mobile  dont  l'accélération  est  la  dérivée  au  sens 
le  plus  général. 

Etant  donné  un  système  formé  par  de  pareils  vecteurs 
qu'on  peut  appeler  tangentiels,  si  par  des  points  arbitraires 
fixes  on  leur  mène  des  vecteurs  égaux,  on  obtient  un 
deuxième  système  dont  la  dérivée  est  identique  à  celle  du 
premier  et  se  réduit,  du  reste,  à  une  résultante  unique  ;  c'est 
là  le  principe  des  hodographes. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  théorèmes  généraux  de  la  Méca- 
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nique  sont  contenus  dans  le  précédent.  Dans  un  ensemble 
de  points  mobiles  les  forces  appliquées  à  chaque  point  cons- 
tituent le  système  dérivé  des  quantités  de  mouvements.  La 
relation 

n'est  autre  que  le  théorème  des  quantités  de  mouvement 
projeté  ;  et  : 

L,  —  — •  M,  —  ^  N,  —  — « 

celui  des  moments  des  quantités  de  mouvement. 

Si  on  remarque  que  Xq  est  la  vitesse  Vx  du  centre  de  gra- 
vité multipliée  par  la  masse  totale  2m,  Tune  des  relations 
précédentes  : 

exprime  que  la  résultante  générale  des  forces,  Xi,  est  la  dé- 
rivée de  la  quantité  de  mouvement  du  centre  de  gravité  qui 
aurait  la  masse  2m  ;  c'est  le  principe  de  la  conservation  de 
son  mouvement. 

Quant  au  théorème  des  forces  vives,  un  calcul  très  simple 
montrera  qu'il  revient  à  exprimer  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  quantité  de  mouvement  soit  un  vecteur 

tangentiel,  jointe  à  ce  que  son  module  est  égal  à  m  ^  . 

Georges  Monnet  (Lyon). 


MÉTHODE  RAPIDE  POUR  RETROUVER  LES  FORMULES 
FONDAMENTALES  DES  TRIANGLES  SPÉRIQUES 


Soit  ABC  un  triangle  sphérique  tracé  sur  la  sphère  de  rayon 
égal  à  l'unité.  On  désigne  par  û,  6,  c  les  côtés  BC,  AG,  AB  du 
triangle. 

Du  point  G,  on  abaisse  la  perpendiculaire  G  P  sur  le  plan 
A  O  B;  du  point  P,  on  abaisse  les  perpendiculaires  PQetPS 
sur  O  B  et  0  A  respectivement  et  on  joint  le  point  G  aux  points 
QetS: 

et 


PSC  =  A 


PQC  =  B  . 


L'examen  de  la  figure  conduit  aux  valeurs  : 


OQ=cosa      (1) 
OS  =  cos  b       (3) 


CQ  =  sina       (2) 
es   =  sin  h       (4) 


PS  —  es  cos  PSG   —  sin  b  cos  A 

(5) 

PQ  —  CQcos  PQC  —  sin  a  cos  B 

(6) 

CP  —  CQ  sin  PQC  —  sin  a  sin  B 

(') 

CP  —  es  sin  PSC  —  sin  b  sin  A 

(8) 
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1.  —  Des  valeurs  (7)  et  (8),  on  déduit  : 

sinA         siuB 
sin  a         sin  /; 

et,  permutant,  dans  la  (ig.,  B  été  avec  Cetc, 

sin  A sin  C 

sin  a         sine 

d'où 

,,  sin  A        sinB        sin  C 

(I =  -r-r  =  -^ , 

sm  a         sm  b         sm  c 

2.  —  Si  on  projette,  sur  OQ,  le  contour  rectiligneOSPQ, 
on  obtient  : 

OQ  =  (OS)o<i  +  (SP)oQ  +  (PQ)o<i=  OScosc  -|-  SPsinc  ,» 

et,  à  cause  de  (1),  (3)  et  (5), 

(II)  cos  a  =1  C08 />  cos  c -{- sin  £»  sin  c  cos  A  . 

3.  —  En  projetant  le  même  contour  rectiligne  OSPQ  sur 
O  K  perpendiculaire  à  O  S,  il  vient  : 

(OQ)OK  =   (OS)OK  +   (SP)oK  +   (PQ)OK 

ou 

OQ  sin  c  =  SP  +  PQ  cos  c 

et,  à  cause  de  (1),  (5)  et  (6), 

(III)  cos  a  sine  =  sin  6  cos  A  -{-  sin  a  cos  c  cos  B  . 

4.  —  Divisant  les  deux  membres  de  la  relation  (III)  par 

I  ^  sinft  sinB   ,«  t\     cos  a 

Sin  a  et  remplaçant  - —  par  -: — r  (form.  1),  -:—   par  co\&a  et 

■       •  sin  a  *■        sui  A  ^  sin  a  *  ^ 

cos  A  *      A 

-î— j  par  cotg  A ,  on  a  : 

(lY)  cotg  a  sin  c  =  cos  c  cos  B  -|~  sin  B  cotg  A 

5.  —  L'application  des  formules  (II)  et  (III)  au  triangle  po- 
laire de  A  B  C  donne  immédiatement: 

(V)  cos  A  =  —  cos  B  cos  C  +  sin  B  sin  C  cos  a  , 

(VI)  ■  cos  A  sin  C  =  —  sin  A  cos  C  cos  b  -\-  sin  B  cos  a  . 

E.  Brand  (Bruxelles). 


*  La  notation  (OS)qq  exprime  la  projection  de  OS  sur  OQ. 
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DAMS 

L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES 

(Suite). 


Opinion  de  M.  Jules  Andrade 
professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Besançon. 

1.  —  Les  motifs  qui  invitent  aujourd'hui  un  grand  nombre 
de  mathématiciens  à  s'intéresser  à  l'enseignement  de  leur  art 
sont  fort  divers;  les  uns  dérivent  d'une  curiosité  purement 
esthétique  ou  d'un  sentiment  bien  naturel  commun  aux  ar- 
tistes et  aux  alpinistes  ;  comme  l'artiste,  le  touriste  parvenu 
au  sommet  d'une  cime  aime  à  regarder  ses  élèves  passer  par 
les  sentiers  qu'il  a  parcourus  le  premier;  d'autres  motifs, 
d'autres  soucis  interviennent  en  France  dans  la  discussion 
de  l'économie  des  programmes  de  nos  écoles  scientifiques; 
là  il  s'agit  d'amener,  sans  trop  de  surcharges,  à  portée  de  la 
connaissance  des  élèves,  soit  les  grands  faits  nouveaux  de  la 
science,  soit  des  méthodes  nouvelles  d'investigation. 

Dans  cet  ordre  d'idées  il  serait  très  intéressant  de  caracté- 
riser l'évolution  historique  des  rapports  de  maître  à  élève  à 
l'école  normale,  évolution  qui  a  abouti,  dans  la  section  ma- 
thématique, à  la  formation  d'une  pléiade  de  jeunes  savants 
du  plus  haut  mérite  ;  dans  le  même  ordre  d'idées  encore, 
quoiqu'à  un  point  de  vue  moins  strictement  scientifique 
l'histoire  des  variations  des  programmes  de  l'école  poly- 
technique, l'influence  d'abord  bienfaisante  de  cette  école  sur 
la  culture  générale  en  France  ;  l'incohérence  actuelle  de  son 
programme  général  intérieur,  ses  causes  et  ses  effets  sociaux, 


*  Voir  dans  le  précédent  numéro,  p.  382-387. 
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telles  seraient  dans  l'ordre  d'idées  que  je  viens  d'indiquer  les 
parties  essentielles  d'une  étude  d'ensemble  sur  ce  qu'on  appe- 
lait hiery  avec  l'évidente  exagération  d'un  langage  centralisa- 
teur à  l'excès:  le  haut  enseignement  mathématique  français. 
Malgré  l'intérêt  que  peut  offrir  pour  nous  Français,  le  point 
de  vue  précédent,  je  ne  m'y  maintiendrai  pas  ici  davantage. 

2.  —  Car,  voici  d^autres  motifs,  moins  élevés  en  apparence, 
mais  d'un  intérêt  bien  plus  général,  de  nous  intéresser  à 
renseignement  mathématique.  Il  s'agissait  tout  à  l'heure  de 
l'enseignement  donné  à  un  noyau  d'étudiants  déjà  formés^ 
et  les  méthodes  de  travail  que  Ton  peut  discuter  à  leur  égard 
ont  un  intérêt  indéniable  ;  mais  combien  plus  pressantes  sont 
les  questions  qui  intéressent  V enseignement  mathématique 
d'initiation. 

Quel  professeur  n'a  rencontré  des  jeunes  hommes  intelli- 
gents, qu'une  mauvaise  initiation  avait  d'abord  écartés  des 
mathématiques  dont  ils  s'étaient  éloignés  découragés  ou 
même  dégoûtés  ?  La  question  qui  va  se  poser  devant  nous 
n'intéresse  pas  seulement  les  futurs  ingénieurs  ou  profes- 
seurs, elle  intéresse  l'éducation  générale. 

La  question  de  l'enseignement  mathématique  élémentaire 
n'est  pas  non  plus,  comme  pourraient  le  croire  des  esprits  su- 
perficiels, une  question  de  pure  pédagogie,  —  j'entends  par 
là,  une  question  qui  ne  concerne  que  des  professeurs  et  leur 
art;  tout  au  contraire,  l'enseignement  mathématique  d'initia- 
tion, son  économie,  sa  maturité  intéressent  au  plus  haut 
point  l'adolescent  qui  va  choisir  une  carrière  et  scruter  ses 
aptitudes. 

La  question  semble  du  moins  n'intéresser  que  les  candi- 
dats aux  professions  dites  libérales.  Détrompez- vous  ;  elle 
intéresse  au  plus  haut  degré,  même  la  culture  pratique 
donnée  à  l'école  professionnelle,  et  là,  elle  intéresse  à  la  fois 
le  maître  et  l'élève. 

Voici  à  cet  égard  une  leçon  de  choses  fort  suggestive. 

Dans  un  enseignement  de  mécanique  appliquée  j'avais  été 
frappé  de  voir  combien  les  meilleurs  élèves  d'une  école  pro- 
fessionnelle étaient  gênés  pour  mouvoir  un  raisonnement 
dans  l'espace  à  3  dimensions  et  lui  adapter  une- réalité  qu'ils 
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connaissaient  cependant  fort  bien.  J'avais  fait  part  de  mou 
étonnement  au  directeur  de  cette  école,  et  j'avais  insisté  sur 
Tutilité  qu'il  y  aurait  d'enseigner  à  ces  jeunes  gens  le  V"* 
livre  de  la  géométrie,  qui  forme  avec  le  1**"  livre  la  géométrie 
de  l'ajustage^.  Le  directeur,  artiste  mécanicien  fort  renommé 
me  répondit  :  «  Le  V"^  livre  !  .  .  oh,  ils  n'ont  pas  besoin 
((  d'aller  si  loin...;  c'est  moi-même  qui  ai  rédigé  leurs  pro- 
«  grammes,  et  pour  le  faire  je  me  suis  demandé  tout  simple- 
ce  ment,  quelles  leçons  de  géométrie  m'avaient  suffi  ;  or  le  V™* 
«  livre  ne  figurait  pas  dans  ces  souvenirs.  » 

Le  grand  artiste  qui  parlait  ainsi  était  un  mauvais  pédago- 
gue, car  il  se  figurait  que  là  où  son  intuition,  son  génie  même 
avaient  suffi,  l'ignorance  des  autres  saurait  aussi  improviser. 
Evidemment,  dans  l'esprit  de  mon  interlocuteur,  le  V"*"  livre, 
par  son  numéro  d'ordre  seul  faisait  l'effet  d'une  chose  loin- 
taine; certainement  aussi  cet  artiste  chargé  de  la  direction 
d'une  école  professionnelle  ignorait  combien  l'enseignement 
élémentaire  avait  changé  en  se  simplifiant  d'une  génération  à 
l'autre;  il  ignorait  que  dans  l'enseignement  secondaire  et  je 
crois  même  primaire  de  l'Italie  avait  déjà  disparu  cette  distinc- 
tion dangereuse  d'une  géométrie  plane  et  d'une  géométrie  de 
l'espace,  comme  elle  devra  tôt  ou  tard  disparaître  partout. 

En  tout  cas  nulle  part  ailleurs  qu'à  l'école  professionnelle 
n'est  aussi  périlleux  l'oubli  des  trois  dimensions  de  l'espace; 
que  devient  sans  elles  l'intelligence  des  machines  à  fraiser 
ou  la  prévision  de  nouvelles  machines-outils.  Ces  remarques 
nous  montrent  que  l'importance  d'un  bon  enseignement  ma- 
thématique d'initiation  est  plus  grande  encore  à  l'école  pro- 
fessionnelle qu'au  collège. 

Au  collège  en  effet,  nombreuses  sont  les  années  d'études, 
l'initiation  peut  parfois  être  reprise,  et  puis,  lors  même  qu'une 
pédagogie  détestable  est  officiellement  consacrée,  elle  l'est 
jusque  dans  les  programmes  des  concours  plus  élevés  où  les 
éléments  tiennent  une  place  secondaire  et  l'élève  n'a  pas  trop 
à  en  souffrir;  et  d'ailleurs  tôt  ou  tard  il  refait  lui-même  la 
philosophie  de  ses  connaissances. 


^  J'adopterai  la  classification  de  Legendre  qui  est  encore  en  asage,  quoique  détestable. 
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Au  contraire,  dans  les  brèves  leçons  de  l'école  profession- 
nelle la  composition  et  le  développement  du  programme  des 
mathématiques  d'initiation  ont  une  importance  de  premier 
ordre,  car  elles  sont  offertes  à  Tesprit  de  Partisan  ou  du  tech- 
nicien non  pas  seulement  pour  satisfaire  les  besoins  estiié- 
tiques  d'une  culture  générale,  mais  bien  plutôt  pour  armer 
Tesprit  de  ce  minimum  de  notions  à  la  fois  abstraites  et  vi- 
vantes sans  lequel  Tinstinct  de  l'inventeur  est  sans  guide,  sans 
soutien. 

Vous  êtes  vous  demandé  quelquefois  d'où  peut  provenir 
la  supériorité  des  Américains  dans  la  création  ou  dans  la 
transformation  des  machines-outils  en  tous  genres.  C'est  que, 
sans  avoir  de  manuel  officiel  de  géométrie  les  Américains  ont 
une  intuition  toute  réaliste  de  la  géométrie  du  mouvement. 

Nous  venons  de  voir  que  l'enseignement  mathématique 
d'initiation  au  collège  acquérait  une  énorme  importance 
même  pour  l'école  professionnelle  dont  les  programmes  sont 
découpés  un  peu  au  hasard  à  travers  les  programmes  du  ly- 
cée. Mais  à  le  considérer  en  lui-même  l'enseignement  ma- 
thématique élémentaire  mérite  d'attirer  l'attention  des  éduca- 
teurs. 

3.  —  L'enseignement  des  éléments  des  sciences  a  surtout 
pour  but  de  contribuer  à  l'éducation  du  raisonnement  et  au 
développement  des  facultés  d'invention.  On  veut  apprendre 
à  l'enfant  non  à  savoir,  mais  à  comprendre.  Comprendre,  c'est 
saisir  entre  deux  ou  plusieurs  faits  envisagés  d'abord  comme 
distincts  un  rapport  de  causalité  ;  ce  rapport  est  presque  tou- 
jours pressenti  avant  d'être  explicitement  précisé,  et  une 
bonne  éducation  scientifique  doit  montrer  comment  naissent 
ces  pressentiments  intuitifs  d'une  loi,  avec  autant  de  soin 
que  l'exposé  précis  de  la  loi  elle-même. 

La  difficulté  propre  à  la  pédagogie  mathématique  tient  ici 
d'une  part  au  petit  nombre  des  faits  primitifs  et  d'autre  part 
à  la  diversité  en  apparence  infinie  des  cas  particuliers  ;  cer- 
tains enfants  ont  l'esprit  synthétique,  d'autres  en  plus  grand 
nombre  ont  l'esprit  analytique,  et  les  moins  originaux  sont 
les  mieux  pondérés.  Ajoutez  à  cela  l'extrême  inégalité  des 
capacités  d'attention  et  vous  sentirez  de  suite  la  nécessité 

L'EnMignflment  inathéin.«  7«  année  y  1905.  SI 
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pour  une  bonne  éducation  mathématique  de  grouper  les 
élèves  par  le  degré  de  maturité  d'esprit  beaucoup  plus  que 
par  Tâge  ou  par  le  numéro  de  leurs  classes. 

Et,  à  vrai  dire,  est-ce  seulement  pour  l'enseignement  ma- 
thématique qu'il  faudra  modifier  les  sectionnements  et  les 
groupements  d'études  ?  Evidemment  non,  car  si  notre  re- 
marque d'une  grande  inégalité  dans  les  capacités  d'attention 
par  rapport  à  Tàge  est  d'une  psychologie  exacte^  la  portée 
de  celte  remarque  s'étend  à  toute  l'éducation  intellectuelle. 

L'unité  pédagogique  ne  sera  donc  plus  la  classCy  groupe- 
ment complexe  de  branches  disparates  et  variant  avec  la  fluc- 
tuation des  programmes,  mais  Vétude  définie  pour  chaque 
branche  distincte,  et  correspondant  à  une  certaine  maturité 
d'esprit;  il  arrivera  fréquemment  que  dans  un  même  groupe 
d'âges  se  verront  des  élèves  appartenant  à  des  groupes  de 
maturités  différentes.  Cette  diversité  est  conforme  à  la  vie 
intellectuelle  et  elle  donnera  d'ailleurs  les  moyens  aux  retar- 
dataires dans  une  branche  de  graduer  leurs  efforts  et  leurs 
progrès.  Il  y  aura  donc  dans  chaque  branche  des  stades  de 
maturité.  Celte  réforme  dans  l'éducation  du  lycée  est  fatale, 
elle  est  conforme  à  la  fois  à  l'hygiène  intellectuelle  et  aux 
besoins  de  l'activité  moderne  grandissante.  La  vie  est  si  courte 
et  pour  nos  enfants  le  besoin  est  si  grand  de  connaître  tôt 
leurs  aptitudes. 

4.  —  Pour  ne  point  rester  dans  les  généralités  je  vais  en 
quelques  mots,  préciser  les  trois  stades  principaux  qu'une 
pratique  attentive  de  l'enseignement  et  l'étude  de  la  psycho- 
logie réelle  de  l'enfant  ont  suggérés  ; 

Premier  Stade  :  Qu'il  s'agisse  des  nombres  ou  des  figures, 
l'enfant  ne  subit  d'abord  que  des  impressions  séparées,  et 
alors  même  que  sa  l'acuité  de  généralisation  est  déjà  en 
germe,  elle  dort  ;  l'idée  du  comptage  ou  de  la  correspon- 
dance à  établir  entre  les  éléments  de  deux  pluralités  déga- 
gées peu  à  peu  de  tous  autres  attributs  que  celle  correspon- 
dance même,  cette  idée  qui  lui  paraîtra  plus  tard  si  familière, 
est  la  première  conquête  que  son  esprit  doit  faire  dans  l'abs- 
trait; et  tant  que  son  heure  n'est  pas  venue^  il  est  inutile  de 
causer  mathématiques  avec  l'enfant. 
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A  ce  premier  stade  l'arl  de  reconnaître  puis  de  dénombrer 
est  le  seul  avec  lequel  on  doive  le  Tamiliariser,  sans  chercher 
d'ailleurs  à  lui  faire  comprendre  Téconomie  de  la  numéra- 
tion. 

En  même  temps  et  s'il  s'y  prête,  on  iui  montrera  à  dessiner 
ressemblant,  d'abord  à  même  échelle,  ensuite  à  échelle  dii- 
Férente,  deux  faces  d'un  même  objet  simple  :  ensuite  on  ma- 
térialisera par  des  transports  successifs  de  figures  d'un 
même  type  les  phénomènes  qui  se  cachent  sous  ces  mots  : 
«  reproduire  avec  exactitude  »,   «  dessiner  en  proportions  ». 

Son  sens  musculaire  général  non  moins  que  son  œil  pren- 
dra dans  ces  petites  expériences  des  activités  à  la  reconnais- 
sance desquelles  on  l'habituera  vite  ;  et  un  jour  sa  réflexion 
sera  assez  mure  pour  qu'il  puisse  éprouver  pour  la  première 
fois  un  étonnement  conscient  et  spontané  d'un  fait  qui,  la 
veille,  lui  semblait  banal  ;  le  fait  qu'en  exécutant  un  tour  sur 
lui-même  il  se  retrouve,  comme  tout  à  l'heure  dans  la  même 
situation  vis-à-vis  des  objets  environnants. 

Qu'il  continue  à  s'étonner  de  ce  fait  si  simple  et  l'enfant 
sera  bientôt  mûr  pour  la  géométrie. 

Ce  premier  stade  est  le  stade  de  la  reconnaissance  du  nom- 
bre et  de  la  situation. 

Deuxième  stade:  Un  beau  jour,  l'enfant,  par  exemple  fati- 
gué diversement  après  des  marches  plus  ou  moins  longues, 
ou  de  tout  autre  manière,  a  acquis  la  notion  des  grandeurs 
comparables,  c'est-à-dire  des  grandeurs  dont  on  peut  définir, 
concevoir  ou  expérimenter  l'égalité  ou  l'addition.  Ces  choses, 
analogues  aux  longueurs,  dans  lesquelles  il  cherche  une  réa- 
lité le  plus  possible  en  dehors  de  lui,  vont  être  le  premier 
soutien  de  son  arithmétique  raisonnée  ;  et  alors  au  moyen 
de  la  répétition,  de  l'addition  et  du  sectionnement  il  cons- 
titue les  premières  opérations  du  calcul  ;  mais  la  théorie  de  ces 
premières  opérations  ne  dépasse  pas  encore  le  champ  de  la 
grandeur  concrète.  11  apprend  à  former  en  partant  d'une 
grandeur  donnée,  une  ou  plusieurs  grandeurs  de  même 
espèce. 

Troisième  stade:  Enfin,  soit  par  la  variété  même  des  pro- 
blèmes qu'il  traite,   soit  par  l'idée  naissante  de  cause  ou  de 
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rapport^  inlerprétée  sur  des  phénomènes  simples,  surgit  tout 
à  coup  en  lui  Tidée  d'une  grandeur  variable  continue,  qui 
est  liée  à  une  seconde  variable  par  une  loi  particulière. 

Alors  ridée  de  Fonction  est  née  en  lui,  son  esprit  est  mûr 
pour  Tétude  intelligente  de  Talgèbre,  et  pour  Tétude  des 
phénomènes  naturels  traductibles  au  moyen  de  cette  idée. 
Dès  lors  le  goût  des  mathématiques  est  né  en  lui  et  le  jour 
où  l'adolescent  fait  sa  première  découverte  personnelle,  si 
humble  soit-elle,  par  exemple  le  jour  où,  après  avoir  étudié 
un  peu  passivement  Thomographie,  il  saisit  que  cette  question 
d'algèbre  va  lui  donner  la  clef  des  propriétés  des  systèmes 
optiques  centrés,  l'étudiant  est  devenu  un  mathématicien  eu 
herbe. 

5.  — 11  faut  donc  grouper  les  élèves  par  stades  de  maturité^ 
dans  chaque  branche  de  connaissance  et  si  la  psychologie  nous 
apprend  qu'il  y  a  plusieurs  mémoires,  plusieurs  aptitudes, 
comme  il  y  a  plusieurs  sens,  c'est  dans  l'intelligence  psycho- 
logique de  rélève  que  doit  consister  le  rôle  de  l'éducateur. 

Vous  me  direz  que  tout  ceci  est  la  condamnation  du  sys- 
tème bureaucratique  de  Tinstruction  publique  un  peu  par- 
tout, et  qu'il  Faut  faire  pour  les  différentes  branches  de  l'ac- 


*  I^ote  de  Rédaction  :  C'est  dans  ee  même  sens  que  eoncla  M.  le  D'  Ed.  Claparbdk.  chef  da 
Laboratoire  de  PsTchologie  expérimentale  de  l'Université  de  Genève,  dans  son  étude  intitulée 
Psychologie  de  l'enfant  et  Pédagogie  expérimentale  (Librairie  Kandig,  Genève,  190S>.  Voici  la 
dernière  partie  de  ses  conclusions  : 

«  Si  nous  passions  en  revue  toutes  les  recherches  contemporaines  de  psvchologie  infantile, 
nous  serions  amenés  toujours  davantage  à  reconnaître  —  ee  que  les  notes  qui  précèdent, 
malgré  leur  insuffisance,  permettent  déjà  d'apercevoir  —  que  la  mentalité  de  Tenfant  ne  con- 
siste pas  en  un  groupe  de  faculté  autonomes,  parfaites  et  immuables,  mais  quelle  est  la  résal> 
tante  d'une  multitude  de  fonctions  qui  varient  continuellement  sous  l'action  de  facteurs 
divers,  l'âge,  la  croissance,  la  santé  physipue,  la  fatigue,  le  mode  de  tra%'ail,  llndÎTidiinlité. 
etc.  » 

••  Or  un  enseignement  sera  d'autant  plus  profitable  qu'on  connaîtra  davantage  la  nature  dr 
CCS  fonctions  et  le  déterminisme  de  leurs  variations,  puisqu'on  pourra  alors  y  adapter  d'une 
façon  exacte  les  programmes  et  les  méthodes  pédagogiques.  ■ 

«  Il  faut  avouer  que  jusqu'ici  cette  adaption,  cet  ajustement  des  programmes  à  la  mentalité 
de  1  enfant  est  encore  bien  rudimen taire.  Dans  les  écoles  primaires  et  secondaires  les  enfants 
Hont  claflsés  uniquement  partZ^r,  alors  qu'il  conviendrait  de  les  répartir  ^r  capacité  pour  cha- 
que braricfu.  C'est  ainsi  qu'un  élève  devrait  pouvoir  suivre  simultanément  la  3»*  année  du  cours 
(le  mathématiques,  par  exemple,  la  2"*  année*  du  cours  d'allemand,  et  la  1*^  année  du  pro- 
gramme des  autres  branches.  On  ne  voit  pas  très  bien  pourquoi  un  élève  fort  en  arithmétique, 
ou  dont  l'allemand  est  une  des  langues  qu'il  a  apprise  en  bas  Age,  devrait  subir  les  pro- 
grammes inférieurs  do  ces  branches  d'étude,  parce  qu'il  est  bouché  pour  1  ortograpbe  et  la 
grammaire  françaiHc.  » 

M  Lorsqu'un  tailleur  fait  un  vêtement,  il  l'ajuste  à  la  taille  de  son  client,  et  si  celui-ci  est  gros 
et  petit,  il  ne  lui  impose  pas  un  costume  trop  étroit  sous  prétexte  que  c'est  la  largeur  corres- 
pondant, dans  la  règle,  a  sa  hauteur.  Le  cordonnier  qui  fait  un  soulier  commence  par  tracer 
sur  un  papier  les  contour  du  pied  qui  doit  le  chausser,  et  il  en  note  les  particularités,  voire 
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tivité  humaine  pareille  réforme,  bref,   renoncer  à  la  classe 
définie  par  un  numéro  de  matricule. 

Eh  oui  !  que  voulez-vous,  renseignement  et  l'éducation 
demandent  des  artistes  et  des  psychologues.  La  première 
mission  de  l'éducateur,  c'est  de  découvrir  dans  les  élèves 
comme  dans  les  maîtres.  Les  forces  vivantes^  mais  perdues. 

Opinion  de  M.  Dav.-Eug.  Smith 

Professeur  au  Teachers  Collège^  Columbia  University^ 

Nea'-York, 

Je  pense  que  votre  enquête  est  appelée  à  rendre  de  très 
grands  services.  Pour  ce  qui  est  de  la  première  question, 
j'estime  que  la  meilleure  manière  de  renforcer  l'organisation 
de  l'enseignement  des  mathématiques  pures,  serait  de  créer 
une  commission  qui  serait  nommée  par  un  Congrès  interna- 
tional et  qui  étudierait  le  problème  dans  son  ensemble.  11  va 
de  soi  qu*il  n'y  a  pas  lieu  d'établir  une  organisation  uni- 
forme dans  les  différents  pays  et  je  crois  qu'il  est  inutile  d'en 
faire  l'essai.  Cependant  il  serait  bon  et  utile  d'examiner  dès 
maintenant  des  qtiestions  telles  que  les  rapports,  au  point 
de  vue  de  l'enseignement,  entre  la  Trigonométrie  plane  et 
la  Géométrie  plane  ;  entre  le  Calcul  intégral  et  le  Calcul 
différentiel  ;  entre  la  Trigonométrie  sphérique  et  la  Géo- 
métrie dans  l'espace,  et  de  sujets  semblables.  Dans  cer- 
tains pays,  on  a  l'habitude  d'introduire  de  la  Trigonométrie 


les  niairormaliooB.  Le  chapelier  adapte  se»  couvre-chefs  en  même  tomps  à  la  forme  et  i  la 
diinension  des  crânes.  ■ 

■  Au  contraire,  le  pédagogue  habille,  chausse,  coiffe  tous  les  esprits  de  la  même  façon.  Il  n'a 
que  du  tout-lait,  et  ses  rayons  no  contiennent  pas  le  moindre  choix  :  quelques  numéros  de 
grandf*ur,  c'est  vrai,  mais  toujours  la  môme  coupe  !  Aussi,  parmi  les  élèves  de  nos  écoles, 
en  voit-on  qui  sont  noyés  dans  les  replis  d'un  programme  trop  immense  pour  leurs  iaihle» 
aspirations  et  leurs  capacités  problématiques,  et  s'empêtrent  à  chaque  pas  dans  les  basques 
traînantes  de  cet  uniforme  qu'ils  ne  parviennent  à  remplir  ni  jusqu'en  haut,  ni  jusqu'en  bas,  — 
tandis  que  d'autres  sont  enserrés  dans  une  discipline  trop  étriquée  qui  empêche  le  juste  dé- 
veloppement de  leur  personnalité  intellectuelle  ou  morale,  en  sorte  qu'ils  ne  peuvent  se  per- 
mettre un  mouvement  sans  faire  sauter  quelque  bouton.  •• 

«  Pourquoi  n'aurait-on  pas  pour  l'esprit  les  égards  dont  on  entoure  le  corps,  la  tôte,  les 
pieds...  ?• 

«  La  psychologie  et  la  méthode  expérimentale  appliquée  à  la  pédagogie  nous  font  saisir  quel 
est  l'idéal  auquel  il  faut  tendre  :  c'est,  je  le  répète,  adapter  l'éducation  et  l'instruction  à  la 
mentalité  de  l'enCuit,  aussi  bien  i  son  type  individuel  qu'à  son  degré  ou  à  son  étendue.  ■ 

m  Cet  idéal»  on  peut  l'exprimer  en  trois  mots,  qui  devraient  servir  de  devise  aux  réformes 
pédagogiques  futures  :  l'école  sur  mesure  !  » 
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plane  avant  les  mesures  de  la  Géométrie  plane;  dans  d'au- 
tres pays  on  n'aborde  la  Trigonométrie  qu'après  avoir  ter- 
miné la  Géométrie  dans  l'espace.  En  outre  il  est  des  pays  où 
Ton  néglige  complètement  la  Géométrie  dans  l'espace.  Il  roe 
semble  que  si  la  question  était  envisagée  à  un  point  de  vue 
étendu  et  international,  il  pourrait  en  résulter  des  sugges- 
tions très  utiles,  sans  que  cela  entraîne  une  uniformisation 
dans  l'organisation  des  études. 

Secondement  :  Quant  au  rôle  que  doivent  jouer  les  Uni- 
versités dans  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques 
des  établissements  secondaires,  je  puis  dire  que  la  «Colum- 
bia  University  »  a  beaucoup  travaillé  dans  ce  sens  dans  ses 
cours  du  «  Teachers  Collège  *  ».  Nous  cherchons  aussi  à  at- 
teindre des  maîtres  qui  sont  déjà  dans  les  écoles  publiques, 
en  organisant  pour  eux  des  cours  spéciaux  extra-universi- 
taires ^. 

J'estime  que  le  maître  doit  non  seulement  être  entièrement 
versé  dans  les  mathématiques  par  le  moyen  du  calcul  diffé- 
rentiel et  intégral,  mais  qu'il  doit  aussi  savoir,  d'une  manière 
très  précise,  quel  est  le  développement  historique  des  sujets 
traités,  pourquoi  ils  sont  enseignés,  comment  ils  sont  pré- 
sentés dans  les  différents  pays.  Un  maître  expérimenté  doit 
leur  montrer  comment  on  doit  éveiller  et  maintenir  l'intérêt 
chez  les  élèves  et  quelles  sont  les  meilleures  idées  pour  la 
direction  d'une  classe.  Chaque  maître  doit  également  con- 
naître les  liens  des  mathématiques  avec  les  différentes  bran- 
ches scientifiques  et  l'application  de  la  science  à  des  pro- 
blèmes pratiques. 

Troisièmement  :  Quant  à  l'organisation  de  l'enseignement 
mathématique  en  rapport  avec  d'autres  branches  scienti- 
fiques, j'en  ai  déjà  parlé  dans  les  n®'  1  et  2  ci-dessus.  Je  crois 
que  ce  serait  une  grande  erreur  de  favoriser  les  besoins 
d'autres  sujets  scientifiques  pour  négliger  ceux  de  la  pra- 
tique. Par  ceci  je  veux  dire  que,  certains  maîtres  envisagent 
uniquement  les  applications  des  mathématiques  à  la  physique, 

*  Voir  «  les  études  mathématiques  à  ITScolo  {normale  de  l'Université  Columbia  de  NeM"- 
Yorkii  VEfueignement  mathématique  y  6"  année,  p.  313-316,  190^.  CRkd.) 

'  Voir  Columbia  University,  Extension  Teachîng  annoncement,  Bull,  of  InfornUilion.  JqIt 
1»05,  P.  66. 
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tandis  qu'ils  négligent  à  la  fois  des  applications  plus  impor- 
tantes et  plus  directes  fournies  par  Tindustrie. 

Je  ne  peux  pas  concevoir  de  meilleur  moyen  permettant 
d^améliorer  renseignement  des  mathématiques  secondaires 
que  celui  que  constituent  d'une  part,  «  V Enseignement  Ma- 
thématique »  et  d'autre  part,  les  commissions  d'études  qui 
seraient  nommées  par  les  congrès  internationaux. 

J'avoue  que  j'ai  été  déçu  par  la  nature  des  travaux  pré- 
sentés à  la  Section  d'Enseignement  au  Congrès  de  Heidel- 
berg.  Il  ne  m'a  pas  semblé  que  les  sujets  traités  étaient  en- 
visagés dans  leur  véritable  sens  pédagogique.  Il  s'agissait  le 
plus  souvent  de  certains  détails  mathématiques,  et  non  pas 
d'études  approfondies  des  problèmes  généraux  de  l'éducation 
mathématique. 

Opinion  de  M.  F.  Marotte 
Professeur  au  Lycée  Charlemagne,  à  Paris, 

Nous  croyons  utile  de  reproduire  ici  les  conclusions  que  M. 
Marotte  place  à  la  fin  de  son  intéressant  rapport  sur  renseigne- 
ment des  sciences  mathématiqaes  et  physiques  dans  l'enseigne- 
ment secondaire  des  garçons  en  Allemagne  (voir  notre  compte 

rendu  dans  la  Bibliographie, 

Ï^A  Rédaction. 

En  ce  qui  concerne  les  programmes  de  l'enseignement  des 
sciences,  je  crois  qu'il  convient,  à  l'exemple  de  ce  qui  se 
fait  en  Allemagne  : 

Que  les  programmes  officiels  ne  restent  point  les  pro- 
grammes détaillés  et  encyclopédiques  qu'ils  sont  actuelle- 
ment; 

Qu'ils  déterminent  seulement  les  grandes  lignes  de  l'en- 
seignement et  assurent,  pour  toutes  les  écoles,  son  unifor- 
mité dans  la  seule  mesure  où  elle  est  désirable  : 

Que,  dans  chaque  école  secondaire,  le  plan  d'études 
détaillé  et  le  régime  intérieur  de  chaque  enseignement  soient 
HxéSy  sous  un  contrôle  convenable,  par  l'assemblée  des  pro- 
fesseurs spécialistes. 

Je  crois  que  cet  assouplissement  des  cadres  de  notre  ensei- 
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gnement  scientifique  est  une  des  réformes  les  plus  impor- 
tantes et  les  plus  urgentes  que  nous  ayons  à  accomplir; 
c'est  une  condition  nécessaire  du  progrès  régulier  et  con- 
tinu de  cet  enseignement,  il  arrive,  en  effet,  que  les  pro- 
grammes détaillés,  ou  bien  fixent  renseignement  et  Tempè- 
chent  d'évoluer  (c'est  ainsi  que  l'enseignement  de  la  géo- 
métrie n'a  pas  sensiblement  changé  depuis  Legendre,  mal- 
gré les  découvertes  qui  ont  renouvelé  notre  conception 
scientifique  de  la  géométrie),  ou  bien  imposent  les  réformes 
d'en  haut,  |)ar  mesure  administrative  (ce  qui  amène  des 
résistances  du  corps  enseignant  et  fait  courir  le  risque 
qu'elles  soient  mal  adaptées  aux  nécessités  scolaires). 

J'ai  montré  (p.  48)  que  cette  transformation  peut  être  faite 
sans  modifier  en  rien  notre  régime  d'examens.  Ce  n'est  pas 
que  je  sois  partisan  de  ce  régime  :  je  crois  que  nos  examens 
sont  des  bandelettes  qui  enserrent  et  momifient  notre  ensei- 
gnement et  qu'il  faudra  bien  délier;  mais  c'est  là  une  ques- 
tion complexe  que  je  ne  puis  traiter  ici. 

En  ce  qui  concerne  l'enseignement  des  mathématiques,  je 
crois  qu'il  convient  : 

1**  De  Tadapter  à  la  division  en  deux  cycles  de  notre  ensei- 
gnement secondaire,  en  lui  donnant,  dans  le  premier  cycle, 
un  caractère  plus  expérimental  el  intuitif,  dans  le  second 
cycle,  un  caractère  plus  logique  et  critique; 

2"  De  le  rapprocher  de  la  réalité  : 

En  exerçant  les  élèves  à  reconnaître  les  notions  mathéma- 
tiques  dans  les  objets  et  les  phénomènes  qui  les  entourent; 

En  diminuant  la  part  exagérée  faite  à  la  logique  verbale, 
au  calcul  numérique  vide  de  contenu; 

En  dirigeant  l'enseignement  de  l'algèbre  de  façon  à  faire 
manier  aisément  les  notions  de  fonction,  de  représentation 
graphique,  de  dérivée,  d'approximation,  par  lesquelles  les 
mathématiques  prennent  contact  avec  le  monde  physique  et 
la  réalité  ; 

En  faisant  du  dessin  géométrique  une  partie  intégrante  de 
la  géométrie,  de  façon  à  faire  l'éducation  géométrique  de 
l'œil  et  de  la  main,  à  développer  l'imagination  de  l'espace  et 
à  donner  une  meilleure  compréhension  du  dessin. 


ENQUÊTE  SUR  LA  METHODE  DE  TRAVAIL 

DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RÉSULTATS»  —  H 


Question  1  b*. 


Ce  goût  est-il  héréditaire  chez  vous?  Avez-vous  eu  dans 
votre  ascendance,  ou  y  a-t-il  parmi  les  autres  membres  de 
votre  famille  (frères  et  sœurs,  oncles,  cousins,  etc.)  des  per- 
sonnes spécialement  douées  au  point  de  vue  mathématique? 
Leur  exemple  ou  leur  influence  personnelle  ont-ils  été  pour 
quelque  chose  dans  votre  inclination  du  côté  des  mathéma" 
tiques? 

Cette  question  a  provoqué  76  réponses,  dont  plus  du  tiers 
f'29,  soit  38,2 ^o)  sont  franchement  négatives,  et  les  autres 
'47,  soit  61,8  Vo)  ^^  peuvent  passer  pour  positives  qu'à  la  condi- 
tion de  se  montrer  peu  exigeant  en  fait  de  preuves  d'hérédité, 
et  de  se  contenter  souvent  d'indices  aussi  légers  qu'un  cousin 
polytechnicien,  un  frère  qui  donne  des  répétitions  de  mathé- 
matiques, ou  une  certaine  aptitude  au  calcul  de  tête  chez  les 
parents.  On  en  jugera  d'ailleurs  par  les  spécimens  suivants, 
que  nous  avons  tous  comptés  comme  positifs  (sauf  les  quatre 
premiers)  et  arrangés  autant  que  possible  en  série  croissante 
relativement  à  la  probabilité  d'une  transmission  héréditaire. 

Rép.  XXI  (Allemagne). —  Je  ne  sache  pas  qu'il  y  ait  eu  dans  ma 
famille  aucun  mathématicien  de  profession,  ni  personne  do  parti- 
culièrement doué  sous  ce  rapport. 


1  Voir  VEns,  math.y  7«  année,  n«  5,  p.  387-395,  1905. 

>  L'étude  de  cette   partie  de  l'enquête  a  été  faite  par  M.  Th.  Flournoy,  professeur  de 
psychologie  à  l'Université  de  Gent'vo. 
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Rép.  III  (Angleterre).  —  Non.  Mon  père  était  dans  les  lettres,  et 
mes  grands-parents  dans  la  médecine. 

Rép.  LXIX  (Italie).  —  Mes  ascendants  ont  tous  été,  à  ma  con- 
naissance, de  modestes  agriculteurs. 

Rép.  LXXV  (France).  —  Ce  goût  mathématique  n'a  existé,  à  ma 
connaissance,  chez  aucun  de  mes  ascendants,  ni  directs  ni  colla- 
téraux. 11  n'existe  pas  non  plus,  comme  je  Tai  constaté  d'une  façon 
très  précise,  chez  mes  descendants;  je  dis  que  cette  constatation 
est  «  précise  »  parce  que  j'ai  été  le  professeur  de  mes  fils.  Ce 
double  fait  expliquerait  peut-être  pourquoi  la  faculté  mathéma- 
tique n'a  été  que  si  médiocrement  représentée  chez  moi. 

Rép.  I  (France).  —  Tous  mes  ascendants  du  l***"  et  du  2"''  degré 
et  mon  bisaïeul  maternel  ont  été  servis  d'une  intelligence  sensi- 
blement au-dessus  de  la  moyenne.  Ma  mère,  que  j'ai  eu  le  malheur 
de  perdre  à  moins  de  neuf  ans,  sans  quoi  j'aurais  pris  un  tout 
autre  chemin,  était  une  femme  aimant  le  monde,  très  bonne  mu- 
sicienne, remarquée  dans  la  ville  par  son  intelligence  et  son  édu> 
cation,  par  sa  douceur  et  sa  grâce  tout  autant.  Son  père,  qui  l'avait 
élevée  ainsi  —  je  ne  l'ai  pas  connu  —  était  un  architecte,  un  in- 
dustriel de  valeur,  ayant  poussé  fort  loin,  et  seul,  m'a-t-on  dit, 
l'étude  des  mathématiques  pures  ;  il  était  passionné  pour  la  mu- 
sique (violon).  J'ai  dit  que  mon  père  me  vantait  sans  cesse  la 
beauté  de  la  science  et  la  gloire  des  savants.  [Une  tante  maternelle 
a  été  fiancée  à  un  ingénieur  des  ponts  et  chaussées:]  chez  nous 
(petite  bourgeoisie),  on  ne  voyait  rien  au-dessus  de  cette  profes- 
sion, et  dès  l'âge  le  plus  tendre  j'ai  été  poussé  par  mes  parents 
Vers  l'école  polytechnique  ;  admis  à  l'école  normale  en  même 
temps,  j'ai  préféré  celle-ci,  plus  porté  vers  la  science  pure  et 
poussé  par  Briot  mon  maître,  mais  j'ai  eu  à  résister  à  mon  père 
qui  a  commencé  par  m'y  voir  entrer  avec  chagrin. 

Rép.  II  (France).  —  Ce  goût  n'est  pas  hérité  de  mon  père,  homme 
de  lettres,  élevé  selon  les  anciennes  formules  et  qui  déclare  avoir 
la  chair  de  poule  à  la  vue  d'une  formule  algébrique.  Toutefois 
mon  grand-père  maternel,  ancien  employé  au  ministère  de  la 
guerre,  était  arrivé  tant  bien  que  mal  à  me  faire  apprendre  la  table 
de  multiplication  vers  11  atis  et  à  nift  faire  concesHnr  ce  que  pou- 
vait être  une  règle  de  trois  simple;  mais  c'était  fort  nuageux  dans 
mon  esprit.  Je  n'ai  ni  frère  ni  sœur;  un  de  mes  cousins  du  rameau 
maternel,  plus  jeune  que  moi,  est  passé  comme  moi  par  Técole 
polytechnique  et  l'école  supérieure  de  guerre  et  est  actuellement 
capitaine  d'artillerie. 

Rép.  XXX  (Norwège).  —  Probablement  mon  grand-père  ma- 
ternel avait  le  goût  des  sciences  exactes  et  naturelles.  H  était  pas- 
teur. 

Rép.  LXXXll  (Suisse).  —  Mes  parents  calculaient  facilement. 
Mon  père,  qui  était  négociant,  me  proposait   souvent  de  petits 
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problèmes  de  calcul  oral.  11  n'y  a  pas  eu  de  mathématiciens  dans 
ma  famille.  Mon  grand-père  paternel  était  agriculteur;  mon  grand- 
père  maternel,  (ils  de  campagnard,  s'occupa  de  Tindustrie  du  bâ- 
timent, puis  d'une  filature. 

Rép.  XÏJV  (Italie).  —  Mes  ascendants  n'étaient  pas  adonnés 
positivement  aux  mathématiques,  mais  aux  travaux  de  mécanique 
ordinaire.  Encore  enfant,  j'écoutais  avec  un  vrai  plaisir  les  leçons 
de  mathématiques  que  mon  frère  donnait  à  des  jeunes  gens  qui 
se  préparaient  à  la  licence  du  lycée. 

Rép.  XXXV  ^France).  —  Mon  père  n'a  pas  eu  l'occasion  de 
pousser  l'étude  des  mathématiques  au  delà  des  éléments;  mais  il 
en  avait  le  goût. 

Rép.  LXXXl  (Pays-Bas).  —  Mon  père  aimait  la  mathématique; 
comme  il  mourut  tcH,  après  une  longue  maladie,  son  exemple  di- 
rect n'a  pas  pu  faire  beaucoup;  ses  études  écrites  non  plus.  Il  y  a 
sans  doute  hérédité,  car  ma  fille  de  huit  ans  a  aussi  le  goût  du 
calcul,  sans  que  jamais  je  l'aie  poussée  ou  taché  de  pousser  dans 
cette  direction, 

Rép.  II  (Italie). — Je  peux  seulement  dire  que  j'ai  une  enfant  qui, 
déjà  à  Tàge  de  5  ans,  sans  aucune  incitation  de  ma  part,  et  sans 
savoir  écrire  ni  lire  les  nombres,  s'amusait  beaucoup  à  résoudre 
de  petits  problèmes. 

Rép.  XXll  (Etats-Unis).  —  Plusieurs  membres  de  la  famille  de  ma 
mère  aimaient  beaucoup  les  mathématiques  (quoique  n'ayant  ja- 
mais eu  l'occasion  de  pousser  plus  loin  que  l'algèbre  et  la  géomé- 
trie élémentaires).  Ma  mère  cependant  trouvait  les  mathématiques 
difficiles  et  ne  les  aimait  pas.  C'est  uniquement  mon  désir  per- 
sonnel qui  me  les  a  fait  étudier. 

Rép.  XXllI  (France).  —  Mon  grand-père  maternel,  m'a-t-il  été 
afïirmé,  avait  une  aptitude  marquée  pour  les  études  mathéma- 
tiques. Mais  je  ne  l'ai  pas  connu  et  son  influence  directe  a  été  nulle 
sur  moi. 

Rép.  XXXVII  (France).  —  Mon  grand-père  paternel  a  été  à 
l'école  polytechnique,  mais  n'a  pas  continué  les  études  mathéma- 
tiques. J'ai  trois  frères  plus  jeunes  que  moi  qui  sont  très  bien 
doués  pour  les  mathématiques. 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  Mes  5  frères  ont  tous  été  bons  ma- 
thématiciens. 

Rép.  XX Vil  France).  —  Frère  et  oncle  professeurs  de  mathé- 
matiques; leur  influence  personnelle  a  été  nulle. 

Rép.  IX  (France).  —  Mon  père  aime  les  sciences  exactes;  il 
est  sorti  de  TFlcole  polytechnique  ainsi  que  deux  de  mes  frères. 
F,eur  exemple  n'a  pas  été  étranger  à  mon  goût  pour  les  mathéma- 
tiques. 

Rép.  XIV  (Irlande).  —  Mes  goûts  logiques  sont  héréditaires  et 
se  retrouvent  chez  mes  deux  frères  cadets. 
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Rép.  XVI  (Belgique).  —  Mon  père  et  mon  grand-père  avaient 
des  dispositions  pour  les  mathématiques,  mais  je  ne  les  ai  pas 
connus. 

Rép.  XVIII  (Italie).  — J'ai  eu  un  oncle  paternel  doué  de  facultés 
mathématiques  exceptionnelles;  il  fut  re^u  Docteur  à  19  ans  et 
mourut  de  phtisie  à  cet  âge.  Je  naquis  longtemps  après,  mais  ce 
que  mon  père  m'a  raconte  de  cet  oncle  a  certainement  excité  puis- 
samment en  moi  le  goût  pour  les  mathématiques. 

Rép.  XLIX  (France).  —  Mon  père  avait  enseigné  longtemps  les 
mathématiques  et  la  physique;  il  cherchait  naturellement  à  en 
développer  le  goût  chez  moi,  mais  jusqu'à  16  ans  je  ne  mordais 
guère  à  ses  leçons. 

Rép.  Xïi  (Allemagne/.  —  Mes  parents,  ainsi  que  mes  frères  et 
sœurs,  sont  tous  bien  doués  pour  les  mathématiques.  Mon  père, 
en  particulier,  doit  bien  avoir  influé  sur  moi  déjà  par  le  premier 
enseignement  du  calcul  qu'il  me  donna. 

Rép.  LV  (Etats-Unis).  —  Une  sœur  de  mon  père  fît  preuve,  dans 
sa  jeunesse,  d'un  talent  peu  commun- pour  les  mathématiques.  Ma 
mère  possédait  des  aptitudes  mathématiques  au-dessus  de  l'ordi- 
naire. Ce  fut  le  cas  chez  nous  pour  les  trois  garçons,  mais  non 
point,  à  ce  qu'il  semble,  pour  les  deux  filles.  Il  y  eut  un  temps  où 
pendant  des  mois,  avec  un  frère  plus  âgé  que  moi,  je  faisais  des 
«  concours  de  problèmes».  L'aîné  de  mes  frères,  qui  est  capitaine 
dans  l'armée,  a  un  talent  spécial  pour  la  mécanique  et  d'autres 
branches  des  Mathématiques  appliquées. 

Rép.  LXXVIl  (Ktats-Unis).  —  Mon  père  et  ma  mère  avaient  tous 
deux  des  goûts  mathématiques,  quoiqu'ils  ne  fussent  pas  déve- 
loppés. J'ai  un  frère  cadet  qui  a  des  aptitudes  mathématiques 
exceptionnelles. 

Il  est  évident  que  ces  réponses  sont  trop  vagues  ou  trop 
sommaires  pour  autoriser  des  conclusions  fermes  sur  la  ques- 
tion de  rhérédité  du  talent  mathématique.  En  les  prenant 
néanmoins  comme  elles  se  présentent,  et  en  faisant  la  statisti- 
que des  indications  de  parenté  qu'elles  renferment,  on  arrive 
aux  résultats  numériques  suivants  : 

Le  goût  des  mathématiques  y  est  noté  comme  existant 
du  côlé  paternel  (seul)  dans       23  cas, 

du  côlé  maternel     »  »  6  cas, 

des  deux  côtés  (hérédité  convergente)  »  6  cas. 
L'hérédité  apparaît  directe  et  immédiate  dans  24  cas  (père, 
18;   mère,  3;   père   et    mère,  3).    —   Elle   est   directe  mais 
médiate^  c'est-à-dire  avec  saut  d'une  ou  plusieurs  généra- 
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lions  (atavisme),  dans  6  cas  (grand-père  paternel  3;  maternel, 
2;  arrière  grand-père  paternel,  1;).  —  Elle  est  indirecte^ 
c'est-à-dire  que  le  goût  des  mathématiques  se  manifeste  chez 
des  collatéraux  tout  en  restant  latent  chez  l'ascendant  com- 
mun, dans  15  cas  (frères  ou  sœurs  10  cas;  oncle  4;  cousin  1). 

Notons  enfin  que  dans  14  cas,  par  exemple  dans  les  trois 
derniers  cités  plus  haut,  il  est  fait  mention  de  plusieurs  pa- 
rents possédant  la  faculté  en  iftiestion.  Dans  les  chiffres  pré- 
cédents, ces  cas  ne  sont  comptés  qu'une  fois,  chacun  sous 
la  rubrique  du  degré  de  parenté  le  plus  rapproché.  Un  cas, 
où  le  répondant  n'a  remarqué  le  goût  du  calcul  que  cliaz  sa 
fille  âgée  de  5  ans,  a  été  assimilé  aux  exemples  d'hérédité 
paternelle. 

Au  total,  donc,  il  ressortirait  de  l'enquête  que  les  mathé- 
maticiens qui  retrouvent  une  trace  de  leurs  aptitudes  chez 
(fuelque  parent  plus  ou  moins  éloigné,  sont  presque  deux 
fois  plus  nombreux  que  ceux  qui  se  sentent  seuls  de  leur 
espèce  au  milieu  de  leur  famille.  Mais  cette  proportion  se 
renverserait  vite  dès  qu'on  deviendrait  plus  sévère  dans 
le  triage  des  réponses:  les  cas  positifs  un  peu  nets  se  rédui- 
sent en  effet  à  une  vingtaine  contre  plus  de  cinquante  né- 
gatifs ou  douteux,  et  il  n'y  en  a  guère  que  sept  ou  huit  où  le 
répondant  ait  signalé  dans  sa  parenté  un  mathématicien  de 
profession  (en  étendant  ce  terme  aux  astronomes,  physiciens, 
et  ingénieurs).  Et  encore  resterait-il  à  examiner,  dans  chacun 
de  ces  meilleurs  cas,  jusqu'à  quel  point  la  rencontre  de  plu- 
sieurs mathémati(*iens  dans  une  même  famille  doit  être  vrai- 
ment attribuée  à  une  transmission  héréditaire  de  facultés 
spéciales,  plutôt  qu'à  un  concours  de  circonstances  qui  n'au- 
rait fait  que  cultiver  dans  une  même  direction  le  fonds  géné- 
ral d'intelligence  répandu  à  un  moment  donné  dans  un 
milieu  civilisé  ;  problème  qui  impliquerait  l'appréciation 
qualitative  de  chaque  cas  individuel,  et  la  distinction  de  ce 
qui  est  simple  aptitude  mathématique  d'une  bonne  moyenne, 
talent  vraiment  remarquable,  ou  génie  créateur  proprement 
dit  (sans  parler  des  différences  de  valeur  entre  les  facultés  de 
calcul  et  celles  d'analyse  etc.). 

Si  les  résultats  de  notre  enquête  n'apportent  rien  de  déri- 
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sif  quant  à  la  question  de  Thérédité,  il  est  cependant  intéres- 
sant de  constater  que,  tout  insuflisants  qu'ils  soient,  ils  ca- 
drent assez  bien  avec  ce  que  nous  ont  appris  sur  ce  sujet  les 
recherches  de  Gallon,  de  Candolle,  Môbius  *,  etc.  Que  les 
dispositions  mathématiques  soient  parfois  héréditaires,  c'est 
ce  dont  on  ne  saurait  douter  en  présence  de  tant  d'exemples 
historiques  illustres  tels  que  la  dynastie  des  Bernoulli,  les 
quatre  ou  cinq  générations  de  Cassini,  W.  Herscheli  avec 
son  frère,  sa  sœur,  son  fils  et  ses  petits-fils,  les  Euler,  les 
Carnot,  et  tant  d'autres  familles  qui  ont  si  brillamment  mar- 
qué dans  les  sciences  exactes.  La  mathématique  est  préci- 
sément, avec  la  musique  et  la  peinture,  une  des  preuves  les 
plus  frappantes  de  l'hérédité  des  facultés  intellectuelles. 
D'autre  part,  nos  réponses  négatives  confirment  les  cas  si 
nombreux  ou  Ton  a  vu  le  génie  mathématique  surgir  pour 
ainsi  dire  ex  nihilo  et  s'éteindre,  comme  un  éclatant  météore, 
sans  ascendance  ni  descendance,  au  sein  de  familles  parfois 
très  développées  sous  d'autres  rapports  (surtout  artistiques;, 
mais  parfois  aussi  tout  à  fait  incultes  (ce  qui  semble  être  la 
règle  pour  les  calculateurs  prodiges).  —  Le  fait  que  la  bosse 
mathématique,  quand  elle  est  héritée,  vient  presque  toujours 
(Môbius  dit  même  toujours)  du  côté  paternel,  apparaît  égale- 
ment dans  l'enquête.  De  même  aussi  la  rareté  bien  connue 
des  femmes  mathématiciennes:  nos  76  répondants,  joints  à 
leurs  parents  enclins  aux  mathématiques  dont  ils  ont  indi- 
qué le  sexe,  forment  un  total  de  154  personnes  dont  11  seu- 
lement appartiennent  au  sexe  féminin. 

Pour  ce  qui  est  de  la  part  due  à  la  spontanéité  innée,  et  à 
l'exemple  ou  à  l'influence  des  mathématiciens  de  la  famille, 
dans  l'éclosion  du  goiit  des  sciences^  mathématiques,  les  ré- 
ponses à  ce  dernier  point  de  la  question  1  b  sont  trop  peu 
nombreuses  et  |)as  assez  détaillées  pour  qu'il  vaille  la  peine 
de  s'y  arrêter. 


*  Voir  entre  autres  le  compte  rendu  de  l'ouvrage  de  Môbius  dans  V Enseignement  mathéma- 
tique de  juillet  1001  (tome  III,  p.  307-309). 
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Sous  ce  titre  nous  publions  les  remarques  et  renseignements  concernant 
plus  ou  moins  directement  l'enseignement  mathématique,  telles  que  des 
descriptions  d'instruments  ou  d'appareils  nouveaux,  etc.  Quant  à  la  corres- 
pondance, elle  permet  à  tout  lecteur  de  présenter  sous  une  forme  rapide 
les  idées  qui  lui  semblent  utiles,  les  remarques  suggérées  par  la  lecture 
d'uQ  article,  ou  les  questions  sur  lesquelles  il  aurait  besoin  d'un  renseigne- 
ment. La.  Rédaction. 


Démonstration  élémentaire  du  Théorème  de  Feuerbacb. 

/>e  cercle  des  neufs  points  d'un  triangle  est  tangent  intérieurement 
au  cercle  inscrit  et  extérieurement  au  cercle  ex-inscrit. 

Il  existe  de  nombreuses  démonstrations  de  ce  théorème  célèbre. 
Clelle  que  je  présente  ci-après  est  établie  uniquement  sur  les  trois 
premiers  livres  d'Euclide,  et,  à  ce  point  de  vue,  offre  peut-être 
quelque  intérêt. 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  où  le  triangle  est  isoscèle,  le 
cercle  des  neuf  points  est  tangent  au  milieu  de  la  base,  intérieu- 
rement au  cercle  inscrit  et  extérieurement  au  cercle  ex-inscrit  de 
l'angle  correspondant,  et  qu'il  coïncide  avec  le  cercle  inscrit  dans 
le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral.  Nous  allons  donc  démontrer 
le  théorème  dans  le  cas  général  où  le  triangle  a  deux  côtés  diffé- 
rents. 

Dans  le  triangle  ABC  nous  supposons  que  le  côté  AC  est  plus 
grand  que  le  côté  AB  et  soient  : 

A'   le  milieu  du  côté  BC  ; 
B'  »  »        CA; 

D    le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  le 

côté  BC  ; 
I     le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC; 
Q    le  milieu  de  Tare  A'B'D  du  cercle  des  neuf  points  ; 
W  le  point  de  rencontre  de  Al  avec  BC. 
Alors,  puisque  A'B'  est  parallèle  à  BA,  on  a 

<B'A'D  =:  <C  -f  <(:AB        <B'DA'  =  <C 
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et 
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<QA'D  =  \  (<B'A'D  -h  <B'DA')  =  i  «C  +  <CAB  +  <C) 
=  <C  5  +  <CAB     .  • .     <QA'D  =  <AWB  . 


r 


Donc  A'Q  est  parallèle  à  lA. 

Soient  ensuite 

P      le  milieu  d'arc  BC  du  cercle  circonscrit; 
N      le  centre  du  cercle  des  neuf  points  ; 
PP'  le  diamètre  du  cercle  circonscrit; 
E      le  point  de  rencontre  de  QN   avec  AP'  ; 
F  »  »  A'Q     ))     AP'; 

K  »  »  A'Q     »     AC  ; 
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L      le  point  de  rencontre  avec  AP  de  la  perpendiculaire  pas- 
sant par  N  ; 
M  »  »  de  cette  perpendiculaire  avec  A'Q; 

U  »  »  »  »  PP'; 

V       le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  1  sur  PP'  ; 
X  »  »  »  BC. 

En  conséquence,  on  a 

A'M  =:  MQ     .  • .     XM  J_  A'Q 
.    .     AMA'U  =  AMQiN  .     MN  =  MU  .     A'U  iz:  NQ  . 

Maintenant,  dans  le  triangle  PNU,  on  a 

FÛ*  —  pn'  =  2NU  .  LM  . 
Mais 

2NU  .  LM  =  2EP' .  AF  =  AP' .  AF 
<A'KC  r=  <PAC  =  <A'P'C 

Le  quadrilatère  A'KP'C  peut  donc  être  inscrit  dans  un  cercle. 
Et  on  a 

<  P'KC  =  <P'A'C  =  1  droit  . 
D'ailleurs,  dans  le  triantçle  rectangle  AP'K, 

AP' .  AF  =  I^^  ; 


mais 


AK  =  ^  (AC  —  AB|  =  A'X 


■ î77«        Trrr" 


A'X    =  Yr=  PI—  P\ 

.  • .  pT:*  —  pn'  =  Fi'  —  pv' 

ou 

px"  +  Fi'  =  PL"  -h  Fv'  .   («) 

liC  point  A'  est  le  milieu  entre  le  point  X  et  le  point  de  tangence 
avec  BC  du  cercle  ex-inscrit  du  triangle  ABC;  la  droite  joignant 
le  centre  du  cercle  inscrit  à  celui  du  cercle  ex-inscrit  est  divisée  en 
deux  parties  égales  au  point  P,  et  la  projection  orthogonale  de  la 
droite  est  aussi  divisée  en  deux  parties  égales  en  même  point. 

Employant  les  mêmes  lettres  pour  le  cercle  ex-inscrit  comme 
pour  le  cercle  inscrit,  nous  avons  le  résultat  suivant  : 

L'Enseignement  mathém.,  7"  année  ;  1905.  32 
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r»« t;t;i 


IN"  =  PN"  -h  Pr  q:  2PI  .  PL    : 

moins  ou  plus,  suivant  qu'il  s'agit  du  cercle  inscrit  ou  du  cercle 
ex-inscrit. 

Joignant  ce  résultat  à  la  relation  (a)  et  observant  que  1,  L,  V,  U 
sont  sur  le  même  cercle  (PI. PL  =  PU.PV),  nous  obtenons 

ÎN*  =  Pû'  -h  pv"  q:  2PL*  .  PV  =  (PU  q:  PV)« 

=  VT"  =  (A'U  ip  A'V)«  =  (NQ  q:  IX)» 
.  ■ .     IN  =  NQ  4:  IX  . 

Ainsi  la  distance  entre  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  et  le 
mi-centre  est  égale  à  la  différence  de  leurs  rayons  ;  donc  les  deux 
cercles  sont  tangents  intérieurement. 

La  distance  entre  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  et  le  ex- 
centre est  égale  à  la  somme  de  leurs  rayons;  donc  les  deux  cercles 
sont  tangents  extérieurement. 

V.  Sawayama  (Tokio). 


Sur  les  racines  des  équations  algébriques. 

Les  remarques  présentées  par  M.  Kariya  (f.  n°  du  15  septbr. 
1905;  p.  398-399)  au  sujet  de  ma  note  parue  en  juillet  1904  (p.  297 
et  suivantes)  reposent  sur  un  malentendu.  Il  s'agit  du  théorème 
suivant  : 

Si  dans  un  polynôme  entier  avec  tous  ses  termes  positifs  ordonné 
par  rapport  au:c  puissances  décroissantes  de  x,  le  rapport  d'un  coef- 
ficient au  précédent  ne  i*a  pas  en  croissant^  l'équation  que  l'on  ob- 
tient en  égalant  le  polynôme  à  zéro  a  nécessairement  des  racines 
imaginaires. 

I/erreur  de  M.  Kariya  résulte  de  ce  qu'il  ne  tient  pas  compte 
de  la  distinction  que  nous  faisons  entre  l'ordre  des  coefficients 
et  l'ordre  des  rapports  de  ces  coefficients.  Kn  disant  que  le  rapport 
d'un  coefficient  au  précédent  ne  i^a  pas  en  croissant,  nous  enten- 
dons 1^  que  dans  le  polynôme 

on  prend  comme  ordre  des  coefficients  l'ordre  des  indires  et  l'on 
forme  les  rapports 

Oi   .  flQ   .  flm     .. 

—  —  Al  ,        —  —  Al  , .  .  .        —  Am  \ 

fto  ai  Ani-i 
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2^  que  Ton  ordonne  les  A  en  commençant  par  celui  qui  correspond 
au  terme  constant  du  polynôme,  c'est-à-dire  que  Ton  envisage  la 
suite 

tandis  que  M.  Kariya  envisage  celle  que  Ton  obtient  en  commen- 
çant par  Xy, 

Il  suffirait  d'ailleurs  pour  faire  la  distinction  dont  nous  parlons 
de  voir  tout  simplement  la  conclusion  de  notre  démonstration 
(loc.  cit.).  Or,  précisément  pour  cette  démonstration  M.  Kariya 
ajoute  qu'il  n'en  ressort  pas  que  l'équation  a  nécessairement  des 
racines  imaginaires.  C'est  une  autre  erreur  de  sa  part  qui  nous 
oblige  de  nous  expliquer  sur  quelques  points  de  cette  démonstra- 
tion. D'après  le  théorème  classique  de  Descartes  sur  le  nombre 
des  variations  d'un  polynôme,  un  polynôme  entier  avec  tous  ses 
termes  positifs  n'a  aucune  racine  positive,  par  conséquent,  si  un 
tel  polynôme  n'a  pas  toutes  ses  racines  négatives,  il  aura  néces^ 
sairement  des  racines  imaginaires,  donc,  si  nous  trouvons  une 
propriété  des  coefficients  d'un  polynôme  qui  existe  nécessaire- 
ment quand  toutes  les  racines  sont  négatives,  nous  aurons  aussi, 
dans  le  cas  ou  le  polynôme  a  tous  ses  termes  positifs,  une  con- 
dition suffisante  pour  l'existence  nécessaire  des  racines  imagi- 
naires. Cette  condition  consiste  évidemment  en  ce  que  les  coef- 
ficients de  ce  polynôme  ne  jouissent  pas  de  la  dite  propriété. 

Une  telle  propriété  est  la  suivante  : 

Les  rapports  A  des  coefficients  d*un  polynôme  ayant  tontes  ses 
racines  négatives  scarifient  nécessairement  les  inégalités  : 

C'est  précisément  ce  que  nous  avons  démontré  dans  l'article 
cité.    (L'Ens.  mathém.,  iô  juillet  iOOk,  page  '208.) 

P.  Zkrvos  (Athènes). 


Théorie  de  la  droite  et  des  parallèles. 

Les  «définitions»  classiques  de  la  droite  et  des  parallèles  ne 
sont  pas  des  définitions;  ce  sont  des  théorèmes,  c'est-à-dire  des 
propositions  à  démontrer. 

Qu'on  veuille  bien  y  réfléchir  :  Pas  plus  que  la  propriété  d'être 
la  plus  courte  de  toutes  les  lignes  menées  entre  deux  points  ne 
définit  ce  qu'est,  mathématiquement,  la  qualité  de  droite  pour  une 
ligne,  le  fait  de  ne  pas  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  ne  dit  l'essence  du  parallélisme,  ne  précise  de  façon 
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scientifique  ce  que  c'est,  pour  deux  droites,  que  d'être,  dans  toute 
leur  étendue,  c'est-à-dire  essentiellement,  parallèles,  «para-allé- 
lon  »,  «  à  côté  Tune  l'autre  ». 

Que  si,  au  contraire,  nous  définissons  la  ligne  droite  la  ligne  de 
direction  constante,  comme  en  mécanique  le  mouvement  uniforme 
est  défini  le  mouvement  de  vitesse  constante,  nous  n'avons  plus 
rien  que  de  conforme  à  la  raison. 

Parmi  l'infinité  des  mouvements  imaginables,  il  est  un  mouve- 
ment, sinon  effectif,  du  moins  possible,  dans  lequel  la  vitesse  reste 
constamment  égale  à  elle-même.  Ce  mouvement  est  dit  uniforme. 

De  même,  en  géométrie,  parmi  toutes  les  lignes  qui  nous  sont 
données  dans  l'intuition  spatiale,  il  en  est  une  dont  la  direction 
reste  constamment  égale  à  elle-même.  Cette  ligne  est  dite  droite. 

Même  avantage  logique,  même  simplicité  et  même  précision,  si 
nous  définissons  les  droites  parallèles  des  droites  de  même  di- 
rection. 

Et  comme  l'ordre  appelle  l'ordre,  de  cette  substitution  de  défi- 
nitions vraies,  j'entends  qui  sont  des  définitions,  à  des  pseudo-dé- 
finitions, résulte  l'ordonnance  la  plus  parfaite  dans  la  science,  et 
les  questions  insolubles  —  dans  les  termes  donnés  —  ne  se  posent 
même  pas. 

Ne  se  pose  pas  la  question  :  «  Entre  deux  points  peut-on  mener 
plus  d'une  droite  ?  ».  En  effet,  deux  points  déterminent  une  ligne 
avant  la  même  direction  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire  une 
droite. 

Ne  se  pose  pas  non  plus  celle-ci  :  «  Par  un  point  peut-on  mener 
plus  d'une  parallèle  à  une  droite  ?  ».  En  effet,  la  droite  donnée  de- 
termine^  en  un  point  quelconque  de  l'espace,  une  droite  ayant  la 
même  direction,  c'est-à-dire  sa. parallèle  en  ce  point. 

Il  est  facile  de  montrer:  l"*  que  des  définitions  se  déduit,  par  un 
jugement  apodictique,  Y  axiome  des  parallèles  coupées  par  une 
transversale;  2°  qu'une  démonstration  rigoureuse  et  de  forme 
identique  à  celle  de  toutes  les  propositions  subséquentes  de  la 
science  géométrique  s'applique  à  ces  premiers  théorèmes  qui  sont 
les  prétendues  définitions  de  la  droite  et  des  parallèles. 

L.  L.  Fabrb  (Paris). 

Note  de  la  Rédaction.  —  L'idée  de  définir  la  droite  à  l'aide  de 
la  notion  de  direction  n'est  pas  nouvelle;  utilisée  dans  plusieurs 
traités  elle  a  été  abandonnée  parce  qu'elle  se  base  sur  une  notion 
de  nature  différente,  qui,  du  reste,  doit  être  préalablement  définie. 
La  droite,  de  même  que  le  point,  peuvent  être  considérés  comme 
des  notions  indéfinissables  ;  ce  sont  des  notions  claires  par  elles- 
mêmes.  Nous  renvoyons  ceux  de  nos  lecteurs  qui  désirent  trouver 
une  étude  comparée  des  différentes  définitions  proposées  pour  la 
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droite  et  les  parallèles,  entre  autres  aux  Ouvrajjes  de  M.  Schottex, 
Inhalt  und Méthode  des planimetrischen  UnterrichtSy  Leipzig,  2  vol., 
1890,  1893,  et  de  M.  J.  Richard,  Sur  la  Philosophie  des  Mathéma- 
tiqnesy  Paris,  1903.  Voir  aussi  :  Les  Principes  des  mathématiques^ 
par  M.  CouTURAT,  Rev.  de  Métaph.  et  de  Mor.,  1904. 

La  Rkdactiox. 


CHRONIQUE 


Congrès  des  mathématiciens  allemands;  Heran,  1905. 

La  réunion  annuelle  de  TAssociation  allemande  des  mathéma- 
ticiens a  eu  lieu  cette  année  à  Meran^  du  24  au  30  septembre,  en 
même  temps  que  le  77'"*  congrès  des  naturalistes  et  médecins  alle- 
mands. Elle  a  été  présidée  par  M.  Staeckel  (Hanovre)  assisté  de 
MM.  Krazbr  et  Gutzmer. 

La  séance  administrative,  ainsi  que  les  réunions  scientifiques 
fournissent  une  nouvelle  preuve  de  l'activité  considérable  deFAsso- 
ciation.  qui  compte  aujourd'hui  006  membres.  La  première  était 
consacrée  aux  objets  suivants: 

Rapport  sur  l'exercice  1904-1905.  —  Rapport  sur  les  publica- 
tions entreprises  par  l'Association.  —  Rapport  des  commissions. 
—  Rapport  financier  du  111"*  congrès  international  des  mathéma- 
ticiens*.—  Revision  des  statuts.  —  Création  des  «Archives  des 
mathématiciens»  dont  le  but  serait  de  conserver  les  legs  scienti- 
fiques, manuscrits,  etc,...  de  mathématiciens  décédés.  —  Organi- 
sation du  11*"^  Centenaire  d'Euler  pour  1907. 

M.  Pringshkim  (Munich)  a  été  nommé  président  pour  le  nouvel 
exercice.  La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Stuttgart. 

Les  communications  scientifiques,  au  nombre  de  24,  ont  été 
réparties  sur  cinq  séances  ;  en  voici  la  liste  : 

1.  CzLBER  (Vienne)  :  La  question  de  l'introduction  des  éléments 
de  calcul  infinitésimal  dans  les  écoles  moyennes,  examinée  au 
point  de  vue  autrichien. 

2  et  3.  DoKL'LiL  (Vienne)  :  La  photogrammétrie  au  service  de  l'his- 
toire de  l'art.  —  Construction  et  examen  de  vues  stéréoscopiques. 

4  et  5.  RpsTEiN  (Strasbourg)  :  Sur  la  fonction  de  J  Riemann  et 
ses  extensions  (Rapport).  —  Théorèmes  corrélatifs  dans  la  théorie 
de  la  puissance  par  rapport  à  un  cercle. 


1  Le»    recettes    (siibveutions,   cotisations,    rolicpiat    du    II«  Congrèsi    se    montent  à    Mk. 
33873,27.  et  les  dépenses  à  Mk.  20988.89  :  il  reste  donc  en  misse  Mk.  1884,38. 


486  CHRONIQUE 

6.  Fejer  fKlausenbourg)  :  Sur  Téquilibre. 

7.  Gans  (Tubingue)  :  Gravitation  et  électromagnétisme. 

8.  Grunwald  (Vienne!  :  Sur  certaines  applications  géométriques 
des  nombres  dualistiques. 

9.  HasbnOhrl  (Vienne)  :  Sur  les  méthodes  d'intégration  des 
équations  de  Maxwell  pour  les  oscillations  électriques. 

10.  Hexsbl  (Marbourg)  :  Sur  les  propriétés  arithmétiques  des 
nombres  algébriques  et  transcendants. 

il.  Herz  (Vienne)  :  L'année  de  naissance  de  Jésus-Christ. 

12.  HocBVAR  (Graz)  :  Les  éléments  du  Calcul  infinitésimal  doi- 
vent-ils être  introduits  dans  les  écoles  moyennes  ? 

13.  KoBBE  (Berlin)  :  Sur  la  représentation  conforme  de  domaines 
connexes  limités  par  des  circonférences. 

14.  KoHN  (Vienne)  ;  Sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

15.  Levi-Civita  (Padoue)  :  Sur  un  problème  technique  en  rapport 
avec  la  réprésentation  conforme. 

16  et  17.  MiJLLER  (Vienne)  :  La  géométrie  descriptive  envisagée 
comme  interprétation  concrète  de  la  géométrie  abstraite.  —  Con- 
tributions à  la  Cyclographie. 

18.  ScHLESiNGER  (Klauscnbourg)  :  Sur  une  représentation  du  sys- 
tème de  la  géométrie  absolue. 

19.  ScHOENFLiEs  (Koeuigsberg)  :  Sur  les  soi-disant  paradoxes  de 
la  Théorie  des  ensembles. 

20.  Staeckel  (Hanovre)  :  Couples  de  surfaces  isométriques. 

21.  VVaelsch  (Brûnn)  :  Images  géométrico-niécaniques  d'une 
nouvelle  forme  invariante  binaire  de  formules  chimiques. 

22.  Wien  (WCrzburg)  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
de  la  physique. 

23.  WiRTiNGBR  (Vienne)  :  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonc- 
tions à  deux  \'^riables. 

24.  ZiNDLER  (Innsbruck)  :  Le  développement  de  la  Géométrie 
différentielle  réglée  (Rapport). 

Deux  de  ces  communications,  celles  de  MM.  Czuber  et  Hocevar, 
traitent  plus  particulièrement  de  l'enseignement  des  mathémati- 
ques. Nous  en  donnons  ci-après  un  court  résumé. 

M.  CzuBER  (Vienne)  examine  la  question  de  l'introduction  des 
éléments  du  calcul  infinitésimal  dans  les  écoles  moyennes.  Dans 
une  première  partie  il  donne  d'abord  un  aperçu  historique  du  dé- 
veloppement de  l'enseignement  mathématique  en  Autriche  an 
cours  du  siècle  dernier  ;  puis  il  montre  quelle  est  la  place  qui  a 
été  donnée  jusqu'ici  à  la  notion  de  fonction  dans  les  divers  pro- 
grammes. Nous  reproduisons  ici  les  conclusions  :  «  C'est  par  des 
raisons  non  pas  d'ordre  extérieur,  mais  de  nécessité  intérieure, 
qu'une  transformation  de  l'enseignement  mathématique  aux  éco- 
les moyennes,  au  gymnase  aussi  bien  qu'à  l'école  réale,  devient 
désirable.  Il  y  a  lieu  de  revoir  avec  soin  les  programmes  en  vue 
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cfy  introduire  les  notions  fondamentales  qui  se  rattachent  à  Tidée 
de  fonction  jusqu'aux  deux  problèmes  fondamentaux  du  calcul 
înfînitésimal.  M.  Czuber  émet  le  vœu  qu'une  commission  compo- 
sée de  représentants  de  la  science  et  de  l'école  soit  nommée  par 
les  autorités  scolaires  en  vue  d'élaborer  un  programme  et  un  plan 
d'étude  en  rapport  avec  le  temps  disponible  et  les  facultés  de  com- 
préhension des  élèves.  11  est  à  désirer  que  les  autorités  facilitent 
la  publication  et  l'introduction  dans  les  écoles  de  manuels  rédigés 
sur  ces  nouvelles  bases.  » 

M.  HocBVAR  (Graz)  se  déclare  également  favorable  à  l'introduc- 
tion des  éléments  du  calcul  infinitésimal  dans  les  classes  supé- 
rieures des  écoles  moyennes.  Il  insiste  sur  le  rôle  fondamental  que 
joue  ce  calcul  dans  les  branches  les  plus  diverses  et  sur  les  servi- 
ces que  les  premières  notions  peuvent  rendre,  déjà  à  l'école  moyen- 
ne, dans  l'étude  de  certains  problèmes  mathématiques  et  physi- 
ques. 

Le  conférencier  passe  ensuite  en  revue  les  différentes  objections 
que  l'on  a  faites  à  la  réforme  projetée  et  il  compare  le  temps  accor- 
dé aux  mathématiques  dans  les  plans  d'études  prussiens  et  autri- 
chiens. Les  conditions  sont  beaucoup  plus  favorables  en  Prusse. 
M.  Hocevar  estime  qu'il  y  a  lieu  de  retrancher  certaines  parties  du 
programme  actuel,  mais  que  malgré  cela  il  est  désirable  de  por- 
ter à  huit  la  durée  de  l'école  réale  (celle-ci  compte  9  années  en 
Prusse  et  10  en  AVurtemberg). 

Commission  d'enseignement.  —  On  sait  qu'au  précédent  congrès 
des  naturalistes  allemands,  tenu  à  Breslau,  une  commission  avait 
été  nommée  pour  étudier  et  faire  aboutir  les  projets  de  réforme 
de  l'enseignement  scientifique  dans  les  écoles  moyennes. 

M.  le  professeur  Gutzmer  présente  un  rapport  d'ensemble  sur 
les  travaux  de  cette  commission^  Après  avoir  retracé  le  mouve- 
ment qui  a  donné  naissance  à  celle-ci,  il  montre  quelles  sont 
les  idées  directrices  fournies  par  la  discussion  et  les  divers  rap- 
ports partiels  ;  elles  peuvent  être  résumées  comme  suit: 

1.  La  Commission  estime  qu'il  est  désirable  que  les  établisse- 
ments secondaires  supérieurs  ne  fournissent  pas  exclusivement 
une  culture  historique  et  littéraire  ou  une  culture  scientifique  ; 

2.  Elle  reconnait  les  sciences  mathématiques  et  naturelles  comme 
équivalentes  aux  langues  pour  ce  qui  est  des  moyens  propres  à 
développer  la  culture  générale  et  elle  maintient  ferme  le  principe 
de  la  culture  générale  spécifique. 

3  Elle  estime  qu'il  est  nécessaire  que  les  mêmes  droits  soient 
conférés  à  la  suite  des  examens  de  sortie  des  divers  établissements 
secondaires  supérieurs  (gymnases,  gymnases  réaux  et  écoles  réa- 
ies supérieures). 


^   Voir  Verhandlungen  d.  Ges.  Deulschcr  Naturforscher  u.  A««r7.te.  Hericht  der  Unterrichls- 
kommiftsion  ilbcr  ihrc  bishcrigu  Tâtigkeit.  Verlng  F.  C.  W.  Vogel.  Leipzig,  1905. 
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Le  rapport  général  est  accompagné  de  trois  rapports  consacrés 
à  renseignement  des  Mathématiques  ^rapporteur  M.  le  prof. 
F.  Kleix),  de  la  Physique  (M.  le  prof.  Poske)  et  de  la  Chimie  avec 
les  sciences  biologiques  (M.  le  prof.  K.  Fricke). 

La  place  nous  manque  pour  donner  un  aperçu  du  rapport  sur 
renseignement  des  mathématiques.  Nous  y  reviendrons  dans  un 
prochain  numéro.  Bornons  nous  à  dire  qu'il  demande  une  moder- 
nisation des  programmes  tendant,  d'une  part,  à  initier  de  bonne 
heure  les  élèves  k  la  notion  de  fonction,  et,  d'autre  part,  a  déve- 
lopper chez  eux  la  faculté  de  représentation  dans  Tespace. 


A  propos  des  nouveaux  programmes  de  mathématiques  en  France; 

adoption  de  la  méthode  Héray. 

Nos  lecteurs  trouveront  sous  la  rubrique  «  Notes  et  Documents» 
les  modifications  apportées  au  plan  d'études  des  lycées  et  collèges 
de  garçons  du  31  mai  1902  (arrêtés  des  27,  28  juillet  et  8  septembre 
1905).  On  sait  que  le  Décret  du  31  mai  avait  insisté  tout  parti- 
culièrement sur  le  caractère  à  la  fois  plus  simple  et  plus  pratique 
que  doit  revêtir  renseignement  des  sciences  dans  les  établisse- 
ments secondaires.  Les  récents  arrêtés  accentuent  encore  ce  ca- 
ractère concret.  La  réforme  nous  parait  excellente  ;  elle  porte  cette 
fois  principalement  sur  l'enseignement  de  la  Géométrie. 

A  la  suite  de  ces  modifications  M.  C.  Bourlkt,  professeur  de 
mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  vient  d'adresser  à 
ses  collègues  de  l'enseignement  secondaire  une  circulaire  dont 
voici  le  principal  passage  : 

«  Dans  la  collection  d'ouvrages,  que  j'ai  entrepris  de  publier 
avec  mon  ami  M.  Henri  Ferval  à  la  librairie  Hachette,  nous  nous 
sommes  efforcés  de  nous  conformer  à  ces  tendances  nouvelles,  et 
le  succès  de  nos  modestes  volumes  nous  prouve  que  nos  efforts  ont 
été  appréciés  par  nos  collègues  et  le  public.  » 

«  Dès  l'apparition  du  nouveau  décret,  je  me  suis  empressé  de 
faire,  à  ceux  de  mes  ouvrages  déjà  parus,  les  modifications  et  ad- 
ditions nécessaires  pour  les  rendre  strictement  conformes  aux  nou- 
veaux  program  m  es  » . 

«  Les  nouvelles  éditions  revues  et  complétées  de  mes  Cours 
d'arithmétique  et  d'algèbre  vous  seront  envoyées  à  titre  de  spéci- 
men, sur  votre  demande,  par  mes  éditeurs,  MM.  Hachette  et  C''\ 
79,  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris.  » 

«  Les  Instructions  annexées  au  Nouveau  Décret  de  juillet  1905 
invitent  en  outre  les  professeurs  à  suivre  une  méthode  toute  nou- 
velle en  Créométrie.  » 

«  C'est  M.  Méray,  l'éminent  professeur  de  la  Faculté  des  Scien- 
ces de  Dijon,  qui  en  est  l'initiateur  et,  personnellement,  depuis 
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plusieurs  années,  j'ai,  par  la  plume  et  par  la  parole,  préconisé  Tin- 
troduction  de  cet  enseignement  dans  nos  lycées.  » 

«  Il  y  a  un  an,  en  août  1904,  à  Grenoble,  sur  mon  rapport  et  ma 
proposition,  le  Congrès  de  V Association  françtdse  pour  V avance- 
ment des  Sciences  émettait  un  vœu,  qui  fut  transmis  au  Ministre, 
en  faveur  de  Tadoption  de  la  méthode  Méray.  >> 

«  C'est  donc  avec  joie  que  j'ai  entrepris  le  travail  délicat  de  ré- 
diger de  Nouveaux  Éléments  de  Créométrie  à  la  fois  conformes  au 
programme,  aux  instructions,  aux  idées  de  M.  Méray  et  aux  néces- 
sités de  notre  enseignement.  » 

«  Malheureusement  un  tel  travail  ne  se  fait  pas  en  un  jour  et 
toute  hâte  lui  serait  préjudiciable.  » 

«  Je  viens  donc  vous  demander  d'avoir  quelque  patience  et  de 
vouloir  bien  attendre,  avant  de  choisir  définitivement  un  Cours  de 
Géométrie^  d'avoir  vu  mon  nouvel  ouvrage  qui  sera  prêt  dans  trois 
ou  quatre  mois.  » 


Les  doctorats  es  sciences  délivrés  par  les  universités 

des  EtaU-Unis;  1904-1905. 

Pendant  l'année  scolaire  1904-1905,  les  universités  américaines 
ont  délivré  324  doctorats  dont  213  doctorats  es  sciences.  Au  nom- 
bre  de  ces  derniers  figurent  21  diplômes  pour  les  mathématiques 
et  3  pour  l'astronomie.  P^n  voici  la  liste,  avec  le  nom  de  l'université 
qui  a  délivré  le  doctorat  : 

H.  E.  Jordan  :  Group  characters  of  varions  types  of  linear 
groups.  (Chicago). —  Th.  E.  M  c  Kinney  :  Concerning  a  certain 
type  of  continued  fractions  depending  upon  a  variable  parameter. 
(Chicagoi.  —  R.  L.  Moore  :  Sets  of  metrical  hypothèses  of  geome- 
try.  fChicagoi.  — A.  W.  Smith  :  The  symbolic  treatment  of  diffe- 
rential  geometry.  i Chicagoi.  —  H.  B.  Me  Clexon  :  On  simple  inté- 
grais with  variable  limits.  (Yale  .  —  J.  C.  Moreheao  :  Xumbers  of 
the  form  2** —  1  and  P'ermats  numbers  (Yalei.  —  \V.  B.  Ford  :  On 
the  prdblem  of  analytical  extension  as  applied  to  functions  defined 
by  power  séries.  (Harvard).  —  H.  B.  Phillips:  Some  invariants  and 
covarîants  of  ternary  collineations.  (Johns  Hopkinst.  —  R.  P. 
Stephens  :  I.  On  a  curve  of  the  fîfth  class  ;  11.  On  a  System  of  pa- 
rastroïds  lid.).  —  Emily  Matilda  Coddixgton  :  The  historical  deve- 
lopmentof  pseudo-spherical  surfaces.  (Columbiai.  —  S.T.Tamura: 
A  mathematical  theory  of  the  nocturnal  coolingof  the  atmosphère 
near  the  earth's  surface.  (Columbia'.  —  O.  E.  Glexn  :  The  déter- 
mination of  the  abstract  groups  of  order/?*^r,  />,  ^,  and  /•  being 
distinct  primes.  (Pennsylvaniai.  —  U.  S.  Hanna  :  The  bitangen- 
tials  of  the  plane  quintic  and  plane  sextic.  (Pennsylvania).  — 
Alice  Madelaine  McKeldox:    Groups   of  order  2",  that   contain 
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cyelic   subq^roups    of    orders  2'°'*,    2'"'*,   2"'"^.    (Pennsylvaiiia).   — 

0.  P.  Akbrs  :  On  the  congruence  of  axes  in  a  bundle  oflinear  com- 
plexes. (Cornell).  —  R.  B.  Allen  :  On  hypercomplex  number  Sys- 
tems belonging  to  an  arbritrary  domain  of  rationality.  (Clark).  — 
Ch.  E.  Brown  ;  A  study  of  the  simpler  arithmetical  processes. 
i(]lark). — J.  S.  French  :  On  the  theory  of  the  pertingents  to  a 
plane  curve.  (Clark). — J.  N.  Gates:  Cubic  and  quarlic  surfaces 
in  four-fold  space.  (Clarkl.  —  H.  G.  Keppel  :  The  cubic  three- 
spread  ruled  wilh  planes  in  four-fold  space.  (Clarkr.  —  St.  M. 
Hadlby  :  Relative  masses  of  binary  stars.  (VVisconsin).  —  A.  M. 
HiLTEREiTBL  :  The  problem  of  two  fixed  centers  and  certain  of  its 
gejieralisations.  (Princeton).  —  \V.  A.  Manninc;  :  Studies  on  the 
class  of  primitive  substitution  groups.  (Stanford).  —  R.  H.  Curtiss: 

1.  A  method  of  measurement  and  réduction  of  spectrograms  for 
the  détermination  of  radial  velocities  :  11.  Application  to  a  study 
of  the  variable  star  W  Sagittarii.  (California). 

Nominations  et  distinctions. 

M.  René  Baire,  est  chargé  du  cours  de  mathématiques  pures  à 
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Sous  ce  titre  nous  publions  des  renseignements  relatifs  à  rorganisaiion 
de  l'enseignement:  créations  nouvelles,  programmes  et  règlements  d'un  in- 
térêt général,  liste  des  cours  des  principales  Universités  et  Ecoles  supé- 
rieures, etc.  La  Rédaction. 

FRANCE 

MODIFICATIONS  APPORTÉES  AU  PLAN  D^ÉTUDES 
DES  LYCÉES  ET  COLLÈGES  DE  GARÇONS 

DU  31  MAI  1902 
(Arrôtés  des  27,  28  juillet  et  8  ficptenibru  1905). 

I.  Instructions  relatives  à  renseignement  des  mathématiques. 

Les  programmes'  de  mathématiques  doivent  être   considérés  comme  des 


*  Faute  de  place  nous  devons  renvoyer  la  publication  de»  nouveaux  programmes  au  prochain 
numéro.  Héd, 


r. 
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tables  des  matières  ù  eDscifj^ner  dans  les  différentes  classes  ;  toute  latitude 
est  laissée  au  professeur  pour  adopter  tel  ordre  qui  lui  conviendra,  pour 
employer  les  méthodes  qui  lui  paraîtront  les  plus  profitables  aux  élèves 
qu'il  dirige. 

Dans  le  second  cycle,  les  études  ayant  pour  sanction  l'examen  du  bacca- 
lauréat, le  professeur  doit  naturellement  exposer  tout  ce  qui  figure  au 
programme  ;  dans  le  premie»*  cycle,  il  est  dégagé  de  toute  préoccupation 
d'examen  et  n'a  pour  guide  que  le  développement  de  ses  élèves;  il  peut 
donc,  s'il  le  juge  utile,  négliger  certains  points  et  insister  plus  lougnement 
sur  les  parties  plus  accessibles  ou  plus  nécessaires  aux  élèves  particuliers 
qui  lui  sont  confiés  ;  le  programme  sera  considéré  comme  un  programme 
maximum  :  mieux  vaut  que  les  enfants  acquièrent  des  connaissances  précises 
de  peu  d'étendue  plutôt  que  d'avoir  des  idées  vagues  sur  des  sujets  très 
variés. 

S'il  est  indispensable  de  laisser  au  maître  une  grande  liberté  dans  le  choix 
des  méthodes  pour  que  son  enseignement  ait  quelque  portée,  il  convient 
néanmoins  de  bien  préciser  l'esprit  dans  lequel  doit  être  donné  cet  ensei- 
gnement, afin  de  lui  conserver,  dans  son  ensemble,  une  direction  unique  et 
d'éviter  que  le  passage  d'une  classe  à  une  autre  ne  soit  pour  l'enfant  une 
cause  de  trouble  dans  ses  études.  On  demande  donc  aux  professeurs  do 
s'inspirer  des  indications  qui  suivent  relativement  aux  programmes  des 
diflereats  cycles  ^ 

1er  Cycle  B. 

On  ne  devra  pas  perdre  de  vue  que  les  élèves  sont  de  jeunes  enfants  dont 
quelques-uns  quitteront. le  lycée  après  la  Troisième;  aussi,  les  exercices 
pratiques  devront-ils  être  multipliés  et  porter  sur  des  données  réelles  et 
non  factices  ;  la  théorie  sera  réduite  à  des  explications  faites  sur  des  exemples 
concrets,  tout  au  moins  au  début  ;  ce  n'est  que  peu  à  peu  que  l'on  pourra, 
avec  de  grandes  précautions,  habituer  les  élèves  aux  notions  abstraites  les 
plus  simples,  en  montrant  sur  de  nombreux  exemples  la  nécessité  d'une 
définition  précise,  d'un  raisonnement  purement  logique,  en  insistant  à 
l'occasion  sur  les  erreurs  que  l'on  peut  commettre,  si  l'on  raisonne  sur  des 
objets  mal  définis,  sur  des  figures  dont  on  n'a  pas  déterminé  exactement 
les  éléments  et  leur  position.  Les  recueils  de  problèmes  amusants  fourniront 
de  nombreux  exemples  qui  frapperont  l'esprit  des  élèves  :  citons,  au  hasard, 
la  démonstration  de  l'égalité  de  64  et  65,  d'un  angle  droit  et  d'un  angle 
obtus,  etc. 

Arithmétique.  —  Les  élèves  devront  être  exercés  au  calcul  numérique  et 
à  la  résolution  de  problèmes  dont  la  solution  n'exige  aucun  artifice  ;  il  n'y 
a  nul  intérêt,  en  particulier,  à  demander  aux  enfants  de  s'astreindre  à  n'em- 
ployer que  des  procédés  purement  arithmétiques,  si  l'algèbre  fournit  une 
solution  simple  et  immédiate  d'une  question.  On  insistera  sur  l'ordre  <le 
grandeur  des  résultats,  en  attirant  l'attention  sur  les  erreurs  que  le  bon 
sens  permet  d'éviter  ;  en  faisant  varier  les  données  d'un  problème,  en  rem- 
plaçant, par  exemple,  des  mètres  par  des  centimètres,  on  demandera  de 
prévoir  quel  sera  l'ordre  de  grandeur  du  nouveau   résultat,  comparé  à  l'an- 


1  CtMix  d(;  nos  lecteurs  qui  ne  connaÎHsent  pas  l'organisatioii  de  l'enseignement  secondaire 
en  France,  trouveront  un  aperçu  des  diflV'rcnts  cycles  et  divisions  dans  l'Enseignement  mathé- 
matique du  15  mai  t90d.  pp.  183  et  184.  Bèd. 
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cien  ;  ce  qu'il  faut  éviter,  c'est  que  l'élève  effectue  machinaleinentdes  calculs, 
sans  se  rendre  compte,  à  chaque  instant,  de  leur  correspondance  avec  la 
réalité. 

Le  programme  de  comptabilité  a  été  abrégé  et  remplacé  par  l'indication 
de  notions  sur  les  calculs  pratiques  utilisés  dans  la  banque  et  le  commerce  ; 
on  y  exercera  les  élèves,  en  ayant  soin  de  n'opérer  que  sur  des  données 
précises  empruntées  aux  opérations  réelles. 

Le  professeur  est  invité  à  traiter  cette  partie  du  programme  avec  d'autant 
plus  de  soin  qu'elle  a  été  considérablement  simplifiée  et  que  ces  notions 
peuvent  être  indispensables  aux  élèves  qui  quittent  le  lycée  ou  le  collège 
après  le  premier  cycle. 

La  partie  théorique  est  réduite  à  l'étude  de  l'addition,  de  la  soustraction, 
de  la  multiplication  des  nombres  entiers,  de  la  recherche  des  caractères  de 
divisibilité,  des  fractions,  cette  étude  étant  faite  sur  des  exemples  concrets. 
Toutefois,  il  n'y  a  là  rien  d'absolu:  si  un  élève  a. la  curiosité  de  se  rendre 
compte  du  mécanisme  d'une  opération,  de  la  raison  d'être  d'une  règle 
donnée,  il  y  aura  avantage  à  satisfaire  cette  curiosité  et  il  serait  dangereux 
d'y  répondre  par  une  tin  de  non-recevoir. 

Algèbre.  —  Les  faits  les  plus  importants  de  l'algèbre  ayant  été  rencontrés 
dans  les  exercices  des  classes  de  Cinquième  et  de  Quatrième,  on  pourra,  en 
Troisième,  les  préciser  et  en  donner  une  théorie  élémentaire.  Les  énoncés 
des  théorèmes  doivent  être  précis,  mais  il  est  inutile  d'insister  trop  longue- 
ment sur  les  exceptions  qui  peuvent  se  présenter:  que  l'élève  sache  que  la 
proposition  qu'il  applique  n'est  vraie  que  sous  certaines  conditions,  cela 
suffit;  si,  (laus  un  cas  particulier,  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  il 
saura  qu'il  doit  traiter  le  problème  en  lui-même,  et  ce  sera  un  meilleur 
exercice  que  celui  qui  consisterait  à  rechercher,  par  un  effort  de  mémoire, 
à  quelles  modifications  du  théorème  co'respond  ce  cas  particulier. 

L  étude  des  variations  d'une  fonction  sera  accompagnée  d'une  représenta- 
tion graphique  aussi  exacte  que  possible.  La  courbe  une  fois  tracée  servira  à 
déterminer  une  coordonnée  en  fonction  de  l'autre;  la  comparaison  des  résul- 
tats graphiques  aux  nombres  calculés  directement  permettra  de  faire  apprécier 
1  importance  de  la  précision  dans  le  dessin,  et  on  habituera  ainsi  l'élève  à 
se  rendre  compte  de  la  grandeur  de  l'approximation  que  peut  donner  le 
procédé  graphique. 

Géométrie.  —  L'enseignement  de  la  géométrie  doit  être  essentiellement 
concret  ;  il  a  pour  but  de  classer  et  de  préciser  les  notions  acquises  par 
l'expérience  journalière,  d'en  déduire  d'autres  plus  cachées  et  de  montrer 
leurs  applications  aux  problèmes  qui  se  posent  dans  la  pratique. 

Toute  définition  purement  verbale  étant  exclue,  on  ne  devra  parler  d'un 
élément  nouveau  qu'en  donnant  sa  représentation  concrète  et  en  indiquant 
sa  construction  ;  ceci  exige  que  l'ordre  généralement  adopté  soit  modifié  ;  en 
particulier,  que  la  dùfinilion  du  cercle  soit  introduite  dès  le  début  et  (|ue 
l'usage  des  instruments  de  dessin  soit  indiqué  au  furet  à  mesure  des  besoins. 
Si  le  programme  est  rédigé  dans  l'ordre  habituel,  c'est  afin  de  n'imposer 
aucun  ordre  particulier;  il  est  entendu  que  celui  qui  est  indiqué  n'est  pas 
celui  que  l'on  suivra  dans  l'enseignemenl. 

Au  point  de  vue  de  l'explication  des  fails,  le  professeur  devra  faire  appel 
à  l'expérience  et  admettre  résolument  comme  vérité  expérimentale  tout  ce 
qui  semble  évident  aux  enfants  :  il  n'y  a   nulle   milité    à   démontrer   l'égalité 
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des  angles  droits,  des  angles  correspondants,  l'existence  de  Tintersection 
d'un  cercle  et  d'une  droite  dont  un  point  est  intérieur  au  cercle,  etc.  L'élère 
ne  comprend  pas  qu'il  y  ait  lieu  à  démonstration  et  ne  retient  que  des  mots 
vides  de  sens  ;  on  peut,  et  cela  est  déairnblc,  faire  sentir  dans  certains  cas 
la  nécessité  d'une  démonstration  ;  mais  il  ne  faut  donner  cette  dernière  que 
si  l'élève  est  convaincu  qu'elle  est  indispensable. 

On  aura  ainsi  l'occasion  de  montrer  qu'il  y  a  deux  certitudes  d'ordres 
différents  :  l'une,  expérimentale,  qui  appartient  aux  sciences  physiques  : 
l'autre,  logique,  qui  est  celle  des  vérités  mathématiques  ;  mais,  il  y  aurait 
un  grave  inconvénient  à  donner  à  cette  dernière  une  importance  qu'elle  n'a 
pas  dans  la  réalité  et  à  jeter  le  discrédit  sur  la  première,  qui,  il  faut  bien 
l'avouer,  est  la  seule  que  nous  possédions,  puisque  les  principes  mathé- 
matiques n'ont  pas  d'autres  fondements,  tout  au  moins  pour  les  élèves.  Ce 
qu'il  importera  de  faire  ressortir,  c'est  l'importance  du  raisonnement  logique 
pour  réduire  au  minimum  les  faits  expérimentaux  ;  il  serait  aisé  de  multi- 
plier les  exemples:  si  l'on  construit  un  décagone  régulier  inscrit,  on  con- 
state expérimentalement  qu'il  est  à  peu  près  impossible  de  le  fermer;  au 
contraire,  en  prenant  pour  côté  d'un  polygone  régulier  la  moitié  du  côté 
du  triangle  équilatéral,  on  obtient  sensiblement  un  heptagone  régulier;  si 
l'on  mesure  la  somme  des  angles  d'un  triangle,  on  trouve  des  nombres 
voisins  do  180°,  etc.  Ces  exemples  montrent  que  l'expérience  fait  pressentir 
une  vérité,  mais  est  insuffisante  pour  la  faire  connaître  d'une  façon  précise  ; 
si  donc  il  est  possible,  à  l'aide  d'un  raisonnement  logique,  de  mettre  cette 
vérité  en  évidence  ou  d'infirmer  ce  que  semblait  donner  l'expérience,  il  y  a 
tout  avantage  à  le  faire  ;  il  es!  aisé  également  de  faire  ressortir  l'intérêt 
pratique  que  présente  la  méthode  purement  logique,  en  insistant  sur  ce 
qu'elle  a  fait  disparaître  toute  incertitude  dans  les  résultats.  On  aura  ainsi 
préparé  l'étude  de  la  géométrie,  qui  sera  faite  dans  le  second  cycle,  où  les 
élèves  avertis  ne  s'étonneront  pas  du  soin  minutieux  avec  lequel  les  moindres 
théorèmes  sont  démontrés. 

Un  appel  constant  à  la  notion  du  mouvement  semble  devoir  faciliter  l'en- 
seignement de  la  géométrie  ;  c'est  ainsi  que  le  parallélisme  sera  lié  à  la 
notion  expérimentale  de  translation,  que  l'étude  des  droites  et  plans  perpen- 
diculaires résultera  de  la  rotation;  l'idée  d'égalité  sera  liée  à  celle  du  trans- 
port des  ligures,  que  l'on  précisera  en  introduisant  la  notion  si  simple 
d'orientation. 

Le  dessin  est  appelé  à  jouer  un  rôle  important  dans  l'enseignement  de  la 
géométrie  ainsi  conçu;  il  faudra  faire  exécuter  très  exactement  les  con- 
structions indiquées  dans  le  cours  et  mêler  intimement  le  calcul  aux  mesures 
effectuées  directement.  C'est  surtout  en  Troisième  que  l'on  pourra  intéresser 
les  élèves  en  leur  faisant  exécuter  des  épures  très  simples  relatives  aux 
ombres  et  aux  sections  planes  ;  il  ne  saurait  être  question  d'indiquer  les 
méthodes  générales  de  la  géométrie  descriptive  ou  de  la  géométrie  cotée: 
chaque  question  devra  être  étudiée  en  elle-même,  et  l'ingéniosité  de  l'élève 
pourra  être  exercée  par  la  recherche  des  moyens  les  plus  propres  à  donner 
la  solution  du  problème  ;  il  aura  à  se  servir  des  théorèmes  les  plus  impor- 
tants du  cours  et  jugera  ainsi  de  leur  utilité.  Rien  n'empêchera  de  faire 
construire  le  corps  représenté  par  l'épure,  d'en  calculer  les  éléments,  puis 
de  les  mesurer  à  l'aide  de  l'épure  ou  sur  le  corps  lui-même:  la  comparaison 
des  différents  résultats  permettra  d'apprécier  la  valeur  de  chaque   procédé. 

ïiC  dessin  n'est  pas  d'ailleurs  le  seul   auxiliaire  de  cet  enseignement  ;   il 
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eo  est  d'autres  qui  ont  même  uoe  importance  plus  grande  en  ce  sens  qu'ils 
font  mieux  ressortir  la  liaison  de  la  théorie  et  des  applications.  En  parti- 
culier, il  serait  intéressant  de  mettre  un  objet  de  forme  simple  entre  les 
mains  de  l'élève,  de  lui  demander  d'effectuer  sur  cet  objet  toutes  les  mesures 
qu'il  jugerait  nécessaires  pour  pouvoir  ensuite  le  reproduire  au  moyeu 
d'une  épure,  en  évaluer  la  surface,  le  volume,  etc.  — ,  les  résultats  obtenus 
comportant  des  vérifications  expérimentales. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  est  recommandé  d'exercer  les  élèves  à 
l'exécution  de  levés  de  pian,  ce  que  l'on  pourra  faire  sans  sortir  de  l'éta- 
blissement. [1  est  facile  de  tracer  une  droite  joignant  deux  points  situés 
dans  des  salles  différentes,  de  mesurer  la  distance  de  ces  points,  etc.  ;  on 
insistera  d'ailleurs  sur  l'intervention,  dans  ces  applications,  des  théorèmes 
qui  ont  pu  sembler  être  d'ordre  purement  spéculatif. 

A  côté  de  ces  exercices  pratiques,  qu'une  collection  de  modèles  et  d'appa- 
reils simples  faciliterait  beaucoup,  il  y  aura  lieu  d'habituer  les  élèves  à  la 
résolution  de  problèmes  très  simples,  en  essayant  de  leur  faire  deviner  la 
solution  et  en  développant  ainsi  leur  intuition,  puis  en  exigeant  une  démons- 
tration rigoureuse,  en  insistant  sur  l'importance  de  chaque  phrase,  en  mon- 
trant au  besoin  comment  un  mot  mal  choisi  ou  mal  défini  peut,  suivant 
l'interprétation  qu'on  lui  donne,  conduire  à  des  conclusions  très  différentes. 

l«r  Cycle  A  et  2°'«  Cycle  A  et  B. 

L'enseignement  des  mathématiques  dans  ces  cycles  devra  être  donné  au 
mèuie  point  de  vue  que  dans  le  l**"  cycle  B.  Le  peu  de  temps  dont  dispose 
le  professeur  ne  lui  permettant  pas  de  développer  longuement  son  cours,  il 
devra  sutout  s'attacher  k  donner  en  géométrie  une  idée  de  la  forme  des 
corps  et  pourra  laisser  de  côlé,  s'il  le  juge  à  propos,  toute  théorie  un  peu 
abstraite.  Les  exercices  devront  surtout  consister  en  problèmes  sur  les 
aires  et  les  volumes,  en  insistant  sur  le  choix  des  unités  et  en  faisant  revoir 
sans  cesse  le  système  métrique  ;  des  constructions  très  simples,  mais 
exécutées  avec  soin,  pourront  constituer  d'excellents  devoirs  ;  ce  ne  pourra 
être  que  dans  les  classes  ayant  des  élèves  désireux  de  faire  plus  tard  des 
sciences  que  l'on  donnera  à  résoudre  de  véritables  problèmes  de  gêoméirie  : 
théorèmes  à  démontrer,  lieux  géométriques. 

Les  démonstrations  ne  seront  données  qu'autant  qu'uu  nombre  suffisant 
d'élèves  seront  en  état  de  les  comprendre;  pour  les  volumes,  on  se  bornera 
au  besoin  aux  énoncés  des  règles  pratiques,  ou,  dans  des  cas  simples,  on 
justifiera  ces  .règles  en  employant  la  méthode  infinitésimale,  sans,  bien 
entendu,  soulever  à  cet  égard  aucune  difliculté. 

Conférences  facultatives.  —  Dans  les  conférences  destinées  aux  élèves  qui 
désirent  faire  des  éludes  scientifiques  après  avoir  suivi  les  cours  des  1^^^ 
cycles  A  et  B,  la  plus  grande  liberté  est  laissée  au  professeur;  ayant  devant 
lui  des  élèves  intelligents  et  travailleurs,  il  sera  seul  juge  du  développement 
qu'il  peut  donner  à  son  cours;  limportaut  est  qu'il  forme  des  élèves  pouvant 
comprendre  les  mathématiques  ;  qu'ils  en  sachent  beaucoup  n'est  pas  néces- 
saire ;  ce  qui  est  indispensable,  c'est  qu'ils  aient  compris  les  principes  et 
soient  habitués  au  raisonnement  logique. 

2«»  Cycle  C  et  D. 

Les  programmes  du  second  cycle  scientifique  ont  été  conçus   de   façon  à 
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penneltre  aux  élèves  entrant  en  Mathématiques  A  ou  B  do  posséder  à  fond 
les  éléments  de  géométrie,  d'algèbre  et  de  trigonométrie. 

La  forme  adonner  à  l'enseignement  est  celle  qui  est  adoptée  actuellement, 
les  études  faites  dans  le  premier  cycle  ayant  préparé  les  élèves  à  recevoir 
un  enseignement  logique;  on  ne  perdra  pas  de  vue  que  ce  nest  qu'en  faisant 
de  nombreux  exercices  que  l'on  habitue  les  élèves  à  manier  avec  sûreté  les 
éléments  dont  ils  disposent. 

Il  sera  bon  de  faire  ressortir  les  liens  intimes  entre  les  différentes  parties 
du  cours,  en  menant  de  front  la  partie  algébrique  et  la  partie  géométrique  ; 
il  n'y  a  nul  inconvénient  à  introduire  les  relations  trigouométriques  dans 
les  démonstrations  géométriques,  à  utiliser  pour  la  détermination  des 
volumes  la  méthode  inlinitésimale,  que  l'on  peut  présenter  en  toute  rigueur 
dans  les  cas  simples. 

Mathématiques  A  et  B. 

En  Mathématiques  A  et  B,  le  professeur  n'aura  pas  à  faire  de  cours  sur 
les  matières  déjà  vues  dans  les  classes  de  Seconde  et  Première,  en  algèbre, 
trigonométrie,  géométrie  et  géométrie  descriptive;  mais  il  devra  s'assurer, 
par  des  interrogations  méthodiques  et  des  exercices,  que  tous  les  élèves  les 
étudient  et  les  possèdent. 

En  particulier,  il  serait  intéressant  de  réunir  en  géométrie  tout  ce  qui 
est  descriptif,  puis  tout  ce  qui  est  métrique,  eu  rapprochant  l'étude  de 
l'espace  de  celle  du  plan  ;  cela  ne  présenterait  aucune  difficulté  pour  des 
élèves  qui  ont  déjà  fait  une  première  étude  de  la  géométrie  et  aurait  l'avan- 
tage de  grouper  les  faits  semblables,  donnant  ainsi  une  vue  d'ensemble 
sans  laquelle  il  est  bien  difficile  de  coordonner  les  idées. 

Il  est  à  peine  besoin  d'insister  sur  l'importance  que  l'on  doit  attacher  au!& 
exercices  pratiques,  tels  que  levés  de  plan,  exécution  d'épurés  ;  ce  n'est  qu'à 
la  condition  d'en  faire  un  grand  nombre  que  l'élève  retiendra  la  géométrie 
descriptive  et  y  prendra  goût. 

En  mécanique,  il  ne  sera  soulevé  aucune  difficulté  sur  les  principes:  le 
principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces  pourra  être  réduit  à  ce  fait 
que,  si  plusieurs  forces  agissent  à  un  instant  t  sur  un  point  matériel, 
l'accélération  qu'il  possède  à  cet  instant  est  la  somme  géométrique  des 
accélérations  qu'il  posséderait  si  chacune  des  forces  agissait  seule.  Le  pro- 
fesseur devra  éviter  tous  les  développements  et  les  exercices  présentant 
uniquement  un  intérêt  géométrique  ;  c'est  pour  sifpprimer  toute  occasion 
de  développements  de  ce  genre  que  les  théorèmes  se  rapportant  aux  vecteurs 
ont  été  réduits  au  minimum  indispensable  et  transportés  dans  le  programme 
de  géométrie,  où  ils  se  présentent  sous  leur  véritable  jour.  Le  professeur 
devra  choisir  des  exercices  de  mécanique  d'un  caractère  pratique,  se  rap- 
portant à  des  mécanismes,  à  des  mouvements,  à  des  équilibres  familiers 
aux  élèves  ;  il  devra  poser  des  problèmes  précis,  avec  des  données  numé- 
riques, de  façon  à  habituer  les  déliulants  aux  divers  systèmes  d'unités  et  à 
l'emploi  du  système  métrique  ;  il  évitera  les  généralités  et  l'abus  du  calcul, 
en  exerçant  les  élèves  à  raisonner  directement  sur  chaque  question.  Dans 
l'explication  de  la  réalisation  pratique  des  mouvements  de  translation,  de 
rotation,  du  mouvement  hélicoïdal  et  des  transformations  de  mouvements 
usitées  dans  les  machines,  le  professeur  ne  se  contententera  pas  de  ligures, 
ni  même  de  modèles  ;  il  devra  montrer  aux  élèves  des  machines  usuelles, 
les  analyser  avec  eux,  leur  montrer  les  liaisons  mutuelles  des  pièces  et  les 
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transformations  de  mouvement  qui  en  résultent.  De  même  en  statique  et 
dynamique,  il  sera  utile  do  choisir  des  exercices  présentant  un  caractère 
pratique,  et  d'en  efTectuer  les  réalisations  expérimentales.  En  corrigeant  les 
travaux  écrits  comportant  les  calculs  numériques,  le  professeur  devra  saisir 
toutes  les  occasions  pour  expliquer  aux  élèves  les  méthodes  d'approximation. 

En  cosmographie,  il  conviendra  de  ne  pas  développer  les  méthodes  de 
mesure  et  d'observation  qui  intéressent  l'astronome  de  profession,  mais  de 
donner  surtout  des  notions  d'astronomie  physique. 

Une  heure  au  moins  par  semaine  doit  être  consacrée  exclusivement  aux 
problèmes,  aux  épreuves  pratiques  de  calcul,  de  géométrie  descriptive,  de 
mécanique  et  aux  exercices  sur  le  cours.  Tous  les  exercices  devront  se  rap- 
porter rigoureusement  au  programme  ;  aucun  développement  théorique 
nouveau  ne  devra  être  donné  ù  propos  d'un  exercice. 

Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  190r>-190(). 
(Suite,) 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Technische  Hochschule.  —  Abteilung  f.  allg.  Wissenschaften.  — 
DziOBEK  :  Hôhere  Mathematik  (Diff.-  u.  Int.-Rechn.,  analyt.  Géométrie).  — 
Haentschel  :  Elem.  d.  Diff.-  u.  Int.-Rechn.  u.  d.  analyt.  Geom.  —  X.N.  : 
Darst.  Geom.  l.  —  Hertzek  :  Darst.  Géométrie  I.  —  Hettner  :  Hôhere 
Mathematik  (Diff.-  u.  Int.-Rechn.,  analyt.  Geom.);  Uebgn.  z.  hfth.  Mathe- 
matik; Th.  d.  Raumkurven  und  Flachen.  —  Joli.es  :  Darst.  Geom.  I;  graph. 
Statik  —  Lampe  :  Hôhere  Mathematik  iDiff.-  u.  Int.-Rechn..  analyt.  Geom.)  ; 
Uebgn.  z.  hôh.  Math,;  bestimmte  Intégrale  u.  DiU'.-Gleichungen.  —  Steinitz  : 
Potentialth.  ;  Funktionenth.  ;  Niedere  Analysis  u.  Algebra.  —  R.  Muli.er  : 
Diff.-  u.  Int.-Rechn.  —  Rothe  :  geom.  Anwendungen  d.  Diff.-  u.  Int.-Rechn. 

—  Steixitz  :  synth.  Geom.  ;  niedere  Analysis  u.  Alj^ebra. 

Bonn;  Universitàt.  —  Kaufmaxn  :  Theor.  Mechanik,  %\  Uebgn.  1.  — 
Kowalewsky  :  Elem.  d.  analyt.  Géométrie.  4  ;  Uebgn.  i  ;  Allgemeine  Funk- 
tionentheorie,  3  ;  Uebgn.  l  :  math.  Seminar.  —  Kustner  :  Sphiir.  Astrono- 
mie 3  ;  Fixsternkunde  1  ;  prakt.  Uebungen.  —  l..o.\Doi>t  :  Diff.  u.  Int.-Rech- 
n:ing.  11,4;  Uebgn.  1;  Synth  Geom.  2;  mathem.  Seminar.  —  Study  :  Infini- 
tesimalgeometrie,  \\  Kinl.  in  die  Variationsrechnung,  2;  mathem.  Seminar. 

Mûnchen;  Universitàt.  —  Baurr  :  Math.  Seminar —  Lindemaxn  ;  Differen- 
tialrechn.  5  ;  analyt.  Mechanik,  4;  mathem.  Seminar.  —  v.  Seeliger  :  Théorie 
des  Potentials  und  der  Figur  der  Himmelskôrper  ;  astron.  Kolloquium.  — 
Voss  :  Analyt.  Geom.d.  Ebene,  5  ;  Th.  d.  alg.  Fliichen,  4  :  mathem.  Seminar.  — 
Prixgshei.m  :  Elliplische  Funktionen,  4  ;  Kettenbriiche  2.  —  Dœhlemann  : 
Darst.  Géométrie  I,  5;  Uebgn,  dazu,  3;  synth.  (ueuere)  Géométrie  5.  Uebgn.  1. 

—  AxDiNG  :  Elemenle  der  Astronomie,  2.  —  v.  Weber  :  Algebra,  5  ;  lutegral- 
rechnung  mit  Uebgn.,  5.  —  Brunn  :  Grundziige  der  Mengenlehre.  4. 

Manchon;  Technische  Hochschule.  —  I.  Reine  und  angewandte  Mathema- 
tik. —  FiNSTERWALDER  :  Hôhcre  Mathematik  ï.  Teil  mit  Uebungen  ;  Nicht- 
euklidische  Géométrie.  — v.  Hrau.n.mùhl  :  Hôhere  Mathematik  III  mit  Uebgn.  ; 
Algebraische   Analysis;    Mathematisch-historisches  Seminar.    —  v.  Dyck  : 

L'Enseignement  mnihém.,  7«  année;  1905.  33 
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Gruudzuge  dcr  hôh.  Matheniatik  (fur  Architeklen  und  Chemiker)  I  mit  Uebgn.  ; 
Funktioiieiith.  nach  Cauchy  iiiid  Riemana.  —  v.  Dyck  u.  Fi.nsterwaldkr  : 
Mathem.  Seniinar  (Kolloquium).  —  Burmestkr  :  Darst.  Géométrie  I  mit 
Uebgn.  ;  Geometrisch-optisohe  Tàuschuogen.  —  M.  Schmidt  :  Yermessuugs- 
kunde.  —  Fôppl  :  Technische  Mechanik  [I  (graphisehe  Statik}  und  [II  (Festig- 
keitsiehrei;  Uebgn.  auf  dem  Gebiete  der  techuischen  Mechanik.  —  Asydirg  : 
Eleraente  der  Astronomie.  —  Bischoff  :  Ausgleichiiugsrcchn.  iPraktîkum); 
Mechanisches  und  graphisches  Rechnen.  — Kutta  :  Elaetizitatsth. — Emden: 
Foitrier'ache  Reihen  und  Kugelfunktiouen  und  Anwendung  derselben  aiif 
physikalische  Problème  mit  Uebgn. 

Stuttgart;  Technische  Hochschule.  —  Mathematik  und  Mechanik.  — 
BKETscH?fBiDER  :  Niedcre  Mathematik.  —  Hohbnmer  :  Trigonométrie  ;  Kataster- 
niessungen  ;  Miirkscheidekunde  :  Prakt.  Géométrie.  —  Stûbler  :  Niederc 
Analysis.  —  Wolffinc  :  Funktionenth.  ;  Diff.  u.  Inl.-Rechn.  —  Revschle  : 
Kurvendiskussion.  ;  Analyt.  Géométrie  d.  Raumes;  Nouere  analyt.  Geomelrîe 
der  Ebene  und  des  Raumes;  DifT.-  u.  Int.-Rechn.;  Mathem.  Seminar.  — 
Mehmke  :  Darst.  Géométrie;  Analyt.  Mechanik;  Mathem.  Seminar.  —  Roth  : 
Schaltenkonstruktionen  und  Belcuehlungskunde.  —  Hammkr  :  Ausarbeitung 
geodiitischer  Aufnahmen;  Prnktischc  GeometHe;  Ausgleichungsrechnung; 
Hôhere  Geodasie;  Baroq;ietrisches  Hôhenraessen;  Astronomische  Zeit-  und 
dirckte  geographische  Ortsbestimmung.  —  v.  AuYenrieth  :  Technische 
Mechanik. 

AUTRICHE 

Vienne:  Universitdt.  —  P.  \oy  Escherich  :  DifF.  u.  Int.-Rechnung.  5: 
Ubg.  hiecKU,  1  ;  Proseminar  fur  Mathematik,  1  ;  Seminar  fur  Mathematik. 
2.  —  Fr.  Mertens  :  Zahlentheorie.  5  ;  Ubungen  im  math.  Seminar,  2  ;  Ubun- 
gen  im  math.  Proseminar,  1.  —  VVilh.  Wirtinger  :  Théorie  der  DiCferential- 
gleichungen,  5  ;  Math.  Seminar,  2  ;  Math.  Proseminar.  1.  —  G.  Kohn  ;  Ana- 
lytische  Géométrie,  4  ;  Ubungen  hicrzu,  1  ;  Invariantentheorie  mit  geome- 
trischen  Anwendungen,  2.  —  A.  Tauber  ;  Versicherungsmathemalik,  4.  — 
E.  Blaschke  :  Einfùhrung  in  die  math.  Statistik,  3.  —  K.  Carda  :  Differen- 
lialgeometrie,  2.  —  J.  Plemely  :  Einfùhrung  in  die  Théorie  der  elliptischen 
Funktionen.  2.  —  J,  Gruxwald  :  Potentialtheorie,  2.  —  H.  Hah?î  :  Theore- 
tischo  Arithnietik,  2.  —  Edm.  Weiss:  Théorie  der  Sonnenfinsternisse  und 
verwandten  Erscheinungen,  4.  —  J.  von  Hepperger  :  Sphàr.  Astronomie,  4  ; 
Anleilung  zum  Gebrauchc  astron.  Kataloge,  Tafeln  und  Jahrbucher,  1.  — 
R.  ScHRAM  :  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1.  —  N.  Herz  :  Astronomie 
und  Geodasie  in  historischer  Entwicklung,  2.  —  Ad.  Prêt  :  Die  Grundiagon 
der  hoheren  Geodasie,  2. 

Pendant  le  semestre  d'été  1905,  l'université  de  Vienne  a  compté  6926  étu- 
diants, dont  245  étudiantes. 

Vienne;  Technische  Hochschule.  — Allé:  Matheniatik  I.  Kurs,  5.  —  Czv- 
BER  :  Mathematik  II.  Kurs,  5  ;  Grundiehren  der  hôheren  Mathematik,  4  ; 
Wahrscheinlichkeitsrechiuing,  3.  —  Reich  :  Ausgewiihlte  Kapitel  aus  der 
Algebra,  2.  —  Grûnwald  :  Ùber  Fourier'sche  Reihen,  2.  —  Tauber  :  Ver- 
sicherungsmathematik  I.  Kurs,  4  ;  II:  Kurs,  4.  —  Blaschke  :  Einfùhrung  in 
die  math.  Statistik,  3.  —  MCller  :  Darstellende  Géométrie  und  konstruktives 
Zeichnen,  4  -}-  6  ;  Seminar  da/.u.  2,  —  Schmid  :  Darstellende  Géométrie  und 
konstruktives  Zeichnen,   4  -|-  6  ;   Projektive  Géométrie,  3  +  2.  —  Fikger: 
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Elemente  derreioen  Mechanik  in  Verbindung  mit  ^raphischer  Statik.  5;  En- 
zyklopâdie  der  Mechanik,  4  ;  Anaiytische  Mechanik.  2.  —  Pollack  :  Elemente 
der  niederen  Geodâsie,  4  Y>  ;  Prakiiache  Ubuof^en  dazu,  5.  —  Tiktbr  :  H6- 
here  Geodâsie,  4  ;  Sphârische  Astronomie,  4  ;  Ubungen  ira  Beobachten  und 
Rechnen,  3. 

Brûnn  (Moravie)  ;  Technische  Hochschule.  —  Neumann  :  Grundzîige  der 
Elastizitâts-  und  Festigkeitsiehre;  Baumechanik  I.,  7  Yt.  —  Walsch  :  Ma- 
thematik  I.,  1.  Teil,  7;  Korrepetitionen,  2.  — Biermamn:  MathematikII.,  Aus- 
gewâhlte  Kapitel  der  hôheren  Mathematik.  3,  Korrepetitionen,  1;  Malh. 
Nâherungsmethoden.  2;  Variationsrechnang,  I. —  Fischer:  Math.  Ubungen, 
1;  Théorie  und  Praxis  der  Fourier'schen  Reihen,  2.  —  Rupp  :  Darsteliende 
Géométrie,  6;  Ubungen,  8.  —  Obenrauch  :  Geschichte  der  Géométrie,  1.  — 
Niessl  V.  Metendorf  :  Niedere  Geodâsie,  6;  Situationszeichnen,  '*  ;  Gcome- 
trischer  Kurs,  3  Y>  ;  Sphârische  Astronomie,  3. 

CzernowitZ  (Bukowina)  ;  Universitât.  —  Tumlirz  :  Theoretische  Mechanik 
II.,  5;  Math.-phys.  Seminar.  2.  —  Daublebskt  von  Sterneck  :  Anaiytische 
Géométrie,  3;   Zahlentheorie,  2;  Math.   Seminar,  2;   Math.  Proseminar,  2. 

Gras  (Styrie)  ;  Universitât.  —  Fkischauf:  Hôhere  Analysis,  3;  Zahlen- 
theorie, 2.  Dantscher  V.  Kollesberg  :  Diflerential-  und  Intégral rechnung,  5*. 
Math.  Seminar,  2.  —  Streissler  :  Darsteliende  Géométrie  I  :  Orthogonale 
Projektion,  3;  Hillebraivd  :  Elemente  der  theoretischen  Astronomie,  3;  As- 
trophotometrie,  2. 

âraz;  Technische  Hochschule.  —  Hocevar  :  Mathematik  I.,  6;  Ubungen, 
2;  Sphârische  Trigonométrie,  1.  —  Stelzel:  Elemente  der  hôheren  Mathe- 
matik I.,  4.  —  Peithiher  V.  LicHTENFELs:  Mathematik  II.,  4  ;  Ubungen,  2. 
—  Sch€ssler  :  Darsteliende  Géométrie,  4;  Ubungen,  6;  Seminar,  2;  Théo- 
rie der  Kegelschnitte,  3.  —  Wittenbauer  :  Allgemeine  Mechanik  (einschliess- 
lich  der  Elemente  der  graphischen  Statik)  I.,  4  ;  Ubungen,  1  ;  Enzyklopâdie 
der  Mechanik,  4  ;  Technische  Mechanik.  I,  4.  —  Klingatsch  :  Niedere  Geo- 
dâsie I,  4  ;  Hôhere  Geodâsie,  4  ;  Praktisrhe  Messûbungen,  Situationszeich- 
nen, 4  H-  2. 

Innabrnck  ;  Universitât.  —  Stolz:  Réelle  Differential-  und  Integralrech- 
nung,  3  ;  Math.  Seminar,  1  ;  Arithmetik,  2.  —  Zindler  :  Anaiytische  Géomé- 
trie der  Ebene  und  des  Raumes,  mit  Ubungen,  7.  —  Menger  :  Darsteliende 
Géométrie,  mit  Konstruktionsûbungen.  4.  —  V.  Oppolzer  :  Sphârische  As- 
tronomie, theoretischer  Teil,  4. 

Prag;  Universitât,  —  Lippich  :  Theoretische  Mechanik,  4  ;  Kapillarerschei- 
uungen,  1.  —  PicH  :  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Géo- 
métrie, 3:  Elemente  der  Invariantentheorie,  2.  —  Gmei:>(er  :  Differential- 
und  Intégral  rechnung,  4;  Uber  algebraische  Gleichungssysteme,  1.  — 
Weinek  :  Uber  Aberration,  Pruzession  und  Nutation,  3.  —  Oppbnhkim  :  Nie- 
ilere  und  Elemente  der  hôheren  Geodâsie,  2. 

Prag;  Technische  Hochschule,  —  Zsigmondy  :  Mathematik  I.,  6;  Repeti- 
torium,  2  ;  Elementen  der  hôheren  Mathematik,  6;  Repetitorium.  1  ;  Ausge- 
wàhlte  Kapitel  der  Differential-  und  Integralrechnung.  2.  —  Gru?(wald  : 
Mathematik  H.,  5  ;  Repetitorium,  2  ;  Diflerentialgleichungen  und  deren  An- 
wendungen auf  Géométrie  und  Mechanik,  2.  —  Janiscu  :  Darsteliende  Géo- 
métrie. 4;  Konstruktive  Ubungen,  8;  Géométrie  der  Lage,  3.  . —  Stark  : 
Enzyklopâdie  der  Mechanik,  II  :  Festigkeitsiehre  und  Hydraulik,  2;  Mecha- 
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hik,  I:    Statik    und    Dynamik.    6;    Repetitorium,  1;  Gi*aphii<che  Statik,   2; 
Konstruktive  Ûbungen,  2. 

FRANCE 

Paris;  Faculté  des  sciences  (Cours  du  !«'  semestre,  à  partir  du  6  novem- 
bre 1905).  —  G.  Darbuux  :  Principes  généraux  de  la  Géométrie  infinitésimale 
et  en  particulier  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  et  les  formes  quadra- 
tiques de  dilTérentieiles  (2  leçons  par  semaine),  —  Goursat  :  Opérations  du 
calcul  différentiel  et  intégral  ;  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  analytî^ 
ques  (2  leçons).  —  Paixlevé:  Lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
(2  leçons).  —  P.  Appell  :  Eléments  de  mathématiques  préparatoires  à  l'étude 
de  la  mécanique  et  des  sciences  physiques  (2  leçons).  —  L.  Rafft  :  Applica- 
tions géométriques  de  lanalyse  en  vue  du  certificat  de  mathématiques  prépa- 
ratoires à  l'enseignement  des  sciences  physiques.  —  H.  Poincaré:  Perturba- 
tions des  planètes  et  développement  de  la  fonction  perturbatrice  (2  leçons).  — 
J.  BoussiNESQ  :  Propriétés  mécaniques  des  fiuides  et  les  plus  importants  des 
mouvements  où  leur  frottement  intérieur  n'a  qu'un  rôle  secondaire  (écoule- 
ment par  les  orifices  et  les  déversoirs  ;  onde  solitaire,  etc.)  (2  leçons).  —  E. 
BoRiiL  :  Esquisse  de  la  théorie  générale  des  fonctions  entières  et  son  appli- 
cation à  l'étude  des  diverses  fonctions  particulières  (1  leçon).  —  G.  Kœkigs: 
Cinématique  générale  ;  applications  aux  machines  (2  leçons).  —  P.  Puiseux  : 
Des  étoiles^  des  amas  stellaires,  des  nébules,  éclipses  (1  leçon). 

GouRSAT  :  Conférence  sur  les  matières  du  calcul  différentiel  et  intégral 
(1  leçon).  —  J.  Hadamard  :  Conférence  sur  le  calcul  différentiel  et  intégral 
(1  leçon).  —  L.  Raffy  :  Conférence  de  géométrie  supérieure  (1  leçon).  — 
Hadamard  et  Borel  •  Conférence  sur  la  mécanique  rationnelle  (2  leçons).  — 
Blutel  :  Conférence  de  mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences 
physiques  (1  leçon).  —  Servant:  Conférence  sur  la  mécanique  physique  et 
expérimentale. 


BIBLIOGRAPHIE 


Jules  Tannery.  —  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  d'une  yariable. 

—  Deuxième  édition  entièrement  refondue.    Tome  I.  —  1  vol.   gr.  in-8o. 
IX,  422  p.  ;  prix  :  14  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

L'excellente  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  d'une  variable,  publiée 
par  M.  Tannery  en  1886,  était  épuisée  depuis  bien  des  années  et  les  précieux 
services  qu'elle  avait  rendu  faisaient  vivement  désirer  une  nouvelle  édition. 
Olle-ci  vient  enfin  de  paraître,  ou,  tout  au  moins,  un  premier  volume. 

M.  Tannery  ne  s'est  pas  borné  à  une  simple  réimpression  de  l'ouvrage 
primitif  en  se  bornant  à  des  améliorations  de  détail  ;  il  a  préféré  écrire  à 
nouveau  cette  seconde  éditioTi  en  tenant  compte  de  l'étal  actuel  de  l'Analyse. 

La  nouvelle  édition  comprendra  deux  volumes.  Le  premier  contient  a  peu 
près  tout  ce  qui  figurait  dans  la  première  édition  :  Nombres  irrationnels  ; 
en.Kembles  infinis,  suites  infinies,  limites  ;  séries  produits  infinis,  fractions 
continues  ;   premiers  principes   de  la  Théorie   des    fonctions  ;    polynômes. 
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fractious  rationnelles  ;  fonctions  exponentielles,  etc.  ;  suites  infinies  à  termes 
variables,  convergence  uniforme,  définition  des  fonctions  élémentaires  ; 
dérivées.  Le  second  volume  donnera  les  notions  essentielles  du  calcul  inté- 
gral et  de  la  Théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

On  trouve  dans  ce  volume  ce  souci  de  la  rigueur,  de  la  clarté  et  de  l'élégance 
d'exposition  auquel  M.  Tannery  a  habitué  ses  lecteurs.  L'auteur  s'est  efforcé 
de  donner  un  caractère  réellement  élémentaire  à  cette  Introduction  ;  il  évite 
de  s'attarder  aux  généralités  afin  d'arriver  le  plus  vite  possible  à  l'étude 
des  fonctions  spéciales  dont  les  propriétés  fondamentales  interviennent  con- 
stamment en  Mathématiques. 

>'ous  croyons  que  cette  nouvelle  édition  sera  lue  avec  beaucoup  d'intérêt 
pour  tous  ceux  qui  enseignent  les  éléments  d'Algèbre  supérieur  et  d'Analyse  ; 
mais  il  rendra  surtout  de  grands  services  aux  étudiants  qui  désirent  consoli- 
der et  approfondir  leurs  connaissances  mathématiques.  «  Toute  élude  appro- 
fondie, dit  l'auteur  dans  sa  préface,  suppose  de  nombreux  retours  en  arrière. 
Il  semble  que  beaucoup  d'étudiants,  à  un  moment  ou  à  un  autre,  doivent 
sentir  l'utilité  de  ce  retour  et  de  ce  recommencement,  soit  parce  qu'ils 
veulent  mettre  plus  d'ordre  et  de  cohésion  dans  ce  qu'ils  savent,  soit  parce 
qu'ils  veulent  se  débarrasser  de  l'inquiétude  que  leur  ont  laissé  quelques 
raisonnements  et  qui.  peut-être,  vient  de  s'éveiller  en  eux,  soit  parce  que 
leurs  connaissances  sont  maintenant  assez  étendues  pour  qu'ils  sentent  qu'une 
parfaite  rigueur  est  indispensable  dans  certains  sujets  qui  les  attirent.  C'est 
ceux-là  que  je  voudrais  conlenter  et  dont  je  voudrais  faciliter  le  travail,  w 

Et  c'est  surtout  à  ceux-là  que  nous  recommandons  la  lecture  attentive  de 
cet  ouvrage.  H.  Fehr. 

Ern.  Cesaro.  —  Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  and 

der  Infinitesimalreclmang  mit  zahlreichen  Uebungsbeispielen.  Xach 
einem  Manuskript  des  Verfassers  Deutsch  herausgegeben  von  D"^  Gerh. 
KowALEwsKi.  — 1  vol.  rcHé  ;  gr.  in-S®,  849  p.  ;  prix  :  15  Mk.B.  G.  Teubner. 
Leipzig. 

Cet  ouvrage  pourrait  être  simplement  intitulé:  Eléments  de  mathématiques 
supérieures.  Il  renferme  en  effet,  tout  au  moins  pour  l'Algèbre  et  l'Analyse, 
l'ensemble  des  notions  et  théories  indispensables  à  tous  ceux  qui  désirent 
faire  une  étude  approfondie  des  mathématiques  pures  ou  appliquées. 

Voici  le  titre  des  sept  parties  dont  se  compose  cet  excellent  traité: 

I.  Déterminants.  Formes  linéaires  et  quadratiques.  —  II.  Nombres  irra- 
tionnels. Limites.  Séries  et  produits  infinis.  —  III.  Théorie  des  fonctions.  — 
IV.  Nombres  complexes  et  quaternions.  —  V  Equations  algébriques.  — 
VI.  Calcul  différentiel.  — VIL  Calcul  intégral. 

Ces  diverses  matières  sont  exposées  avec  la  clarté  et  l'originalité  qui 
caractérisent  les  écrits  du  savant  professeur  italien;  aussi  sommes-nous 
certain  que  son  ouvrage  sera  étudié  avec  profit  non  seulement  par  les  étu- 
diants des  universités  et  des  écoles  polytechniques,  mais  encore  par  les 
professeurs  qui  sont  appelés  à  enseigner  les  éléments  d'Algèbre  et  d'Analyse. 

F.  Marotte.  —  L'enseignement  des  sciences  mathématiques  et  physiques 

dans  l'enseignement  secondaire  des  garçons  en  Allemagne.  —  1  vol.  in-8'\ 
121  p   ;  Prix  :  2  fr.  50  ;  Librairie  Arm.  Colin,  Paris. 

M.  F.  Marotte,  professeur  au  Lycée  Charlemagne,  à  Paris,  a  fait  deux 
voyages  d'études  en  Allemagne  au  cours  desquels  il  a  étudié  l'organisation 
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de  renseignement  des  sciences  mathématiques  et  physiques  dans  les  éta- 
blissements secondaires  de  ce  pays.  Chargé  de  cette  enquête  par  l'office 
d'informations  et  d'études  près  du  Ministère  de  l'Instruction  publique,  il  a 
visité,  dans  les  divers  Etats  allemands,  des  écoles  de  toutes  catégories  et  il 
a  assisté  à  de  nombreuses  classes  en  vue  d'étudier  le  régime  intérieur  de 
l'enseignement.  Fortement  documenté  et  renseigné  aux  meilleures  sources. 
M.  Marotte  vient  de  rédiger  et  de  publier  un  intéressant  rapport  dont  nous 
recommandons  vivement  la  lecture  aux  professeurs  de  mathématiques  de 
l'enseignement  secondaire.  Il  leur  fournit  un  exposé  très  clair  de  l'organi- 
sation de  l'enseignement,  des  programmes  et  des  méthodes  ;  à  l'occasion  il 
leur  fait  aussi  connaître  les  tendances  actuelles  de  l'enseignement  mathé- 
matique en  Allemagne. 

Cette  étude  forme  un  intéressant  complément  aux  articles  qui  ont  été  pu- 
bliés dans  cette  Revue^  par  MM.  S.  Gûnther  et  Fr.  Pietzkcr  sur  l'organisa* 
tion  de  l'enseignement  mathématique  en  Allemagne.  H.  F. 

E.  Barbette.  —  Cours  de  Trigonométrid  à  l'usage  des  candidats  aux  Ecoles 
spéciales.  —  1  vol.  gr.  in-8o,  259  p.  ;  prix  :  5  fr.  ;  Ad.  Hoste,  Gaud. 

L'ouvrage  de  M.  Barbette  est  un  cours  complet  de  Trigonométrie  plauc 
et  sphérique.  Il  est  destiné  aux  candidats  aux  Ecoles  spéciales  ;  mais,  par 
son  mode  d'exposition  en  rapport  avec  les  progrès  et  les  tendances  modernes, 
il  sera  aussi  lu  avec  intérêt  par  les  professeurs. 

L'auteur  présente  d'abord,  à  titre  d'introduction,  les  notions  essentielles 
relatives  aux  vecteurs,  aux  arcs  et  aux  angles.  Le  cours  proprement  dit 
comprend  quatre  parties  : 

1.  L'étude  des  fonctions  trigonométriques  et  de  leurs  relations  ; 

2.  La  construction  des  tables  ;  la  résolution  des  équations  trigonométri- 
ques, l'étude  des  maxima  et  minima  ; 

3.  La  Trigonométrie  plane,  résolution  des  triangles  rectangles  et  des 
triangles  obliquangles  ;  applications  ; 

4.  La  Trigonométrie  sphérique  ;  résolution  des  triangles  sphériques  ; 
applications. 

Le  livre  se  termine  par  une  collection  bien  ordonnée  de  666  exercices  et 
problèmes. 
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f  •  Sommaire  des  principaux  périodiques: 

NooTelltts  Annales  de  Mathématiques,  dirigées   par  C.-A.  Laisant,  C. 

BouRLET  et  R.  Bricard.  4e  série,  T.  V.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Janvier  1905.  —  M.  G.  Vivanti-Boulanger  :  Aperçu  sur  la  théorie  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré.  —  P.  Gomes  Trixeira  :  Sur  une  formule  pour  le 
calcul  numérique  des  logarithmes. —  M.  d'Ocagne  :  Sur  l'évaluation  graphi- 
que des  longueurs  d'arc. 


^  Le  développement  historique  de  renseignement  mathématique  en  Allemagne,  par  S. 
GiJNTHER  (Munich),  2*  année,  p.  237-265. 

L'enseignement  mathématique  en  Allemagne  pendant  le  \ix"  siècle,  par  Fr.  Pikrzkbr 
(Nordhausen;,  3«  année,  p.  2-25,  77«97. 
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Février.  —  P.  Pa-kilevé  :  Charles  Hermitc.  —  La^ccelot  :  Points  muhiples 
des  sorfaces  algébriques.  —  J.-E.  Estibtcse  :  Note  sur  le  théorème  de  Pascal 
dan»  i'esp«ce. 

Mar».  —  A.  Maluski  :  Sur  la  développée  et  les  quasi-développées  d'une 
coni(|De.  —  P.  Nikwexglowski  :  Note  d'arithmétique.  —  O.  Marccs  :  Démons- 
tration géométrique  du  théorème  sur  la  constance  du  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes,  menées  à  une  cubique  par  un  de  ses  points.  — 
G.  Lert  :  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'uue  file  de  cercles. —  M.  Faé- 
CHKT  :  Généralisation  du  problème  de  Pfaff. —  G.  Fo^tenb  :  Polygones  gau* 
rhe»  de  Poncelet.  Extension  du  théorème  de  Cayley  à  l'espace. 

Avril.  —  Hadamard  :  Sur  la  théorie  des  coniques.  —  A.  Tresse  :  Sur 
l'équilibre  du  eoi*ps  solide.  — M.  d'Ocagne  :  Sur  la  déformation  des  coordonnées 
labgentielles  dites  parallèles.  —  Ë.-B.  Wilson  :  Sur  le  groupe  qui  laisse 
invariante  l'aire  gauche.  —  Mathy  :  Résistance  de  l'ellipsoïde  immergé  dans 
un  fluide  parfait  incompressible.  Intégration  des  formules.  Expression  des 
valeurs  approchées.  Cas  du  disque  plat  et  de  l'aiguille. 

Mai.  —  L.  Deny  :  Note  sur  la  représentation  géométrique  des  polynômes 
algébriques.  —  H.  Laurent  :  Equation  différentielle  des  courbes  du  troisième 
ordre.  —  G.  Fontené  :  Sur  les  éléments  doubles  de  deux  figures  semblables 
dans  l'espace.  —  A.  Tresse  :  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide.  —  R.  Bri- 
CARD  :  Sur  la  transformation  d'Ernest  Duporcq  et  sur  celle  de  Lie. 

Juin.  —  G.  FoNTEM^  :  Discussion  d'un  triangle  donné  par  les  points  remar- 
quables O,  I,  H. —  C.-A.  Laisa^ït  :  Intégration  des  fonctions  inverses.  — 
Catcon  :  Nouvelles  démonstrations  du  théorème  de  Feuerbach. 

Juillet.  —  L.  LévY  :  Remarques  sur  la  détermination  des  moments  fléchis- 
sants produits  par  le  passage  d'un  convoi  sur  une  poutre  à  deux  appuis 
simples.  —  E.  Mathy  :  Méthode  particulière  d'intégration  de 

rP  , 

/       V   (J^  — a)  <x  — (3)  (jr  — 7}  \Jc—i)  dx 

quand  a,  ]3,  J,  sont  réelles  et  que  a  ]>  ]3  ]>  7  >  <?.  Application  à  la  Géo- 
métrie. —  H.  PicciOLi  :  Sur  l'équation  intrinsèque  des  lignes  qui  appar- 
tiennent à  certaines  surfaces  de  révolution  et  du  second  degré. 

Août.  —  A.  Sa  IN  TE- La  cuti  et  J.  Haac  :  Représentation  de  cercles  par  des 
points.  —  F.  Hayaschi  :  Un  théorème  relatif  aux  valeurs  moyennes.  —  Lan- 
CKLOT  :  Détermination  d'une  surface  algébrique.  —  G.  Remoundos  :  Sur  les 
rapports  hyperanharnioniques. 

Jomal    des   Sciencias   mathematicas    e   astronomicas,    publicado   pelo 

F.-Gomes  Teixeira.  Vol.  XV.  Imprensa  da  Universidade,  Coïmbra. 

N*»»  4  et  5.  —  Lerch  :  Sur  la  cinquième  démonstration  de  Gauss  de  la  loi 
de  réciprocité  de  Legendre.  —  L.-F.  Marrrcas-Ferkkira  :  Sobre  a  thooria 
das  raizes  conjugadas.  —  Bibliographia. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  paraissant  le  l^r  et  le  15  de  cha- 
que mois,  du  l»""  octobre  au  15  juillet  incl..  publié  par  H.  Viibert,  29«  année. 
Vuibert  et  Nony.  Paris. 

Revista  trimestral  de  matématicas,  pubiicado  por  J.  Ruis  y  Casas,  n»* 

17  et  18,  1905.  Administracion  :  Calle  de  San  Miguel,  Zaragoza. 
Wisknndige  Opgaven,  met  Oplossingen.  T.  9.  —  Delsmnn  et  Nolthenins,  Am- 
sterdam. 
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Revae  de  Mathémàtiqaes  spéciales,  rédigée  par  E.  Humbert  et  G.  Papeliek. 

15*  année;   Vuiberl  et  Nony,  Paris. 

Revue  de  Physique  expérimentale  et  de   Mathématiques  élémentaires, 

revue  bi-mensuelle  publiée  (en  langue  russe) par  M.  Zimmermann.  T.  XXXIII. 
Guernelt,  Odessa. 

S.  Livres  nouveaux: 

P^  Appell.  —  Cours  de  Mécanique  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  ma- 
thématiques spéciales.  2«  édit.,  enlièrement  refondue,  —  1  vol.  iu-H",  493 
p.  ;  prix  :  12  fr.  ;  Gauthier- Villars,  Paris. 

P.  Appell  et  J.  Chappuis.  —  Leçons  de  Mécanique  élémentaire  à  l'usage 

des  classes  de  marhématiques  A  etB. —  1  vol.  in-16<»,  306  p.  ;  prix  :  4  fr.: 
Gauthier-Villars,  Paris. 
W.  M.  Baker.  —  Elementary  Dynamics.   Second   Edition,  revised.  —  1  vol. 
cart.  in-16".  318  p.;  prix  :  4  s.  6  d.;  George  Bell  and  Sons,  Londres. 

B.  Baillald  et  H.  Bouhgkt.  —  Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes, 

Tome  II.  —  1  vol.  gr.  in-8"  ;  VI-457  p.  avec  un  portrait  ;  prix  :  16  fr.  : 
Gauthier-Villars,  Paris. 

£tt.  Bortolotti.  —  Arithmetica  générale  ed  Algebra  per  la  l«  Classe 

Hceale.  —  1  vol.  in-8**,  120p.;  prix  :  1  L.  50;  Albrighi  Segati  &  C,  Rome. 

A.  H.  Blcuerer.  —  Elemente  der  Vektor-Analysis.  Mit  Beispielen  a  us  der 

theoretischen  Physik.  V.  Aufl.  —  1  vol.  cart.  in-8o,  106  p.;  prix  :  Mk.2. ^0; 
B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

£d.  GovRSAT.  —  Cours  d'Analyse  mathématique.  T.  II  -,  Théorie  des  foue- 
ttons analytiques.  Equations  différentielles.  Equations  aux  dérivées  par- 
tielles. Eléments  du  calcul  des  vatiations.  —  1  vol.  gr.  in-8";  VI-640  p.  ; 
prix  :  20  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

G.  GuicHARD.  —   Sur  les   systèmes  triplement  indéterminés  et  sur  le!< 

systèmes  triple-orthogonaux.  —  1  voL  cart.  (Collection  Scientia}',  prix: 
2  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

L.  Hefter  u.  P.  Koehler.  —  Lehrbuch  der  analytischen  Géométrie.  I  :  Géo- 
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